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Aufgabe 1 (Ubung):
Seien Uy, Us Untervektorrdaume eines K-Vektorraums W.

a) Geben Sie ein Beispiel fur Uy, Us und W, sodass Uy U Us kein Untervektorraum ist, wobei

U1UU2:{’U€W|U€U10deI‘UGUQ}.

b) Sei Uy U U, ein Untervektorraum von W. Zeigen Sie, dass dann U; C Us oder Us C Uy.

c) Zeigen Sie, dass
UyNUs={veW |veU; und v € Uy}

ein Untervektorraum von W ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

a) Beispiel 6.11 aus der Vorlesung.

b) Wir beweisen die Behauptung mit einem Widerspruch. Angenommen es existieren u; € U;\Us und
us € Up\U;. Da Uy U Us ein Untervektorraum ist folgt mit Satz 6.9 aus der Vorlesung uy + ug €
Uy U Uy und somit uy 4+ ug € Uy oder uy + us € Us. Da Uy und Us Untervektorrdume sind folgt
uz € Uy oder uy € Uy was ein Widerspruch ist. Damit ist Uy \Us = 0 oder Us\U; = 0. O

¢) Wir beweisen die Behauptung mit Satz 6.9 aus der Vorlesung. Es gilt 0 € Uy N Uz und damit
Uy NUy # (. Seien u,v € Uy NUz und a € K. Fiir ¢ € {1,2} gilt dann w,v € U;. Da U; ein
Untervektorraum ist folgt v+ v € U; und au € U;. Damit folgt u+v € Uy NUs und au € Uy NUs.

O

Aufgabe 2 (Ubung):
In den folgenden Teilaufgaben betrachten wir verschiedene Abbildungen zwischen den Rdumen

c={(z,) € RN | 2, ist konvergent}, co = {(z,) € RY | lim z, = 0},
n—oo
o0
= {(xn) eRN Z |zn| < oo}, 0 = {(a:n) eRY | sup |z,| < oo}.
ne1 neN

Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Wohldefiniertheit und priifen Sie ob die Abbildungen
linear sind:

a) Grenzwertabbildung ¢ : ¢ = R, ¢((zy)) := limy, 00 T,
b) Rechtsverschiebung ¢ : ¢ — ¢ mit ¢((xy,)) = (0, z1, 22,23, .. .),
¢) Abbildung ¢ : £°° — £*° mit ¢((z,)) := (21,223, 3z3,. . .).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
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(a) Da (z,) € c konvergent ist, existiert xg = lim,,_,~ @,. Somit ist ¢ wohldefiniert.

Seien (z,), (yn) € c und o, f € R. Dann gilt
¢((awn + Byn)) = lim [axy + Byn] = o lim @, + 8 lim_y, = ad((zn)) + Bo((yn))-

Also ist ¢ linear.

(b) Sei () € ¢ mit 29 = lim,_, o0 x,,. Die verschobene Folge ist

qb((xn)) = (¢(($n))1a (b((xn))?v ¢(($n))37 .- ) = (07 T1,T2,T3, .- )

und fiir n > 2 gilt ¢((x,))n = p—1. Da z,—1 — x fiir n — oo, folgt ¢((xy,))n — xo. Insbesondere
konvergiert ¢((x,)) und ¢((x,)) € c. Daher ist ¢ eine wohldefinierte Abbildung. Zeigen wir nun
die Linearitiat von ¢. Dazu seine (), (yn) € ¢ zwei konvergente Folgen und «, § € R Konstanten.
Dann gilt komponentenweise

d(axn + Byn) = (0, 0z + By, az2 + Bya, . ..)
= a(0,21,22,...) + B0, y1, Y2, ..)
= ad((zn)) + Bo((yn))-

Also ist ¢ linear.

(c) Wir zeigen, dass die Abbildung nicht wohldefiniert ist und damit auch keine lineare Abbildung sein
kann. Betrachte dazu die konstante Folge (z,,) mit x,, = 1 fir alle n € N und sup,,en|zn| = 1.
Damit ist (x,) € ¢>°. Fur die Bildfolge gilt |¢((2))n| = n fir alle n € N, was ein unbeschrénkter
Ausdruck ist fiir n — oo. Also ist die Bildfolge nicht beschriankt und demnach nicht in £°° enthalten.

Aufgabe 3 (Ubung):
Es sei

U:={f:R=R|3c>0VzrcR:|f(z) <clz|} CRE,

wobei R® := {f : R — R} die Menge aller Abbildungen ist, welche die reellen Zahlen auf die reellen
Zahlen abbildet.

Hinweis: Mit Beispiel 6.6 aus der Vorlesung ist bereits gezeigt, dass R® ein Vektorraum ist

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) U ist ein Untervektorraum von RE.
b) Elemente f aus U sind stetig in 0.

¢) Die Funktion f(z) :=z - g(x) liegt in U, wobei

1
g:R =R, g(x) : {0 i E }%\Q (1)

die sogenannte Dirichlet-Funktion ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(a) Wir miissen zeigen, dass 0 in U enthalten ist und U abgeschlossen unter Addition und skalarer
Multiplikation ist.

Wir zeigen zunéchst, dass 0 € U. Sei dazu f = 0, dann existiert ¢ = 0 so, dass |f| = (0] < 0-|z| =0
fiir alle z € R. Also ist 0 € U.

Um die Abgeschlossenheit unter Addition zu zeigen, seien f,g € U. Dann existieren Konstanten
c1,¢2 > 0 mit | f(2)] < e1]z| und |h(z)| < co|z| fir alle z € R. Es gilt

[(f +h) (@) < [f(@)] + |g(2)| < crla] + ealz] = cla],

https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&ref id=2747909 Seite 2 / 6


https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&ref_id=2747909

wobei ¢ := ¢1 + co. Also ist f + ¢g € U mit Konstante ¢ > 0.

Abschlielen zeigen wir nun noch die Abgeschlossenheit unter skalarer Multiplikation. Sei f € U
mit ¢ > 0 und « € R. Dann gilt

(AN (@) = [Af(x)] = [Al - [f(2)] < [A] - élz] = clz],
mit ¢ := A\é. Also ist Af € U mit ¢ > 0. O

Sei f € U, dann existiert ein ¢ > 0 mit | f(x)| < ¢-|z| fir alle x € R. Fiir g = 0 folgt | f(0)] < c¢-0=0
und damit f(0) = 0. Sei weiterhin (z,,),ecn eine beliebige Nullfolge, d.h. z, — 0 fiir n — oo, dann
gilt

[f(zn) = FO)] = [f(zn)] < clzn| =0 fiir  n— oo

Folglich ist f nach Definition 7.1 stetig in 0. (|
Fiir alle x € R gilt |g(z)| < 1. Daher haben wir
[f(@)] = [z - g(x)| = |z| - |g(x)| <1 [z].

Also exisitiert eine Konstante ¢ = 1, sodass |f(x)| < c|z| fir alle z € R. Tatséchlich exisitieren
unendlich viele solcher Konstanten ¢ > 1 > 0. Somit liegt f in U. O

Aufgabe 4 (Ubung):

a)

b)

Zeige Sie, dass fiir alle = € R eine Folge (¢, )nen in Q exisitert so, dass ¢, — z fir n — oo.

Hinweis: Verwenden Sie Satz 2.22 (2) aus der Vorlesung fiir diese Aufgabe.

Zeigen Sie, dass die Dirichlet-Funktion an jeder Stelle z € R unstetig ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

a)

Sei z € R beliebig. Fiir jedes n € N betrachten wir das offene Intervall (x — %, T+ %) Da mi% eR
und x — % <x+ %, konnen wir Satz 2.22 (2) anwenden. Demnach existiert ein ¢, € Q mit

1 1
r——<q,<T+ —.
n n

Damit gilt |g, — 2| < %, und weil % — 0 fiir n — oo, folgt ¢,, — x. Da ¢, € Q, haben wir fiir jedes
x € R eine Folge (¢,) in Q mit lim,,_, o g, = 2 konstruiert. O

Wir zeigen, dass g weder auf Q\{0}, noch auf R\Q stetig ist. Sei zunichst z € Q\{0}. Fiir jedes
n € N definiere z,, := x + % Wegen /2 € R\Q ist z,, € R\Q fir alle n € N. Es gilt x,, — « fiir
n—oo

n — oo und g(z,) =0 —— 0 # 1 = g(z). Folglich ist g nicht stetig in x nach Definition 7.1 aus
der Vorlesung. Da x € Q\{0} beliebig war, ist g nicht stetig auf Q\{0}.

Sei nun z € R\Q. Aus Aufgabenteil a) wissen wir, dass eine Folge (¢, )nen rationaler Zahlen mit

gn — x fiir n — oo existiert. Dann gilt g(g,) = 1 27140 = g(z). Also ist g nach Definition
7.1 nicht stetig in . Da z € R\Q beliebig war, ist f nicht stetig auf R\Q. a
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Aufgabe 5 (Tutorium):
Sei W ein K-Vektorraum. Zeigen Sie, dass dann fiir alle x € W gilt —z = (1) - .

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
Sei x € W, dann gilt
Ox=0104+(C-1)-z=1-2+(-1)- 2=+ (1) 2.
Da 0-2 = 0 der Nullvektor ist, folgt 2+ (—1) -z = 0 und damit ist (—1) -z das additive Inverse von x. OJ

Aufgabe 6 (Tutorium):
Welche der folgenden Mengen sind Untervektorrdume des RN bzw. des RIZ1:117?

(a) {f € RI=1U | f hat mindestens eine Nullstelle},
(b) {(an) € ¢|lim,_ o0 an, = a} mit einem festen a € R,
(c) {f e RI=MT £(0) =0}

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:

a) Wir bezeichnen im folgenden die zu betrachtende Menge als U. Seien f,g € RI="Y definiert durch
f(z) =14z und g(x) = —z fir alle z € [-1,1]. Wegen f(—1) = ¢(0) = 0, ist f,g € U. Aber
f+g=1,dh firalle x € [-1,1] gilt (f +¢)(x) =1 # 0 und damit f + g ¢ U. Nach Satz 6.9 der
Vorlesung ist U also kein Untervektorraum von RI=1:1,

b) Wir bezeichnen die zu betrachtende Menge wieder mit U und nutzen Satz 6.9 aus der Vorlesung
um zu zeigen, dass U ein Untervektorraum von RY.

Wir zeigen zunéchst, dass 0 € U. Wegen 0 = (a,,) mit a,, = 0 fiir alle n € N und lim,, o, a,, = 0,
ist 0 € U genau dann, wenn a = 0. Im Folgenden sei also a = 0.

Seien nun (a,,), (b,) € U und o € R. Wegen
lim (a, + b,) = lim a, + lim b, =0+0=0=a
n—oo n—oo n—oo

und

lim aa, =« lim a, =a-0=0=a
n— o0 n— o0

sind (a,,) + (b,) € U und a(a,) € U. Also ist U genau fiir @ = 0 ein Untervektorraum fiir RY.

¢) Sei wieder U die zu betrachtende Menge. Wieder verwenden wir Satz 6.9 aus der Vorlesung um
zu zeigen, dass U ein Untervektorraum von R, Wegen 0 = f [-1,1] = R,z — 0 und damit
f(0)=0,ist 0 € U. Seien nun f,g € U und a € R. Wegen

(f+9)(0) = f(0)+g(0)=0+0=0

und
(af)(0) = af(0)=a-0=0

ist U also in der Tat ein Untervektorraum von RI=1:11

Aufgabe 7 (Tutorium):
Seien Uj, Uz Untervektorrdume des K-Vektorraums W. Zeigen Sie, dass die folgende Menge

{U1 + U2 | up € Up und us € UQ}

ein Untervektorraum von W ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7:

Wir schreiben A := {u; + uz | vy € Uy und uy € Us}. Da 0 € Uy, U; folgt 0 € A. Seien u,v € A
und a € K, dann existieren uy,v; € U; und ug,v9 € Uy so, dass u = u; + us und v = vy + vo. Mit
Satz 6.9 aus der Vorlesung folgt uy + vy € Uy, us + vs € Us, auy € Uy und auy € U;. Damit folgt
u+v=1u; +v1+uy+ vy €Aund au = au; + aus € A.

Aufgabe 8 (Tutorium):

Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen wie in Aufgabe 3 der Ubung auf Wohldefiniertheit und priifen
Sie ob die Abbildungen linear sind:
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a) Partialsummenoperator ¢ : £1 — £, ¢((z,,)) := (Z;lﬁl Tk, Zzzl Tk, Zizl T, ... ),
b) Differenzenoperator ¢ : co — co, ¢((xy)) := (x2 — x1, 3 — T2, T4 — T3, ...),

¢) Supremumsabbildung ¢ : £>° = R, ¢((z,)) = SUP,en Tn,
)

d) Multiplikationsoperator ¢ : £ — £ ¢((x,)) = (a121, asxa, azxs, ...), wobei (a,) eine feste
Folge ist. Fiir welche (a,,) ist ¢ wohldefiniert? Ist ¢ dann linear?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8:

a) Sei (z,,) € ¢, dann ist Y ;- ||z < co. Fiir alle n € N gilt fiir den n-ten Eintrag der Folge ¢((z,))

n oo
< Z|$k\ < Z|xk| < 0.
k=1

k=1

>

k=1

n

Insebsondere ist also auch sup,, cy|¢((25))n| < oo und damit liegt ¢((x,,)) in £2°. Fiir (z,,), (y,,) € £
und «, f € R gilt komponentenweise

n n

S((an + Byn))n = Y _lawk + Byx] = > _wr+ B yp = ad((wn)) + B6((yn))-

k=1 k=1 k=1
Somit ist ¢ sowohl wohldefiniert als auch linear.

b) Sei (x,) € ¢o, dann gilt x,, — 0 fiir n — oco. Folglich gilt auch x,,11 — 0 fiir n — oo und wir haben

lim [2p41 — zp) = lim 249 — lim 2, =0—-0=0.
n—oo n—oo n—r 00

Also liegt ¢((zy,)) in ¢p und ist damit wohldefiniert. Seien nun (zy,), (yn) € ¢p und «, § € R, dann
gilt

¢((a$n+ﬁyn)) = [a‘xn+1+6yn+1]_[axn_'_/))yn] = O‘[x’n—i-l_m7z]+6[yn+1_yn] = a¢((£n))+6¢((2/n))
Damit ist ¢ auch linear.

c) Fir (z,,) € £ ist sup,,cy|zn| < 00, also insbesondere sup,, ¢y 2 € R, weshalb ¢ wohldefiniert ist.

Allerdings ist ¢ im allgemeinen nicht linear. Wir geben dazu ein Gegenbeispiel an: Sei (z,) =
(1,0,0,...) und y = (0,1,0,0,...). Dann ist ¢((z,)) = 1 und ¢((yn)) = 1, aber (z,) + (yn) =
(1,1,0,0,...) und ¢((xn + yn)) =1 # 2 = ¢((xn)) + ¢((yn)). Also scheitert hier die Additivitét.

d) Damit ¢ wohldefiniert ist, miissen wir fordern, dass (a,) € £*°. Ist (ay) € £°°, dann existiert eine
Konstante A > 0 so, dass sup,cylan| = A < c0. Da (x,) € £ ist sup,en|zn| = C < oo fiir
C > 0. Dann gilt sup,,cn|¢((n))n] = sup,ey anen < A-C < oo und damit ¢((z,)) € £°. Also
ist ¢ wohldefiniert. Ist (a,) hingegen kein Element von ¢*°, dann existiert eine divergente Teilfolge
an,, d.h. |a,, | = oo fir k — co. Wahle (z,) € £>° mit x,, = 1 und z,, = 0 sonst, dann sind die
Komponenten a,,, z,, von ¢((x,)) unbeschriankt und ¢ & £°.

Wir zeigen nun, dass ¢ linear ist. Wie oben argumentiert sei nun (a,,) € £°° und es seien (), (y,) €
0%°) o, B € R. Dann gilt

d((axn + Byn))n = anlax, + Byn) = anaxy, + 4, By, = cazy, + Bay, = ad((x,)) + Lo((yn))-

Aufgabe 9 (Tutorium):
Bestimmen Sie eine Konstante yg so, dass die Funktion f : D — R mit

it ey firz e D\ {1},
Yo fir x =1,

D:[071]’ f(m):{

auf ihrem ganzen Definitionsbereich D stetig ist.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 9:

Offensichtlich ist die Funktion f in alln z € D\ {1} stetig, daher reicht es f(1) = yo so zu wéhlen, dass

lim, 1 f(z) = yo gilt. Fiir alle z € D\ {1} gilt

1 3 1 3 1 (z2-4)+3
= = 1 - )
1@ = Tt @ e oo ( +(124)) =1 @2—4)
B 1 -1 1 (z—1)(x+1) x+1
r—1 (22—-4) z-1 (x2 —4) (22 —4)°
Folglich muss yo := lim,_,; f(x) = lim,_; % = f% gewahlt werden.
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