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Aufgabe 1 (Ubung):
Untersuchen Sie

(a) die Funktionenfolge (f,,) mit f, : R = R und f,(z) = % fir alle n € N,

(b) die Funktionenreihe >~ 7 g,, mit g, : R — R und g, (z) = e~ n(+e+2%) fiir alle n € Ny,

(c) die Funktionenfolge (hy) mit hy, : [a,00) = R und h,(x) = Hﬁ fir alle n € N, wobei 0 <a <1
fest ist,
(d) die Funktionenfolge (h,,) mit Ay, : [a,1] = R hy(z) = V/n2x fir alle n € N, wobei 0 < a < 1 fest ist,

auf punktweise und gleichméfige Konvergenz.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

(a) Seix € R fest. Fiir z = 0 ist f,,(z) = 0 fiir alle n € N und deshalb lim,,_,o fn(z) = 0. Ist z # 0, so
gilt
nx?
1+ n2at

2 2 1

e ne =—5—0 (n — 00).

o) =

pr— <
1+n2zt — n2z*  nx
Also ist f, — 0 punktweise fiir n — oo.

Sei f(y) = # fiir alle y € R. Wir beobachten, dass f,(z) = f(nz?) fir alle n € N und z € R

gilt. Definiere x,, = ﬁ fir alle n € N. Es gilt

2 2 1

I fulloo =5 "n __ F1) = =

nw -
u
xei 14+ n2zt = 1+n2zd 2

Also || fnl,, 7 0, die Konvergenz f,, — 0 ist also nicht gleichméBig.
(b) Fiir alle x € R gilt

Da die geometrische Reihe

konvergent ist und wegen

. 1)
lgn ()] = e~ n(tata?) o =2 <(\4[)3> VneN,VzeR
e

ist die Funktionenreihe > 7 g, gleichméBig konvergent nach (b) in Satz 7.26 (Kriterium von
Weierstrafl) des Skriptes.
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(¢) Sei zunachst 0 < @ < 1. Dann gilt fiir alle = € [a, c0)

1 1 1
= < < —
l+nzx — 14+na " na

[on ()] =ty =0

fiir n — oco. Nach (a) in Satz 7.26 des Skriptes ist die Funktionenfolge h,, gleichméBig konvergent
gegen die Nullfunktion.

Sei nun @ = 0. Fiir = 0 gilt h,(z) = 1 fiir alle n € N und deshalb lim,, o hyn(z) = 1. Fiir 2 # 0

ist
1

1 + nx
Deshalb konvergiert (hy,)nen gegen h, wobei

h(z) = {1 fir x =0,

0 sonst

b ()

—0 (n — 00).

ist. Weil h nicht stetig bei 0 ist, kann die Konvergenz nicht gleichméBig sein (vgl. Satz 7.28).
(d) Sei zunéchst 0 < a < 1 und x € [a, 1] fest. Dann gilt
hn(z) = Vn2z — 1 (n — 00).

Also ist h,, — 1 punktweise fiir n — oo.
Da fiir alle x € [a, 1]

|fon () = 1]

Vn2x — 1‘ = | Vn2x — Vn2a+ Vn2a—1

Wz — Ve + | Vi 1| "2 Vi - Va1 - Vi
z<1 n n

< Vn?2—Vn2fa+1- Vn2a=a, =0

fiir n — oo, ist die Funktionenfolge h,, gleichméfig konvergent nach (a) in Satz 7.26 des Skriptes
(Kriterium fir gleichméfige Konvergenz).

Sei nun a = 0. Fir x = 0 gilt h,(z) = 0 fir alle n € N und deshalb lim,, o h,(z) = 0. Fir
x # 0 gilt, mit der gleichen Rechnung wie oben, lim,,_, o h,(x) = 1. Deshalb konvergiert (h.,)nen

p uIll(t e1se gegell h’? obel
h’(:[) { !

1 sonst

IN

fir alle € [0,1]. Weil h nicht stetig bei 0 ist, kann die Konvergenz nicht gleichméfig sein (vgl.

Satz 7.28).

Aufgabe 2:

Bestimmen Sie jeweils alle Stellen, in denen die Funktion f stetig ist:
22— 32+ 2
— fii 1
22 —4x+3 ir @ ¢ {1,3},

(a)f.R*)R,.%l—) 1 furm:l

2 )
0 fur x = 3,

min{z? 4+ 2z — 15, 23} fiir 2 € [-7,-5] U [-1, 3],
) f:[-7,3] = R,
r+5 fur x € (=5, -1).

sty—lzoul gi,

Hinweis: Verwenden Sie bei (b), dass min{z,y} =

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

. . . 0 2_
(a) Die rationale Funktion x +— %; o432
x2—4x+3

2 —4x+3=(x—1)(x—3)

ist auflerhalb der Nullstellenmenge des Nenners stetig. Wegen
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verschwindet der Nenner fiir # = 1 oder = 3. Daher ist z — ij:iiig auf R\ {1, 3} stetig, so dass auch
fauf R\ {1,3} stetig ist. Nun gilt fiir alle z € R\ {1, 3}

2?2 —324+2 (z—-1)(z—2) x-2

f(z):$2—4a:+37 (x —1)(x —3) T z-3
Somit ist L9 1
;}igllf(x):?g:i:f(l)’

x273r+2
z2—4z+3

d.h. f ist in 1 stetig. Da 3 eine Nullstelle des Nenners und keine Nullstelle des Zéhlers von
existiert der Grenzwert

ist,

. a2 —3x+42
Y flo) = B 13
nicht. Also ist f in 3 unstetig (unabhéngig davon, was der Funktionswert f(3) tatsichlich ist) und f ist

auf R\ {3} stetig.

(b)  Wegen 2% + 2z — 15 = (x — 3)(x + 5) ist dieser Ausdruck fiir z € [~7, —5] nichtnegativ, 3 hingegen
negativ, also gilt f(x) = 23 fir x € [-7,-5]. Fiir x € [~1,0] ist 23 € [-1,0], aber 22 + 2z — 15 <
21 +0— 15 = —14, also gilt f(z) = 22 + 2z — 15 fiir z € [-1,0]. Fiir z € [0,3] ist (x — 3)(x +5) < 0 und
2% >0, also gilt f(x) = 22 + 22 — 15 fiir x € [0, 3]. Das Minimum zweier stetiger Funktionen g und h ist
als Komposition stetiger Funktionen stetig: min{g, h} = %‘gfhl
{—5, —1} stetig. Wegen

. Daher ist f jedenfalls auflerhalb von
lim 2% =-125#0= lim (v +5)
r——5" r——5t

und
lim (z+5)=4#-16= lim a”+2z-15

r——1" r——1

hat f in —5 und —1 eine Sprungstelle. Daher ist f genau auf

(=7, 31\ {5, -1}

stetig.

Aufgabe 3 (Ubung):
Sei [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall und seien f,g: [a,b] — R stetige Funktionen mit f(a) > g(a)
und f(b) < g(b). Zeigen Sie, dass ein g € (a,b) existiert mit f(zo) = g(zo).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

Sei h :=g— f. Dann ist h(a) = g(a) — f(a) < 0 und h(b) = g(b) — f(b) > 0. Nach dem Zwischenwertsatz
(h ist als Komposition der stetigen Funktionen f und g stetig) existiert somit ein z¢ € (a,b) mit h(zg) =
9(xo) — f(x0) = 0. 0

Aufgabe 4 (Ubung):
Sei a > 0. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

T _ 1 x+1
(a) lim a , (¢) lim 2x+3
x—0 x z00 \ 2 + 1 ’
log(z) . v1i+ar—1
(b) limy ==, (4) limg o “————.

Hinweis: Verwenden Sie bei (¢) Thre Losung aus Teil (b).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
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(a) Seia # 1. Fir jedes © € R\ {0} gilt mit Definition 7.37

a® —1 e log(a) __ 1 | e® log(a) __ 1
r x = log(a) xlog(a)

eV—1

Der Grenzwert lim
y—0

0. Es folgt daher

= 1ist aus der Vorlesung bekannt (Beispiel 7.10). Auflerdem gilt lin}) xlog(a) =
Tr—

T zlog(a) _ 1
lim & = log(a) lim €

— =1 .
a—0  x =0  xlog(a) og(a)

Im Fall @ = 1 erhilt man direkt lim =L = lim 0 = 0.
z—0 L x—0

(b) Es gilt lim e¥ = 0. Mit z = e folgt daher
y—0
log() _ . Y

lim ————~* = lim =
x—1 1 —1 y—0e¥ — 1

)

wobei der letzte Grenzwert wie in Teil a) verwendet wird.

(c) Seiz € (0,00). Es gilt

+1
(23: + 3)’5 _ cla+D)log(3257)
2z +1 |

Betrachten wir nun den Exponenten der rechten Seite, sehen wir, dass

log(l + Ti—l)

2x+1

log(1+ 2

2z 4 3 2 g( m) 2+

(x4 Dlog (22 = (@ +1) ot =
20 + 1 2 + 1 = 2+

8 =8 [

gilt. Wir erhalten mit Teil b)

. 2v+3Y\
Jim s g3 ) <1

) <2x + 3> el
lim =
z—oo\ 22 + 1
(d) Sei z € R\ {0} und a € R, dann gilt

Vid+ar—1 (V1+azx—1)(vV1+ax+1) l+az—1

a
x z(vV1+ax+1) Ca(V1Far+1) Vifar+1

Fir x — 0 erhalt man

Es folgt das Ergebnis

o Vltar—1 a
lim ——m—— = —

z—0 xT 2 '
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Aufgabe 5 (Tutorium):
Untersuchen Sie

(a) die Funktionenfolge (f,) mit f, : R — R und f,(z) = W fiir alle z € R und alle n € N,

(b) die Funktionenreihe Y7 g,, mit g,, : (—1,1] = R und g, (z) = 2"(1 — z) fiir alle z € (—1,1] und
allen € N,
auf punktweise und gleichméflige Konvergenz.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:

(a) Betrachte zunéichst F(y) = %5 fiir alle y € R. Wegen 0 < (1 — ly)? = 1 — 2|y| + y2, gilt

1+1;

|F(y)| = 1[;’@'/2 Stir = 1 fiir alle y € R. Wegen
n2x 5 1 1
| fn (2 )_'H‘TLSCUQ ‘F(\/ﬁx)‘<% 5—:an—>0

fiir alle « € R, konvergiert f,, gleichméfig gegen 0 fiir n — oo nach (a) im Satz 7.26 des Skriptes.

(b) Sei z = 1. Dann ist g, (z) = 0 fiir alle n € N und deswegen ist Y .~ gn(z) = 0. Ist z < 1, so ist
|z| <1 und die geometrische Reihe Y7, 2™ ist (absolut) konvergent. Deshalb gilt

Zgn(x):z:a:”(l—a:) (1—x) Zx 1_$—1.
n=0 n=0
Damit konvergiert ZZO:O gn punktweise gegen g, wobei

0 firzx=1,
g(:v)—{

1  sonst.
WEeil ¢ nicht stetig bei 1 ist, kann die Konvergenz nicht gleichméfig sein.

Aufgabe 6 (Tutorium):
Bestimmen Sie jeweils eine Konstante yg so, dass die Funktion f : D — R auf ihrem ganzen Definitions-

bereich D stetig ist.

(a) D =(0,00), f(x) = {

L4 - %5) firze D\ {2},
Yo fir . = 2.

(b) D=[-1,1], f(z) = \/|z|+\/|j \/u \ﬁ fir z € D\ {0},

fur x = 0.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:

(a) Da f in allen x € D\ {2} stetig ist, reicht es f(2) = yo so zu wéhlen, dass lim,_,s f(z) = yo gilt.
Da z = 2 eine Nullstelle des Polynoms 8 — 23 ist, liisst es sich nach Satz 3.4 (1) schreiben als
§— 23 =(x—2) (—2® — 2z —4).

Damit gilt fiir alle z € D\ {2}

Mo - ML N1 w2
T orz\2—z 8—23) & 2—z 22+ 22 +4
1

1 1 22+ 20 +4—12 1 z? + 22— 8
z 2—2  a2+20+4 =z 2-z 22+22+4
Wieder mit Satz 3.4 (1) lisst sich schreiben 22 + 22 — 8 = (z — 2) - (z + 4) und folglich
fa) 1 1 22+2r-8 1 1 (2-2)(-2x—4) 1 (x+4)
r) = —- . —_ — . . = —— —_—
x 2—z 2242x+4 x 2—x 22+42x+4 x x2?+2r+4

Deshalb muss yo = lim, o f(2) = lim,_,9 —i . Iz(i;ﬁr4 = —i gewahlt werden.
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(b) Da f in allen € D\ {0} stetig ist, reicht es f(0) = yo so zu wéhlen, dass lim,_,¢ f(x) = yo gilt.
Sei # € D\ {0}. Definiere y := —~. Dann gilt mit der dritten binomischen Formel (Kapitel 2,

Vizl
Slide 51 (1))

flx) = ! +\/3|— ! L P ry- VR = v +y- -y

|| Jo] ~ \[ 2] VI +Fy+Vy -y

O
<\/1+ |x|+\/1\/m>.

Folglich muss yo := lim, 0 f(z) = limg_,0 (

= 1 gewahlt werden.
1y/Jal+ 1—\/M>
Aufgabe 7 (Tutorium):
Berechnen Sie, falls existent, die folgenden Grenzwerte:

() lim 8x3 + 222 + 1 (i) lim 23 — 922 + 162 — 4
z>—c0 2234+ Tx -2 323 — 1022 4+ 9z — 2’

3/8 Tz—2 ) ) esin(w) -1
e (iv) im ———.
xr x—0 xr

(iii) Cllirb

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7:
(i) Mit dem gleichen Standardtrick wie bei Folgen erhalten wir, dass dieser Grenzwert existiert und dass
gilt

8e¥ 4222 +1 . 842z ' 4a? _8+40+0 _

li = =
im0 208 4 T i 24 Ta 2 240
(ii) Zé&hler und Nenner haben 2 als Nullstelle. Polynomdivision liefert
23— 927 + 160 — 4 = (v — 2)(2® — Tz + 2)

32° — 102 + 92 — 2 = (v — 2)(32°% — 4z + 1).

Sofern die Ausdriicke definiert sind, gilt also

23 — 922 4+ 162 — 4 (x —2)(2? — Tz + 2) 2% —Tw+2

323 — 1022+ 92 -2 (v —2)(322 —4x+1) 322 —4dax+1°

Weiter ist 2 keine Nullstelle von 322 — 4z + 1. Wir schlieen, dass der gesuchte Grenzwert existiert und
gegeben ist durch

23 —922 4+ 160 —4 o ox2—Tr+2 8
lim =lm —— = —.
752323 — 1022 4+92 —2 252322 —4x+1 =5

(iii) Setzen wir zur Abkiirzung a := /8 + x und b := 2, so ergibt sich mit dem Hinweis die Darstellung

3 _p3 YT )3 — 93
V84 —2=a—>b a (V8 +7) x

T 24ab+ 0 (VBta)+2U8tat+d (Bra2+2d8ta+d

Folglich hat man
V8 +x—2 1 1 1

lim ——— = lim — -
750 x x1—>0(\3/8+:z:)2+2{‘/8+:c+4 (V8+0)2+2y8+0+4 12
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(iv) Sei @ # 0. Aus der Vorlesung (Beispiel 7.10) ist bekannt, dass lim,_,q S”’Iﬂ = 1. Wir berechnen
zunéchst

i sin? (z sin®(z
) 1 1sin(z) + M) oS0 g
x N x
) .. 3
B sin(x) + st(:r) + sm3!(z) +...
B x
. . )
sin(z sin(z sin®(x
= (z) 1+ () + (@) +... .
x 2 3!
Aus Satz 7.4 geht hervor, dass das Produkt stetiger Funktionen wieder stetig ist. Wir erhalten daher also
i esin(@) _ . sin(z) - sin(z) N sin?(x) L
z—0 T =0 X 2 3!
— lim sin(z) fim (14 sin(x) n sin?(x) L
z—0 z—0 2 3!
=1.

Aufgabe 8 (Tutorium):
Berechnen Sie, falls existent, die Grenzwerte der folgenden Funktionen mittels Potenzreihenentwicklung:

e3® — cos(z) — 2w

a) lim, .o )

2

cos(x?) — 1+ L;

b) hmw_>0 xs

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8:

a) Die Reihendarstellungen von e3* und cos(z) sind

3z (3z)?  (3xz)3 (3z)* 922 2723 8lat

3x

=14+ — o=1 —

e +1!+ 2 + 30 + + I + 3z + 5 + 6 + Y
1'2 1’4 {L'Q [174

Damit ergibt sich

e3® —cos(z) — 2z 1 9 , 27, 81, z? 2t

1 8 27 82
2[2+m+x2+x3+x4+...]
T 2

6 24
2 1 9 41
=" 4t o444 a4 —2%+ ... — too fiir z — 0F.
2 x 2 12

b) Die Reihendarstellung von cos(z?) ist

2\2 2\4 2\6 4 8 12
P o L T
cos(z”) o T o 5 721 720

Damit ergibt sich fiir z # 0 also

cos(a:z)—l—i—%_ (1—%—1—%—%—4—...)—1—#%
x8 - 8
1 /28 212
1 x4 1
- X Sl fira—o.
21 720 " 94 T
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