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Aufgabe 1 (Ubung):
Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen kompakt sind. Begriinden Sie Ihre Antwort jeweils.

A1:[071]7 (e ASZ{%|HEN}a

)

AQ:(O’l)v (f) AGZ{%|nEN}U{O}7

(c) Az ={z e R|a? <4}, (g) A7 ={z € (0,1]|sin(2) >0},
(h)

h) As ={z€0,1] |z ¢ Q}.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

(a) Die Menge A; ist beschrénkt, da die Menge nach oben durch 1 und nach unten durch 0 beschriankt
ist. Sei (z,) eine Folge in A; mit x,, — z¢ fiir n — co. Dann ist z,, € A; fiir alle n € N und
0 < xp < 1. Somit ist g € A7 und A; nach Definition 7.40 abgeschlossen. Also ist A; nach Satz
7.43 kompakt.

(b) Auch As ist beschrinkt aber nicht abgeschlossen, da 0 und 1 nicht enthalten sind. Wéhle beispiel-
sweise die Folge x,, = %, welche in As enthalten ist, da fir alle n € N gilt, dass z,, € As. Allerdings
gilt lim,, 00 T, = limy, o0 % =0¢ Ay. Also ist Ay nicht kompakt.

(c) Die Bedingung x? < 4 aus As ist dquivalent zu —2 < 2 < 2 und damit ist Az = [~2,2]. Also ist A3
abgeschlossen und beschrankt. Somit also auch kompakt nach Satz 7.43.

(d) Die Menge Ay is beschriankt, da fir alle € [0,1] gilt 0 <z < 1 und fiir z = 2 gilt 0 < 2 < 2. Also
sind alle Werte in A4 durch 0 und 2 beschrankt. Fiir die Abgeschlossenheit sei (z,,) eine beliebige
Folge in Ay, welche gegen ein g € R konvergiert. Wir miissen zeigen, dass dann zy € Ay. Wir
unterscheiden zwei Fille. Fall 1: Angenommen die Folge enthélt unendlich viele Elemente aus
[0,1], dann existiert eine Teilfolge (x,,,) C [0, 1], die gegen z konvergiert. Da offensichtlich [0, 1]
abgeschlossen ist, folgt nach Definition 7.40, dass x¢ € [0,1] C A4. Fall 2: Angenommen die Folge
enthélt nur endlich viele Elemente aus [0, 1], dann liegen ab einem ng € N alle Folgenglieder x,, mit
n > ng in {2}. Also gilt x,, = 2 fiir alle n > ny und damit 29 = 2 € A4. In beiden Féllen ist der
Grenzwert wieder in A4, die Menge A4 ist folglich kompakt.

(e) Die Menge Aj ist beschriankt, da alle Werte zwischen 0 und 1 liegen. Sie ist nicht abgeschlossen,
da der Grenzwert 0 der Folge x,, = % nicht enthalten ist. Demnach ist As nicht kompakt.

(f) Wie in e), nur ist hier der Grenzwert in der Menge enthalten. Damit ist Ag kompakt.

(g) Die Menge A7 ist beschrankt, da A7 C (0,1] und somit alle Werte zwischen 0 und 1 liegen. Sie
ist allerdings nicht abgeschlossen. Dazu sei (z,,) eine beliebige Nullfolge, d.h., lim,_, s z, = 0 mit
sin(1/x,) > 0. Allerdings ist 0 nicht in der Menge enthalten und A7 ist somit nach Definition 7.40
nicht abgeschlossen, also auch nicht kompakt.

(h) Als Teilmenge der kompakten Menge [0, 1] ist Ag beschrankt. Sie ist aber nicht abgeschlossen,
da jede rationale Zahl in [0, 1] ein Haufungspunkt ist. Diese sind aber nicht in Ag enthalten und
demnach ist die Menge nach Defintion 7.42 nicht kompakt. Wir finden beispielsweise eine Folge

() in [0,1] \ Q mit 2, — ¢ € [0,1] N Q aber ¢ ¢ [0,1] \ Q.
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Aufgabe 2 (Ubung):

Es sei D C R eine nichtleere Menge. Zeigen Sie, dass D genau dann kompakt ist, wenn jede stetige
Funktion auf D beschrankt ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

Beweis. Es sei D eine kompakte Menge und f : D — R eine stetige Funktion. Dann ist nach Satz 7.44
auch f(D) kompakt. Wegen Satz 7.43 ist f(D) beschriankt, d.h., f ist beschrankt.

Es sei nun jede stetige Funktion auf D beschrinkt. Insbesondere ist also die stetige Funktion idp : D —

R,z — x auf D beschrénkt. also ist D = idp(D) nach Voraussetzung beschrankt. Aufgrund von Satz
7.43 bleibt noch zu zeigen, dass D abgeschlossen ist.

Angenommen, D ist nicht abgeschlossen. Dann existieren eine Folge (z,) in D und ein 2o € R\ D mit
x, — x fiir n — co. Wir definieren die Funktion f : D — R, f(z) := —~—. Dann ist f stetig, denn die

= |z—x0]"
Betragsfunktion ist stetig und es gilt zy ¢ D. Zudem gilt f(z,) = To—zg] — fiir n — oo, also ist f
unbeschréankt, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist D beschrinkt und abgeschlossen, und somit

nach Satz 7.43 kompakt. ]

Aufgabe 3 (Ubung):
Beweisen Sie die folgenden Identitdten mit z,y € R:

(a) sin(x 4 y) = sinxz cosy + cos x sin y,

(b) cos(z +y) = cosx cosy — sinzsiny,
(¢) sin(2z) = 2sinz cos z,

(d) cos(2z) = cos?z — sin® z,

() Jsin(3) | = /5=,

(£) |cos(3) ot

| =
| — 14cosx
| =

(g) [tan(%)| =/ };gg;;, mit cosz # —1,

(h) sinz +siny = 2sin(ZH) cos(Z5Y),
(i) cosz + cosy = 2cos(EEY) cos(25Y),

() (cosh(z) + sinh(x))™ = cosh(nz) + sinh(nz), mit n € N.

Hinweis: Verwenden Sie nicht die Reihendarstellugen der Funktionen. a

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

Wir benutzen, dass sinz = <=5%— und cosz = “—%f—. Wir wissen auch, dass sinz = —sin(—z) und
_ _ . eimie—im _ _efizieim eiw+e—im _ efi:v+eim
cos & = cos(—x), weil —=5F— = 5 und &I F— = <t gelten.

—e

eVye W e 4e T W _eTW 1 i(z+y) _9,—i(z+y)) — o
2 7t 3 2 4 (26 2e ) = sin(z+y).

a) sinxcosy+cosrsiny = £

(
(b) coszcosy + sinxsiny = cosx cos(—y) — sinx sin(—y) = cos(z — y).
(c
(d

)
)
) sin(2z) = sin(z 4+ ) = sinx cosx + cosxsinx = 2sin x cos x.
) cos(2z) = cos(z + x) = cosx cosx — sinxsinx = cos? z — sin? x.
)

(e b
[cosz(%) + sin2(%)] — COSQ(%) + Sinz(%) = 251112(%).
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= 14 cosx. Es gilt 1 + cosz = 1 +

sinz(%) = 2(:052(%).

(f) Wir zeigen die dquivalente Gleichung, d.h. 2cos2(%)
[cos?(5) —sin®(3)] = [cos?(3) +sin?(5)] + cos?(3) —

Sin(%) _ Sin2(%) _  [l—cosz
cosQ(%) 14cosz”

cos(%)

(h) Wir definieren a := £ b := ¥ Dann sinz + siny = sin(a + b) + sin(a — b) = sinacosb +
cosasinb + sinacosb — cosasinb = 2sinacosb = 2sin () cos(L5Y).

(g) [tan(3)| =

i) Wir definieren @ := %% b := =¥ Dann cosxz + cosy = cos(a + b) + cos(a — b) = (cosacosb —
2 2
sinasinb) + (cosacosb+ sinasinb) = 2cosacosb = 2 cos(“H) cos(%5Y).
x —x x —x x —x 4 —z\"
(j) Wir benutzen, dass sinh z = “=f—und coshz = <t— . Dann gilt (sinh z-+cosh )" = (% + %) =
(e*)r = = em_;ﬂw emg(m = sinh(nz) + cosh(nz).

Aufgabe 4 (Ubung):
(a) Zeigen Sie, dass fiir ,1) € R der Abstand der Punkte €' und ¥ durch

sin(‘p — ¢)‘
2

(b) Sei 2 < n € N. Zeigen Sie, dass die n-ten Einheitswurzeln — also Losungen der Gleichung 2™ = 1
fiir z € C — ein n-Eck mit Umfang

’ei“" —ew’ =2

gegeben ist.

L, =2n sin(z)
n
bilden.
(¢c) Zeigen Sie, dass

lim L, = 2.
n—oo

(d) Interpretieren Sie die letzte Gleichung und zeichnen Sie fiir n = 6 ein Bild.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(a) Es gilt

. . ot S ) ot o= ) uetw . (o=
e — W = '3 -(ew T T ):el 2 -(eZ 7 —e 2 >:2zel 2 ~sm().

2
o -
5111("”2 )‘

(b) Die n-ten Einheitswurzeln sind nach Kapitel 8 Slide 13 der Vorlesung durch

Deshalb ist tatsichlich ‘ew — ew| =

261 55" -sin(%)‘ =2

;27 ;27 $27
wo:=1=¢€70 w ="t L weq =€ (n=1)

gegeben. Nach Teilaufgabe (a) gilt

|wi1 — wg| =

2. 2. (T
et (k) _ i k’ = 2‘5111(7>‘
n

fir alle k € {0,...,n — 1}. Also bilden wy mit k € {0,...,n — 1} ein reguldres n-Eck vom Umfang

n—2

T
L, = |wp_1 —wp| + Z‘wkﬂ —wg| = 2nsm<%).
k=0

(¢) Mit = 7/n sowie dem Beispiel in Kapitel 7 Slide 59 gilt

. . T . sin(%)
lim L, = lim 2n sm(f) = lim 27— = lim 27
n—o0o n—00 n n—oo " x—0 €T

sin(z)
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Figure 1: Sechste Einheitswurzeln

(d) Das Ergebnis ldsst sich wie folgt verstehen: Das von den wy (k € {0,...,n1}) aufgespannte reg-
ulire n-Eck approximiert immer besser den Einheitskreis S' C C. Der Umfang der Rechtecke
approximiert den Umfang der S'. Eine Skizze fiir n = 6 ist in der Abbildung zu finden.

Aufgabe 5 (Tutorium):

Seien f: R — R stetig und A, B C R. Beweisen oder widerlegen Sie:
(i) A abgeschlossen = f(A) abgeschlossen,
(ii

) B abgeschlossen = f~1(B) abgeschlossen,
(iii) A beschrankt = f(A) beschrankt,
)

(iv) B beschrinkt = f~1(B) beschrinkt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
(a) Behauptung: Die Aussage ist falsch.
Gegenbeispiel: Fir f: R — R, f(z) :=e” und A := R ist A abgeschlossen, aber

f(A) = (07 OO)
ist nicht abgeschlossen.

(b) Behauptung: B abgeschlossen = f~!(B) abgeschlossen.

Beweis: Sei B abgeschlossen und (x,,),en eine Folge in f~!(B). Zudem existiere ein € R mit
x, — x. Wir miissen zeigen, dass # € f~1(B) liegt, also f(x) € B. Da f nach Voraussetzung stetig
ist, gilt

f(wa) = f(@) (n— ).

Nach Voraussetzung gilt f(x,) € B fur alle n € N. Da B abgeschlossen ist, folgt

f(z) = lim f(z,) € B.

n—oo

Also ist x € f~1(B) und damit f~!(B) abgeschlossen. O
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()

(d)

Behauptung: A beschrinkt = f(A) beschrankt.

Beweis: Da A beschrinkt ist, existiert ein M > 0 mit x| < M fir alle z € A. Dann gilt
A C [-M,M]. Das Intervall [—M, M] ist kompakt, und wegen der Stetigkeit von f ist auch
f([—M, M]) kompakt. Nach dem Satz 7.42 ist jede kompakte Menge beschrankt. Insbesondere gilt
f([—M, M]) ist beschrankt. Da f(A) C f([-M,M]), ist f(A) als Teilmenge einer beschrinkten
Menge selbst beschrankt. ]

Behauptung: Die Aussage ist falsch.

Gegenbeispiel: Sei f: R — R definiert durch f(z) := 0 und B := {0}. Dann ist B beschrinkt,
aber f~!(B) = R ist unbeschrinkt.

Aufgabe 6 (Tutorium):
Untersuchen Sie folgende Mengen auf Kompaktheit:

a)
b)
c)
d)
°)

)

f

A={zeR|1<2<3, z#2}

B= {HLH |ne N}

Sei f: R — R gegeben durch f(x) = 22 und betrachte C := f([-2,1]).
D={rxeR|2?-32+2<0}

Seien A = [0,2] und B = (1, 3]. Untersuchen Sie E; := AN B und Fy := AU B.

Fira € Rsei F, = {x € R| |z — a|] < 1}. Zeigen Sie, dass F, fur alle a € R kompakt ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:

(a)

(b)

(f)

Die Menge A is beschriankt, da alle Werte zwischen 1 und 3 liegen. Sie ist aber nach Definition
7.40 nicht abgeschlossen, da beispielsweise der Grenzwert g = 2 der Folge z,, = 2 + % nicht in A
enthalten ist.

_n_
n+1
nur Werte zwischen % und 1 angenommen werden. Allerdings ist der Grenzwert xg = 1 nicht in B
enthalten und somit ist die Menge nach Definition 7.40 nicht abgeschlossen. Also ist sie auch nicht

kompakt.

Die Folge z,, = konvergiert fiir n — oo gegen x¢p = 1. Damit ist die Menge B beschriankt, da

Die Funktion f(z) = 2?2 ist eine Parabel und hat demnach ihr Minimum am Scheitelpunkt, also
bei = 0 mit dem zugehorigen Funktionswert f(0) = 0. Thr Maximum liegt auf dem Rand bei —2
mit f(—2) = 4. Also ist C = f([—2,1]) = [0,4]. Diese Menge ist offensichtlich abgeschlossen und
beschriankt. Somit ist C' kompakt.

Durch Faktorisieren erhalten wir 2% —3x+2 = (z—1)(z — 2). Die Ungleichung (z —1)(z —2) < 0 ist
erfilll fir alle z € [1,2]. Also ist D = [1, 2] abgeschlossen und beschrénkt. Somit ist D kompakt.

Wir haben F; = ANB = (1,2]. Diese Menge ist beschriankt aber nicht abgeschlossen, da die 1 nicht
enthalten ist, was beispielsweise der Grenzwert der Folge x,, = ”T“ ist. Somit ist £ nicht kompakt.
Fiir die zweite Menge haben wir F; = AU B = [0, 3]. Diese Menge ist wieder abgeschlossen und
beschrinkt, und damit kompakt.

Die Menge F, ist das Intervall [a — 1,a + 1] und sie ist fiir jedes a € R kompakt.

Aufgabe 7 (Tutorium):

a)

b)

Beweisen Sie das Additionstheorem des Tangens: Fiir alle z,y € R mit z,y, z+y ¢ {g + km :Vk € Z}
gilt

tan(z) + tan(y)

1 — tan(z) tan(y)’

s /T \[ T LT
ow(F) =an(5) = () =an(5) - .

tan(z +y) =

Zeigen Sie, dass
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 7:
a) Es gilt mit den Additionstheoremen fiir den Sinus und Kosinus

tan(z +y) =

x) cos(y) + cos(x) sin(y)
cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)

cos(x) cos(y) (:E;E?) + zi((z)))

COS((E) COS(y) (1 _ sin(x) sin(y))

cos(x) cos(y)

_ tan(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)

b) Nach Vorlesung gilt sin(z), cos(z) > 0 fiir # € (0, ). Durch mehrmaliges Anwenden der Addition-
stheoreme folgt

I
Q
o
wn
N——
o
)
wn
/N
wlx
N———
|
wn
=.
=
/
oWy
S—
w0
A
=
/N

ol wx oy
+
[N}
N—

Il
~/~
Q
@}
12}

[
/~
|
—

I

2}

B

3 [N
/~

| o]
~—
—

(@]

@}

2}
/~

Also folgt (3082(%) — 3sin2(%) = 0 und wegen COSQ(%) + sin2(%) = 1 ergibt sich 4sin2(%) =1,

somit
3= (E)| = (5)

Aus einer beliebigen der obigen Gleichungen folgt dann auch 0082(%) = %, also cos(%) =
Weiterhin folgt
COS(?T) . 2(7r> s 2(7r> 3 1 1
5| =) =cos*( =) —sin“( = )| =—-——- ==
3 6 6 4 4 2

sin(T) = V3

3 2

ol

und deshalb

Aufgabe 8 (Tutorium):

a) Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil sowie Betrag und Argument von

(1 +iV3 )
1—iV3
Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis, dass

+ arccos (I> y >0,
/l'2 +y2

T
)

b) Berechnen Sie Real- und Imaginérteil von z* und !5 fiir

Z = cOoS S—W + 7sin 51
- 4 4 )
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c¢) Geben Sie Betrag und Argument von 1 — e fiir ¢ € (0,27) an.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8:
a) Nach dem Hinweis gilt mit zo = 1 £ iv/3, dass (wegen |z4| = 2)

i
arg z4 = tarccos 3= +—.

3
Somit gilt
(1 +i\/§>201 ( 2¢'5 >201 ( iﬂ)zol §402% _ 134n
— = — = |e 3 = e 3 =€ .
1—iV3 2e™"s
Da die Exponentialfunktion 27-periodisch ist, gilt e’13*" = 1, also
201
14+iv3 ) , 0
I . =1= 1—|—Z~O :1'61.
(% (1+i-0

b) Es gilt z = eF | also (mit der 27-Periodizitdt der Exponentialfunktion)
P =T =i = cos(—z) —ﬁ—isin(—z) 1 zi
4 4 2 V2

sowie

c) Es gilt

Nl

. St St . t ; t tem
1— et =¢'z (672% — el%) = -2 sin(2>el = 25in<2>e’t2,

wobei im letzten Schritt —i = e~*Z benutzt wurde. Wegen 2 sin(%) > 0 und

t—m

—5 € (—m,m) fir ¢t e (0,2m)

ist dies bereits die Polardarstellung.

Aufgabe 9 (Bonusaufgabe):

Wir betrachten eine unendliche Anordnung identischer Punktteilchen mit Ladung ¢ > 0 entlang der a-
Achse. Der Beobachtungspunkt befinde sich im Ursrpung, und die Ladungen seien an den Positionen
T, = na mit n € N und konstantem Abstand a > 0. Das elektrische Potential im Ursrpung ist gegeben

durch
" q
V = —_,
4dme n;l na

wobei g9 > 0 die elektrische Feldkonstante des Vakuums ist. Wir nehmen an, dass die Ladung durch
ein abschwéchendes Medium geddmpft werde, sodass jede Ladung zusétzlich mit einem Faktor e~ "
gewichtet wird, wobei o > 0 eine Ddmpfungskonstante ist. Das resultierende effektive Potential ist dann

gegeben durch
o0
q e
V =
off dmega 221 n

n=

Zeigen Sie, dass das Potential fiir alle a > 0 endlich ist, d.h., zeigen Sie, dass die Reihe konvergiert und
bestimmen Sie das effektive Potential.

Was wiirde passieren, wenn man das abschwéchende Medium entfernt und die Ddmpfung verschwindet
(a=0)7?

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass > -, % = —1In(1 — 2) fir |z| < 1 gilt.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 9:

Fir n € N gilt 0 < &~ < ¢7*" und die Reihe Y07  e7" = 3% ﬁ mit 0 < 1/e* < 1 ist eine
geometrische Reihe. Demnach konvergiert die Reihe mit

—Q

> e

E e = —— < o0.
1—e @

n=1

Somit gilt fiir alle n € N, dass unsere urspriingliche Reihe nach dem Majorantenkriterium konvergiert.
Mit dem in der Aufgabenstellung gegebenen Beweis findet man leicht, dass das effektive Potential den
Wert

q e e—an q 3
% = - _ 1 1 _ «
ff drega 7; n dmega n( ™)

besitzt.

Im Fall, dass die Dampfung verschwindet ist a = 0 und das effektive Potential wére propotional zur
harmonischen > % Reihe, welche bekannter Weise divergiert. Demnach wiirde die unendliche Kette
gleichgeladener Teilchen ein unendliches Potential im Ursprung erzeugen, was unphysikalisch ist.

CoOL! T GOT THE ENTIRE UNIVERSE
AND EVERY OBTECT WITHIN IT
EXCEPT FOR A PAIR OF HEADPHONES!
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