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Aufgabe 1 (Ubung):
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

1 1 1
(a) lim M, (¢) lim (tan(m) + - ),
z—0 et T -3
b 1 sin(z — 1) (@) Tim 22 cos(z 1)
( ) x1_>ml 220 — 1 z—0 sin(a:) '

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

(a) Da die Funktion f: (—1,00) = R, f(x) = log(e%” stetig ist, gilt
log(z +1
i 8@ 1) £(0) = 0.
x—0 et

(b) Es gilt lim sin(z — 1)
rz—1

=0 und lim 2%° — 1 = 0. Die Regel von I’'Hospital liefert

r—1
. sin(z—1) cos(z—1) 1
aE)nl 20 — 1 a—1 2019 20
(c) Fir z € [0,7] \ {5} ist
tan(z) + 1 _ sin(z) 1 __ (z — %) sin(z) + cos(z) _ f(x)
r—% cos(z) x—7% (z — %) cos(x) g()
Es gilt
lim f(z) =0= lim g(z).
z—% z—3
Mit der Regel von de I'Hospital folgt
- flz) fx) lim sin(z) + (z — 3) cos(z) — sin(z)
=5 g(z) =% g'(x) @3 cos(z) — (z — §) sinw
= lim ( — §> COS(:U). =: lim F(x)’
z—% cos(z) — (z — 5)sin(z) 2—3 G()
sofern der letzte Grenzwert tatséachlich existiert. Es gilt
lim F(z) =0= lim G(z).
Nochmalige Anwendung der Regel von de I’'Hospital liefert
lim F(x) lim F'(z) i ' cos(z) - (z — %) sin(z) _ 0 0.
o—% G(x) 2-%G'(x) 2% —sin(z) —sin(z) — (2 — §)cos(z) 2
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Insgesamt haben wir also

™
Ty D)

1
lim (tan(x) + — ) = 0.
T
Die Begriindung, warum wir I'Hospital anwenden diirfen, erfolgt dabei riickwiirts: Dalim,_, z g:gg =

% = lim, = % = 0, weshalb auch lim;, z % = 0 existiert.

0 ist, existiert auch lim,, =

(d) Wir versuchen, ob wir die Regel von de I'Hospital anwenden konnen. Hier konvergieren Zéhler
f(z) = 2% cos(x~!) und Nenner g(r) = sin(z) gegen 0, aber
lim f(x) . 2z cos(z™!) 4+ z?sin(z 1) % ~ lim 2z cos(z™ ) + sin(z~1)

=0 ¢'(x) =0 cos(x) z—0 cos(x)

existiert nicht, denn fiir z,, := ((n + 1)7)~! hat der Bruch den Wert D™ Die Regel von de

cos(xy) "
I’Hospital ist demnach nicht anwendbar. Der Grenzwert existiert jedoch, denn

2 —1
i Tocos@) _

: “H=1-0=0.
z—0  sin(z) 50 sin(x) zeos(@™)

Aufgabe 2 (Ubung):
Untersuchen Sie die folgenden Funktionen f: D — R auf Differenzierbarkeit und bestimmen Sie die
Ableitung in allen Punkten, in denen f differenzierbar ist.

() D=R, f(x)=lal’,
D=R, f(x)=a%-3z%+2z+17,

2241
d) D=(1,00), f(z) = log(log(z)),
(e) D=R, f(x)= cos(2x)e*™®),

(
() D=R, f(z)= =t
(

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Alle Funktionen bis auf diejenige in Teil a) sind als Komposition differenzierbarer Funktionen (ohne
Nullstellen im Nenner) auf ihrem kompletten Definitionsbereich differenzierbar.

(a) Fiir jedes z € R gilt

o) = {x3, fir x > 0,

—x3, fir z < 0.

Nach Vorlesung ist f auf (0,00) differenzierbar mit f’(z) = 322, > 0. Ebenso ist f auf (—o0,0)
differenzierbar mit f/(x) = —322, x < 0. Da f in 0 stetig ist und

lim f'(z)=0= lim f'(x)

a0+ a—0—
gelten, folgt aus Satz 9.19, dass f auch in 0 differenzierbar ist mit Ableitung f'(0) = 0.

(b) Fiir jedes x € R gilt f'(z) = 52* — 62 + 2.

(¢) Nach der Quotientenregel gilt fiir jedes © € R, dass

L. 0-20 2%
Mo =me =@

(d) Nach der Vorlesung ist log differenzierbar und es gilt log’(x) = % fir alle x > 0. Es folgt mit der
Kettenregel, dass
1

1 1
= - = Vo >1
log(z) =  zlog(x) v

J'(x) = [log o log]) () = (log’ o log) (x) - log! (x)
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(e) Mit der Kettenregel gilt [exp osin]’ = (exp’ osin)-sin’ = (exp osin)-cos. Sei ferner g: R — R definiert
durch g(z) = 2z fiir alle 2 € R. Es folgt wieder mit der Kettenregel (cosog)’ = (cos’og) - ¢’ =
—2(sinog). Mit der Produktregel folgt

f'(x) = [(cosog) - (exposin)](z)
= (cos og)/( ) - (exposin)(z) + (cosog)(x) - (expo Sin)/(a:)
= —2sin(2z)e (@) 4 cos(2x) cos(z)e sin(e)
= (cos(2x) cos(x) — 2sin(2x))e sin(z)

Aufgabe 3 (Ubung):
Berechnen Sie mit dem Satz iiber die Ableitung von Umkehrfunktionen die Ableitungen von

e Arsinh: R — R,
e Arcosh: [1,00) — [0, 00),

in allen Punkten, in denen die Ableitung existiert.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Sinus Hyperbolicus: Es ist sinh: R — R stetig mit Grenzwerten lim,_, 1, sinh(z) = £oo. Nach dem
Zwischenwertsatz ist also sinh(R) = R. Wegen sinh’(x) = cosh(z) > 1 ist sinh streng monoton wachsend,
also bijektiv, und der Satz iiber die Ableitung von Umkehrfunktionen liefert:
1 1 1 1
Arsinh’(z) = — . = : — —
sinh’(Arsinh(z))  cosh(Arsinh(z)) \/1 + sinh?(Arsinh(z)) V1 + 22

fiir alle € R, wobei wir cosh?(y) = 1 4 sinh?(y) > 0 verwendet haben.

Cosinus Hyperbolicus: Es ist cosh: [0,00) — R stetig mit cosh(0) = 1 und lim,_, cosh(x) = co. Wegen
cosh’(x) = sinh(z) > 0 fiir z > 0 und dem Mittelwertsatz ist cosh auf [0, c0) streng monoton wachsend,
also bijektiv, und der Satz tiber die Ableitung von Umkehrfunktionen liefert:

1 1 1

Arcosh’(z) = y = — =
cosh’(Arcosh(z))  sinh(Arcosh(z)) 22— 1

fiir z > 1, wobei wir sinh?(y) = cosh®(y) — 1 und Arcosh(z) > 0 verwendet haben.

In z = 1 ist Arcosh nicht differenzierbar wegen cosh’(0) = 0: Wire Arcosh differenzierbar, so wiirde aus
der Kettenregel folgen:

= (Arcosh o cosh)’(0) = Arcosh’(cosh(0)) - cosh’(0) = Arcosh’(1) - sinh(0) = 0.

Aufgabe 4 (Ubung):
Zeigen bzw. berechnen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes die folgenden Ungleichung bzw. den folgenden
Grenzwert:

(a) e’ — eV’ < (z —y)(z+ y)eg’“’2 fiir alle z >y > 0.

(b) Ilingo(x(log(l +V1+2?) —log(x))).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(a) Seien x,y € R mit 0 < y < . Betrachte die Funktion f: [y?,2%] — R, t — e'. Da f auf
[y?, 2?] stetig und auf (y?, 2?) differenzierbar ist, erfiillt f die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes.
Danach existiert ein & € (y2, 2?) mit

2

o — e = f(@?) — f(1P) = (@ — D) f'(€) = (x — y)(z + y)eb < (z —y)(x + y)e©

wegen der Monotonie der (reellen) Exponentialfunktion.
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(b) Sei > 1. Dann ist log auf [z,1 + V1 + z?] stetig und auf (z,1 + v/1 + 2?) differenzierbar. Nach
dem Mittelwertsatz existiert dann ein &, € (z,1 4+ V1 + 22) mit

(log(l—i—\/l—f—x) log(z )zi(l—i-\/l—i-x?—x)
g;(1+\/1+x2 Va?)
x

- O ﬁ+ﬂ+f)

Wegen x < &, < 14 /1 + 22 gilt ferner

1 _ x x

x
_ < <1
/1_|_L2_~_l 14+ v1+ 22 §T X
Damit ist hm g” = 1. Deshalb ist
hm x(log(l—i— \/1+x2) log(x )
= lim z<1+>
e—o0 &y V1422 + Va?
() (i (1+ Frrom)
=( lim — ] -( lim _—
T —00 gz T—00 1+$2+ .’132
=1.
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Aufgabe 5 (Tutorium):
Untersuchen Sie die folgenden Funktionen f: D — R auf Differenzierbarkeit und bestimmen Sie die
Ableitung in allen Punkten, in denen f differenzierbar ist.

(a) D=R, f(z)= Coih(m),
(b ), fla)=

(c ), f(z) =),

(d) D=(0,7), f(z)=a""( sin(z)?,
() D=R, f(z)=|sin(z)|.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
Alle Funktionen bis auf diejenige in Teil e) sind als Komposition differenzierbarer Funktionen (ohne
Nullstellen im Nenner) auf ihrem kompletten Definitionsbereich differenzierbar.

) D= (0,
) D= (0,
) D
)

(a) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass cosh differenzierbar ist und cosh’ = sinh gilt. Ebenfalls laut
Vorlesung ist die Abbildung g: (0,00) — R definiert durch g(z) = % = 2~ 2 differenzierbar und es

gilt ¢'(z) = —%:c*% fiir alle z > 0. Es folgt mit der Kettenregel, dass

f'(x)(g o cosh)'(z)
= (¢’ o cosh)(x) - cosh’(z)

1 1
=—-—=—————=| sinh(x)
( (cosh x))z)

(
__ sinh()
(cosh(x))f

(b) Es gilt f(z) = 2% = e1°8%. Sei g(z) := xlog(x). Mit der Ketten- und Produktregel folgt dann fiir
jedes x > 0

() =e9@ g (2) = 2"(1 - logz + x - 27 ') = (1 4 logz)z®

(c) Setzt man g(x) := 2% = e®1°8% und h(x) := g(z)log(z), so ist f(x) = 29 = eI(@)1og — h(@) fiiy
jedes x > 0. Mit Teil h) sowie der Ketten- und Produktregel folgt fiir x > 0, dass

f/(-r) — eh(w)h/(x) = x(xw)<g/(x) log z +g($)x_1) _ x(x”)((l +logz)a® logx—i—:c’”_l) .

(d) Sei g: (0,7) — R definiert durch g(z) = 25" = elog(@)sin(@) ynd h: (0,7) — R durch h(z) =
sin(z)* = el°sGin(@)z it der Ketten- und Produktregeln folgt

) (z) = (exp’ o(log - sin))(z) - (log - sin)’(z)
)(x) - (log’ - sin + log - sin’) (x)

gsin(@) | (Smy) + log(x )COS(w))

g (x) = (expo(log-sin
= (expo(log-sin

)
)

sowie

B'(z) = (expo(logosin-id))'(z) = (exp’ o(logosin-id))(z) - (logosin -id)’(x)
= (expo(logosin-id))(z) - ((logosin)’ - id +(log osin) - id")(x)
) - ((log’ osin - sin’) - id +(log 0 sin)) ()

= sin(z)® (”3?05( ) 4 log(sin(x))>.

sin(z)

= (expo(logosin-id))(z

Mit der Produktregel ergibt sich damit:
fl@) = lg-h'(z) = ¢'(x)h(x) + g(x)h'(x)

5@ gin (z)* <smx(x) + log(z) cos(z) + z cos()

sin(x)

+log(sin) )
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(e) Die Funktion f lisst sich offenbar auch als

0 falls x = kmr mit k € Z
f(z) = (¢ sinz falls € (km, (k + 1)) mit k € Z, k gerade
—sinz  falls z € (kn, (k + 1)7) mit k € Z, k ungerade

schreiben. Weil sin auf R differenzierbar ist, ist f auf R\ {kn: k € Z} differenzierbar und es gilt
dort

f'z) =

cos x, falls z € (km, (k + 1)7) mit k € Z, k gerade
—cosx, falls © € (km, (k + 1)m) mit k € Z, k ungerade.

In den Punkten {kw: k € Z} ist f nicht differenzierbar: Wir untersuchen zunéchst die Stellen
L@)=f(xo)
0

r—x

xg = km mit geradem k € Z und zeigen, dass der Grenzwert lim,_, nicht existiert. Es

gilt ndmlich

fim L@ = S@0) o snE ST oy cos(a) = 1
T—xo+ T — X T—xo+ T — X9
und
lim M = lim ——T (=sinzo) = (—sin)(z0) = — cos(xg) = —1.
T—To— T — X T—To— Tr — X

Also ist f in diesen Punkten nicht differenzierbar. An den Stellen km mit ungeradem k € 7Z
kann man analog zeigen, dass die einseitigen Grenzwerte des Differenzenquotienten —1 und 1 sind,
weswegen f dann auch in diesen Punkten nicht differenzierbar ist.

Aufgabe 6 (Tutorium):
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

X

(a) 1i R x sin(x) (c) lim r 7T 7

a) lim T 21 z=1 1 — x + log(z)

(b) lim sin(sin(z)) (d) lim (:1; - I) tan(zx).
s x—m T3 2

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:

(a) Zghler und Nenner sind differenzierbar in (—1,1) und nehmen in 0 den Wert Null an. Die Regel
von de I'Hospital liefert (mit f(z) :=e™* — 1+ zsin(z) und g(z) := VI — 22 + 22 — 1)

2 2
—a® _q 3 / _9re—T 3 .
lim < 2+ a:zln(a:) = lim f(@) = lim f/ (z) = lim —— * zln(m) i :ccos(x).
20 /1 — 22+ 22 -1 =0 g(x) 2-0 g'(x) =20 — = + 2z

Dieser Grenzwert existiert (wie wir gleich zeigen), und wir bestimmen ihn durch ein weiteres An-
wenden der Regel von de I'Hospital, denn Z&hler und Nenner sind wieder differenzierbar auf (—1,1)
und nehmen in 0 den Wert Null an. Es folgt

—2ze~" 4 sin(z) + x cos(x) 2" 4 4g2e77" 42 cos(x) —xsin(z) 0

I — i —2_0
ml—r% —\/1i7 + 2z ml—r% \/1712+\/% +2 1
- 1—x2

(b) Die Funktionen fi, fo: R — R definiert durch
f1(z) = sin(sin(z)) und folx)=x—m
sind differenzierbar und es gilt lim,_,, f1(z) = lim,_,; fo(z) = 0. Folglich gilt nach der Regel von
I"Hospital
o ) .
lim sin(sin(z)) lim fi(x) . fi(x) — lim cos(sin(x)) cos(x)

T—oT X — T T fQ(x) T é(x) T 1 =-L
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(¢) Wir wenden zwei Mal hintereinander die Regel von de I'Hospital an (Z&hler und Nenner nehmen in
beiden Féllen den Wert 0 an). Wegen (%) = 2*(1 + logz) (siche Aufgabe 5 (b)) ergibt sich

. ¥ —x . 21 +log(x) -1 . a®(1+log(z))*+2"L 141
im ——————— = lim T = lim T = =—2.
11 —x+log(x) =1 -1+2 a1 -5 -1

(d) Wir mochten
lim (x - g) tan(z) = lim w =: lim f@)

=
=%

berechnen. Es gilt

Mit der Regel von de I’'Hospital folgt

lim (I - E) tan(z) = li COR sin(z) + (33 — %) cos(x) =—1.
2 P

™
T

Aufgabe 7 (Tutorium):
Zeigen bzw. berechnen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes die folgenden Ungleichungen:

(a) zlog(z) —ylog(y) < (z — y)(1 +log(x)) fir alle x >y > 0.
(b) [log(cos(z)) — log(cos(y))| < V3|z — y| fiir alle z,y € %, F].

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7:

(a) Seien 0 < y < z. Definiere f: [y,a2] — R, t — tlog(t). Dann ist f auf [y, ] stetig und auf (y,x)
differenzierbar mit f/(t) = 1-log(t)+¢-+ = 1+log(t), t € (y,x). Nach dem Mittelwertsatz existiert
ein ¢ € (y, ) mit

wlog(x) —ylog(y) = (x — y)f'(§) = (x — y)(1 +log(¢)) < (z — y)(1 + log(x)),
weil log: (0,00) — R streng monoton wachsend ist.

(b) Wir betrachten die Funktion f: [~%, %] — R, t > log(cos(t)). Diese ist auf [-F, ] stetig dif-
ferenzierbar mit f'(t) = ;(i:(‘g) = —tan(t). Da tan auf [-%, Z] streng monoton wachsend ist und

tan(—7%) = —V/3 sowie tan(%) = v/3 gelten, ergibt sich

1f() <V3  firallet e [_g%]
Sind z,y € [~%, §], so finden wir nach dem Mittelwertsatz ein { zwischen x und y mit

f@) = fly) = F (&) —y).

Es folgt
(@) = fW) = If (©llz —y| < V3lz —yl.

Aufgabe 8 (Tutorium):

Es sei f: R — R positiv homogen von Grad « € R, d.h. es gilt f(Az) = A\*f(x) fiir x € R, A > 0. Zeigen
Sie, dass f auf R\ {0} differenzierbar ist mit Ableitung f'(z) = < f(x).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8:
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Beweis: Sei x € R\ 0. Dann gilt fir |h| < |z]:

fle+h)=f((1+2) 2)= (1+ Z) f(x).
Schreiben wir g(h) == (1 + %)a, S0 ist

h N h
Die Ableitung von g lésst sich mit dem bekannten Rechenregeln berechnen als « - %, woraus die Behaup-

tung folgt.

Alternatives Argument: Fiir x > 0ist f(z) = 2®f(1) und damit f differenzierbar mit f’(z) = ax®~1f(1) =
2 f(x). Fiir < 0 folgt die Behauptung analog aus f(z) = (—x)* f(—1). Dabei folgen die beiden verwen-
deten Identitdten direkt, indem man in der Annahme (\, z) ~ (£, +1) einsetzt. O
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