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Aufgabe 1 (Ubung):
Rechnen Sie die Leibnizregel nach. Sei n € N. Seien I C R ein Intervall, f,g : I — R zwei n-mal
differenzierbare Funktionen. Dann gilt

n

()™ =3 <Z>f(k)g(nk).

k=0

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Wir zeigen die Aussage durch vollstdndige Induktion. Seien f,g : I — R differenzierbare Funktionen.
Der Induktionsanfang ist die gewohnliche Produktregel, nach ihr gilt

1
TORESEESIEDY (,1@) fRg.

k=0

Fiir den Induktionsschritt n — n+1 seien f, g zwei (n+ 1)-mal differenzierbare Funktionen. Wir nehmen

an, dass die Induktionsannahme
. n n o
()™ => (k)f(k)g( P

k=0

fiir ein n € N gilt und zeigen die Behauptung fiir n + 1. Es gilt

(F9)" 0 = (19

mit der Induktionsannahme

mit der Kettenregel

<

k=0
n+1 n
_ Z ( n )f(k)g(nJrlk) + Z (n> (B g(n+1=k)
k—1 k)’
k=1 k=0

n n n _
* Z((k - 1> * <k>)f Wgrh
k=1
n+1
_ (”+ 1>f<k>g<n+1—k>.

Das ist, was zu zeigen war. (Il
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Aufgabe 2 (Ubung):
Die Funktion ¢ : (—1,00) — R sei durch g(x) = In(1 + z) definiert. Berechnen Sie das Taylorpolynom
T4(g;0) und zeigen Sie, dass

0 < g(z) — Tu(g; 0)(2) < -2

ot =

fiir alle x > 0 gilt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Die Funktion g ist beliebig oft differenzierbar. Wir berechnen die ersten fiinf Ableitungen. Fiur alle
x € (—1,00) gilt

g(z) =In(1l + z),

1
W —
g () 52

9@ (@) = -

)

1
(14 x)2’
2
(1+x)3°

4 o 6
99 (@) = (14 x)%’
g™ () =

99 (x) =

24
(1+z)>

Das Taylor-Polynom Ty (g;0) ist laut der Bemerkung nach Satz 9.24 des Skriptes durch

T4(g;0)(z) = g g(k;!(O) 2F =In(1) + 1z — %xQ + %x3 - %afl =x— %Z‘Q + éx?’ - ix‘l
fir alle x € (—1,00) gegeben.
Sei > 0. Nach dem Satz von Taylor gibt es ein £ € (0, x) mit
9o 5 2 1
9(z) = Tu(g; 0)(z) = =—="2” = ERCETIE
Wegen 0 < ﬁ < 1 folgt
0< 9(2) - Tu(g:0)(z) < £2°.

Aufgabe 3 (Ubung):
Finden Sie ein Intervall I C R mit 0 € I und eine differenzierbare Funktion f : I — R mit

fl(@) +a2’f(z) =0,  f(0)=1.
Hinweis: Nehmen Sie an, dass f sich durch eine Potenzreihe darstellen lésst.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

Wir nehmen an, dass

flx) = ianx” firz e I = (—R,R),

n=0

wobei I = R fiir R = oo. Nun wissen wir bereits, dass 1 = f(0) = ag gelten muss. Auerdem gilt nach
Satz 9.31

fl(x) = Z napz™ Tt = Z(n + 1ay 2™,
n=1 n=0
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Soll f nun die gegebene Gleichung erfiillen, so muss gelten, dass

0= f'(x) +2° f(x)

oo oo

= Z(n + Dagpp2™ + Z anz"t?
n=0 n=0
oo oo

= Z(n + Dapyiz™ + Z Ap_ox™
n=0 n=2

oo
=a; + 2a97 + Z((n + Dapy1 +ap—2)a”
n=2

fiir jedes « € I. Koeffizientenvergleich (vgl. Satz 9.34 im Skript) liefert, dass

(p—2

ap=1, a1 =0, ax=0, anH:in—i—l fir n > 1.
Fir n =3k + 1 und n = 3k + 2 folgt somit asgi+1 = ask2 = 0, fiir n = 3k folgt
a3(k—1) a3(k—2) L Qo (—1)k
3k 32k(k—1) 3kkl T 3kkl
Somit ergibt sich
o0 (_1)kx3k )
f@) =3 = "
k=0

und da die Potenzreihe den Konvergenzradius oo hat, kénnen wir I = R wahlen.

Aufgabe 4 (Ubung):
Es sei f: (—1,1) — R. Berechnen Sie f(2°(0) und f®Y(0), wobei
(a) f(z) = arctanz,

(b) f(z) =log(1—z?).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(a) Fiir alle z € (—1,1) gilt

St x2n+1
f(z) = arctan(x) = nz::l(—l)" Sy
Durch einmaliges ableiten erhalten wir
e (27’L+ 1 > n 2 = m+1_2
fr— t ! fr— —]_ —_—mmm n = _]. m+2.
o(a) = (artan) () = 31" EGI = DA = D)

Wir setzen ai = (—1)*™ fiir k € N gerade und ay, = 0 fiir alle anderen k € Ny. Mit der Darstellung
in Kapitel 9 Slide 57 folgt
F290) = ¢g10) =a19-19'=0 und  fBV(0) = gBY(0) = az - 30! = —301.
(b) Fiir alle z € (—1,1) gilt
f(@) =log((1 - 2)(1 +x))
— log(1 — z) + log(1 + )

o 1 n+1 n+1
R D
n=1 n=1
 (—1)nH -1
::jg: ( ) ",
n=1 n
Wir setzen a,, = % fiir n € N und erhalten
19!
£29(0) = 20lagy = T FBY(0) = 31! - a3, = 0.
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Aufgabe 5 (Tutorium):
Berechnen Sie die Grenzwerte
SN 1s In(2243)
(1) limg o0 Tn(z)

L e 1+cos(mz)
(i) limg_y P e ol

(iii) limg— oo (sin(y/z) — sin(v/z + 1)).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:

(a) Nach der Regel von I'Hospital aus (b) in Satz 9.17 der Vorlesung gilt

xr—r o0 o
2 -
lim 0@+ 3) vRospital (T g @ —9
T—r00 111(.7;) r—oo L z—o0 12 4+ 3 z—o0 |1 + %
~—— €z T

oo

(b) Nach der Regel von 'Hospital aus (a) in Satz 9.17 der Vorlesung gilt

x—1 x—1
—_—— —_—— )
. 1+ cos(mx) rHospital . sin(mx) rHospital o . cos(mx) w
lim ———~+ = —7lim—7F = —7°lim = —.
z—1 g% —2x + 1 z—1 20— 2 z—1 2 2
—_———— ~—— ~—
=1 22l 70

(c) Sinus ist fiir jedes z > 0 auf [z, vz + 1] stetig und auf (v/z, V& + 1) differenzierbar. Nach dem
Mittelwertsatz 9.14 des Skriptes, existiert ein &, € (v/x, vz + 1) mit

sin(vz) —sin(voz +1) = —(sin(vz + 1) —sin(vz)) = —cos(&) (Vo + 1 — V)

Folglich

T—r 00

|sin(v/z) — sin 0,

1 1
<¢x+1>|—|—cis1<5x>\m+ﬁ‘sM

also

lim (sin(v/z) —sin(vz + 1)) = 0.

Tr—r 00

Aufgabe 6 (Tutorium):
Die Funktion g : (—1,00) — R sei durch g(z) = e * + H% definiert. Berechnen Sie das Taylorpolynom

Ty (g; %) und geben Sie eine Konstante C' > 0 an, fiir die

‘g(w) -1 (g; ;) (x)

fur alle z € [0, 1] gilt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
Die Funktion ¢ ist beliebig oft differenzierbar. Wir berechnen die ersten drei Ableitungen. Fir alle
z € (—1,00) gilt

,x 1
g(x)*e 1+.’177
1
(1) — e _
g () e (1+x)?2
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2

9(2)(55) =e " 1+ 9:)3’
—z 6
g () = —e7® - [

Das Taylor-Polynom T (g; %) ist laut Satz 9.24 des Skriptes Vorlesung durch

Il
(]
Q/\
>
w ~—
—
N|—
S—
N

8

|
N
~_
bl

T3 (9§ %) (z)

Il
7N
Q\
[N]
+
—
+ |~
Lol
~
/N
|
Nl=
+
—~
—_
+ =
D=
SN—
(V)
~_—
7N\
8
|
N =
~~

fiir alle z € (—1, 00) gegeben.

Sei nun z € [0,1]. Nach dem Satz von Taylor gibt es ein & zwischen z und % mit

sa-n(od)or-50(2) (5 i) ()

Aus 0 < € folgt

6
1+

wobei wir im vorletzten Schritt verwendet haben, dass beide Terme fiir wachsendes £ monoton fallen.
Somit gilt mit C' := % wie gefordert

1
‘9 =15 (92 2)

6 _, o0, 6

:€_£+(1+§)4 = (1+0)*

‘g(?’) (6)‘ = ‘—6‘5 - =1,

fir alle z € [0,1].

Aufgabe 7 (Tutorium):
Die Funktion f : R — R sei durch f(z) = 22 4+ 2z — 3 definiert. Bestimmen Sie eine Potenzreihe, die in
einer Umgebung von g = —1 die Funktlon darstellt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7

Gesucht ist eine Potenzreihe anz™ mit Konvergenzradius p > 0 und

x2+2x— Zan

fir alle z € R und |z + 1| < p. Multiplizieren mit dem Nenner der linken Seite liefert die dquivalente
Aussage:

neNg

1—<Zan >x + 2z - 3)
_ (;an(m-&- 1)”) (241 -1-3)
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- (Z an(w + 1)“) (@+1)”-4)
n=0

= (i an(z + 1)n+2> - 4<i an (2 + 1)")
n=0

n=0

(i ap—o(x + 1)") - 4<a0 +a(z+1)+ i an(x + 1)")

n=2 n=2

= —dap —4da1(z+ 1) + Z(an,g —4day)(z+1)"

n=2

fir alle x € R mit |z + 1] < p. Sowohl die linke als die rechte Seite dieser Gleichung ist ein Funktionswert
einer durch eine Potenzreihe definierten Funktion. Beide Reihen haben mindestens den Konvergenzradius
p > 0. Wir diirfen also den Identitétssatz fiir Potenzreihen (Satz 9.34) verwenden (Koeffizientenvergleich)
und schliefen

—4ag =1, —4a; =0, und a,_o—4a, =0 furallen > 2.

Damit ergibt sich induktiv:

1
aO:_Za
CL1:0,
1 " 1\"1 "
a2n21a2(n—1):"': 1 ap = — 1 Z:_ 1 )
1 1\"
Ggnt1 = J02m-1)+1 = = | a; = 0.

Als Letztes miissen wir nur sicherstellen, dass die gefundene Potenzreihe tatséchlich einen positiven
Konvergenzradius hat. Satz 7.16 liefert sofort

1 1 1
B lim sup {/|a,| B lim 2 (%)nJrl N lim

2nf1 1
n—00 n— 00 n—s o0 4./4

=2>0.

Fiir alle z € R mit |z + 1] < 2 gilt also
1 — 1
R Bl 1)?
2?4213 Z4 v

Bemerkung: Alternativ ldsst sich die Aufgabe auch iiber die Partialbruchzerlegung

B 1

S =)
1 x+3 S\1—zf 1 —(—zf)

N

2420 -3 x—
und die geometrischen Reihe 16sen.
Aufgabe 8 (Tutorium):

Sei f : [-3,2] — R durch f(z) = 2* — 422 + 2 definiert. Begriinden Sie, warum die Funktion f Maximum
und Minimum annimmt und berechnen Sie diese.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8:
Die Funktion f ist stetig und das Intervall I := [—3,2] ist beschrankt und abgeschlossen. Nach Satz aus
Abschnitt 7.44 des Skriptes, nimmt f auf I Maximum und Minimum an. Seien etwa x,,, za € I mit

flzm) < f(x) < f(zm)

fur alle z € I. Sel xo € {Tm,xp}. Nach Deﬁmtlon aus Abschnitt 9.12 des Skriptes, ist zg ein lokales
Extremum. Sei | := (—3,2). Es ist klar, dass f auf I differenzierbar ist und

f'(x) = 4a® — 8z
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fiir alle z € [ gilt. Ist zg € I , 80 gilt f/(z¢) = 0 nach Satz 9.13. Die Nullstellen der Ableitung sind durch
f@)=0e42° — 80 =0 (2 =0)V (42 =8 =0) & (1 = 0) v (2* =2) &z € {0,~V2,v2}

fiir alle z € I bestimmt. Durch Vergleich der Funktionswerte an den moglichen Extremalstellen

f(=3) = (=3)"—4-(-3)2+2=81-4-9+2=47,

7(-v2) = f(\@):(\/5)4—4~(\/§)Q+2:474.2+2:72,
f(0) = 2 und
f(2) = 2 —4.2242=2

folgt

T € {f\/i, f2} Flem) = —2 = min{f(z) : z € I},
= =3, f(eym) =47 = max{f(z): z € I}.

Alternativ kann man natiirlich auch tiber die zweite Ableitung argumentieren Auch hier muss man natiir-
lich den Rand mitbetrachten.
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