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Aufgabe 1 (Ubung):
Sei a € R. Bestimmen Sie die folgenden unbestimmten Integrale auf geeigneten Intervallen:

2) / arcsin(z)da. d) / \/gdﬂ

b) / Vody. o) / ¢" sin(az)da.
o) / (log(x))2dz. ) / % ..

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

(a) Mit partieller Integration folgt

/arcsin(a:)dx = /arcsin(:(;) - 1dx
= rarcsin(x) — / "

V1—2a?
= zarcsin(z) + V1 — a2+ C

fir z € (—1,1).

b) Mit der Substitution y(z) = /z gilt du — L also do = 2 xdy = 2ydy. Somit folgt
dx 2\/x

/eﬁdx = 2/yeydy|y:\/;;.
Das letzte Integral berechnen wir iiber partielle Integration. Es gilt
/.yeydy = ye¥ — /eydy =ye¥ —eY+C=(y—1)e? +C.
Somit folgt insgesamt nach Resubstitution
/eﬁda: =2z —1)eV" +C

fir z > 0.

(¢) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Stammfunktion von log gegeben ist durch  — x log(z) — .
Durch partielle Integration folgt

/ (log(x))2dz = / log () log()dz
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= log(z)(zlog(z) — x) — /log(x) — ldx
= log(x)(zlog(z) — ) — (zlog(x) —x —z) + C
= z(log(z))? — 2z log(z) + 22 + C

fiir # > 0. Alternativ kénnen wir auch y(x) = log(z) substituieren und das so entstehende Integral
iiber y2e¥ mit partieller Integration berechnen.

(d) Fir 2 € (—1,1) folgt mit partieller Integration

1-— 1-— 1
/Uﬂdm = /\/Tixﬂda: = /(1 - x)ﬁdx = (1 — x) arcsin(z) + /arcsin(x)da:.
Mit Teil (a) folgt demnach

1—
/ \/ T zdas = (1 — x) arcsin(z) + zarcsin(x) + 1 — 22 + C = arcsin(z) + /1 — 22 + C.

(e) Mit zweimaliger partieller Integration folgt

/eI sin(ax)dx = e” sin(ax) — a/e"” cos(ax)dx
= e”sin(ax) — ae® cos(ax) — a® / e’ sin(az)dz.

Addieren wir auf beiden Seiten das letzte Integral und dividieren durch 1 + a2, so erhalten wir

BI

/em sin(azr)dr = m(sin(am) —acos(ax)) + C

fir x € R.
(f) Es gilt
/ 2z 41 d / 20 +4 d 3 / 1 d
—dr = | 5———dr — - | —————dx.
x? 4+ 4z +8 2?4+ 4z +8 4 ) (5+1)2+1
Im erste Integral erkennen wir im Zéhler die Ableitung des Nenners, weswegen eine Stammfunktion
durch z — log(2? + 4x + 8) gegeben ist (eine Substitution y(x) = 22 + 42 + 8 macht dies deutlich).

Im zweiten Integral substituieren wir y(z) = § 4 1 mit g—g = 3, also dz = 2dy. Somit folgt
22 + 1 ) 3 1
———dzx =1 dx+8)+C— - [ ——d
/:c2+4x+8x og(a” +dz +8) + 2/y2+1yy_;+1

= log(x? + 4o + 8) — garctan(% + 1) +C

fir z € R.

Bemerkung: Der Ausdruck z? + 4x + 8 ist positiv fiir alle 2 € R. Stiinde im Nenner des ersten
Integrals ein Ausdruck, der (auch) negativ sein kann, so miisste man die Nullstellen fiir die Stamm-
funktion natiirlich ausschlieen und die Stammfunktion in den restlichen Punkten wére durch den
Logarithmus des Betrags gegeben, wie man anhand einer Fallunterscheidung erkennt.

Aufgabe 2 (Ubung):

(a) Leiten Sie mit Hilfe partieller Integration eine Rekursionsformel fiir [ cos™(x)dz mit n € N her und
zeigen Sie damit, dass fiir k € N

s k

™ k . s .
2 2k ™ 2j — /2 2k-+1 2j
Cok = cos“"(x)dxr = = —, c = cos r)dxr = - .
o= [ s e = [ s =TT 575
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(b) Zeigen Sie, dass die Wallissche Produktfolge

o 4k?
wn= ] s
k=1
konvergiert und lim w, = § gilt.
n—oo
Hinweis: Zeigen Sie zundchst Monotonie der Folge (cor)reny und betrachten Sie dann die Folge

(e e

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
(a) Wir mittels partieller Integration
/Cos”(m)dx = /cos”_l(gc) cos(z)dx
— cos"(z)sin(z) — (n — 1) / cos™2(z)(— sin(z)) - sin(z)dz
— cos™ 1 (z) sin(x) + (n — 1) / cos"2(2)(1 — cos2(x))dz
— cos"1(2) sin(z) + (n — 1) / cos"2(2)dz — (n — 1) / cos™ (z)dx.

Bringen wir den letzten Summanden auf die linke Seite und dividieren durch n, so erhalten wir die
Rekursionsformel

/cos"(x)dx = cos™ " (x) sin(z) + 2= ! /cos"_2(ac)dm.

n n

Da der erste Term fiir die Grenzen 0 und 3 entfillt fiir n > 2, ergibt sich

5 2k—1 [*
/ cos¥ (x)dz = / cos?* =V (z)dx = - -
0 2k Jo

Il
ol
O
<
o
.||
—_

sowie

3 2% 3
/ cos® T (z)de = —— / cos?*P=VH ()dy = - ..
0 0

fir k € N.
(b) Aus

so folgt
L 2k 2k | lZ:l 2]3{7,1 T Con+1
Wy = | I = = —

2%k +12k—1 [} Ll 2 ¢

k=1
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Es bleibt also zu zeigen, dass
. C2n+1
lim —— =1.
n—oo C2n
Wegen cos(z) € [0,1] fiir z € [0, 5] folgt cos® () > cos®" ! > cos?+2(z) auf diesem Intervall, was
wegen der Monotonie des Integrals co,, > Cop 41 > Conqo liefert. Deshalb folgt
Con+1 > Cont2 2n +1 _ 2+%

1> > _ ST
Con Con 2n +2 2+ n

—1 firn — oo,

was nach dem Sandwichprinzip die Behauptung liefert.

Aufgabe 3 (Ubung):
Fiir jedes n € N sei

(1) fnl[O,l]%R,ZE'—)%,

1
14+nx "

(ii) gn:[0,1] = R, z —

Berechnen Sie lim,,— o0 fol fn(z)dz und lim,,_, fol gn(z)dz.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(i) Wir beobachten, dass fiir jedes € [0, 1] und jedes n € N

1| 2n%z? 1 2y 1
| fn(z)| = 22| T+ nPa2)2 = ﬁ|g(n ?)| < EHQHW
wobei g : [0,00) = R, y — &71;)2 Wegen
2
U I e Y
(1+y)? (1+y)?

fir all y € [0,00) ist ||lg||, < 1. Also ist f,, — 0 auf [0,1] fiir n — oco. Nach Satz im Abschnitt
10.28 des Skriptes gilt

1 1
lim fn(x)dr = / lim f,(x)dz = 0.
0

n—oo 0 n— oo

(ii) Es gilt

—00
L 1 In(1 4+ n) rHospital e
osplta.
lim dxr = lim —[Iln(1+ nx)]l_o = lim ————~ %2 lim 2 = 0.
n—oo [q 1 + nx n—oo N r= n—oo n n—oo |
~—
—00 #0

Aufgabe 4 (Ubung):
Sei a > 0 und f : [—a, a] — R stetig. Rechnen Sie nach, dass dann folgende Aussagen gelten:

(a) Ist f gerade (d.h. fiir alle € [—a,d] gilt f(—z) = f(x)), soist [* f(t)dt =2 [ f(t)dt.
(b) Ist f ungerade (d.h. fiir alle x € [—a,a] gilt f(—x) = —f(x)), soist [* f(t)dt=0.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
Wir halten zunéchst fest, dass in beiden Aufgabenteilen, f stetig auf [—a, a] ist, und daher alle vorkom-
menden Integrale erklart sind.

(a) Nach Abschnitt 10.5 der Vorlesung (Linearitéit des Integrals in den Integrationsgrenzen) gilt

" pydt = i F(t)dt + / " Fwat

—a
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Wir substituieren im ersten Integral nun s = —t, d.h. t = —s. Es folgt dt = —ds und —a = t(a)
sowie 0 = £(0). Damit folgt

a 0 a 0 a
Crwa = [ gwars [Cswde= [ feaishet [ o
f gerade a " a _ a
o /0 F(s)ds + /0 F(t)dt =2 /0 ftyt,

wobei im letzten Schritt die Integrationsvariable s in ¢ umbenannt wurde.

(b) Nach Abschnitt 10.5 der Vorlesung (Linearitidt des Integrals in den Integrationsgrenzen) gilt:

" pydt = i F(t)dt + / " Fwat

—a

Wir substituieren im ersten Integral nun s = —t, d.h. t = —s. Es folgt dt = —ds und —a = t(a)
sowie 0 = ¢(0). Damit folgt:

a 0 a 0 a

fde = fde+ [ g0t = [ st [ st
—a —a 0 a 0
f ungerade @ e - e o
wrete [T ps+ [ sae= [ 50~ fode=o
0 0 0

und wieder haben wir im letzten Schritt die Integrationsvariable s in ¢ umbenannt.
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Aufgabe 5 (Tutorium):
Bestimmen Sie die folgenden Integrale:

1 ¢ 1
a) / (1+2z)3dz. f) /1 md:p

0
2
b) |z — 1|dz. 4
-2 g / arctan(y/ N 1) dzx.
) 1

3 arcsin(x)

g h) / Wdl‘
d)/o sin(z) cos(z)dz. 1 l+z

c)

4 1 L 2 2
e) /1' \/5(1 \/E)dx 1) /0 e Sln(e )dl‘

Hinweis zu i): Uberlegen Sie sich zunéichst eine Stammfunktion von ze(®”) sin(e(®)).

Erinnerung: arcsin’(z) = ﬁ, arctan’(z) = ﬁ, sin(%) = £, sin(%) = cos(§) = %

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
(a) Entweder wir erkennen direkt die Funktion  — §(1 4 2)* als Stammfunktion des Integranden,

oder wir nutzen die Substitution y(z) = 1 + 2z (also % =2, was dz = 3dy liefert, sowie y(0) = 1,
y(1) = 3). Damit folgt

81-1

10.
8

! 3 I 3 I
/ (1+22)°de = 5/ Yo dyly=1+422 = gy ‘ =
0 1 1

(b) Wir teilen das Integral auf, um den Betrag aufzulosen. Es gilt

2 1 2
/ \a:—1|d33:/ l—xdx—i—/ x—ldm:(x—%xz)‘l —l—(%xz—x)‘
2 — 1

=(1-3)-(-2-2+2-2) - (3-1) =5

(c) Mit der Substitution y(x) = arcsin(x) gilt % = \/11—952’ also \/11—z2dx = dy, sowie y(0) = 0,
y(3) = %. Es folgt

1
2 arcsin(x)

.
o Va2 /0 ydyly=arcsin(e) = 39"

(d) Mit y(x) = sin(x) gilt % = cos(x), also cos(x)dx = dy, sowie y(0) =0, y(§) = % Es folgt

1

F 4
/ sin(z) cos(z)dz = / ydylysinie) = 1o
0 0

1
0

(e) Mit y(z) = x gilt % = 2%/5, also %dw = 2dy, sowie y(1) =1, y(4) = 2. Es folgt

4 2
1 1 2 .
dr =2 | ——dy|,_ 7 = 2log(1+ = log(3) — log(2) = 2log(3).
| =2 ppivlheye = 2ios +0)]; = lox(d) ~ 0g(2) = 2lox(3)
() Mit y(z) =logx gilt%:%,also Ldx = dy, sowie y(1) =0, y(e) = 1. Es folgt

‘ 1 L 1
. dr= | ——dylyionrs) = log(1 ’:1 92— loe(1) — log(2).
/1 2(1 + log(z) ™" /0 Ty Wly=tosa) = lo(1 +y)| | =log(2) — log(1) = log(2)
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. d
(g) Mit y(z) = /vz — 1 gilt /o = y()*+1 sowie &£ =

sowie y(l) =0, y(4) = 1. Es folgt

4 1
/ arctan(y/v/x — 1)dz = / (4y® + 4y) arctan(y)dy|y: T
1

0

1 _ 1 _ 2
T = Ty 0 de = 4y + 1)y

Dieses Integral berechnen wir mit Hilfe partieller Integration.

1 1 1 2 2
/ (42 + 4z) arctan(z)dz = (2* + 22%) arctan(x)’ - / udx
0 0

0 1+ 22

3 P(14a?)? -1
zl_/LiiLim

4 0 1—|—CC2

3T ! L |
=T (142 4

1 /O( + ) er/O 2w

3 1 1
= Zﬁ —(x+ %x?’)‘o + arctan(x)’o

3m 4 4

_sm 4T
~1 371 T3

(h) Durch scharfes Hinsehen erkennen wir, dass = — 5 eine Stammfunktion von = —

1 oz
(1_;'_3/.2)1/ (1_;'_:52)3/2

ist. Deshalb folgt mit partieller Integration, dass

2 3
/‘4;147m
1 (1+a?)%

2 2 2 2
:/‘ﬁggﬁzgdz:_ggng‘+2/’44£4TM
1 (1+22) (1+22)2 1 L (1+22)2

4 1 ip_ 4 B M_i
_—7+—2+2(1+m2) || =- 7 f+2f 2V2 =

(MY

. . . 2y, .
(i) Durch scharfes Hinsehen erkennen wir, dass x — —%cos(e("c )) eine Stammfunktion von z

ze@) sin(e(w2)) ist. Deshalb folgt mit partieller Integration, dass

1 1
/ ze2™’ sin(e”z)daz = / @) ze(@®) Sin(e(xz))dl’
0 0

1
=-1 cos(e($2))e(z2)‘é + / zel™) cos(e(:”2))d:v
0

= —1 cos(e)e + 5 cos(1) + 5 sin(e (@ ))‘0

3(cos(1) — sin(1) + sin(e) — e cos(e)).

Aufgabe 6 (Tutorium):
Es sei f € C(R), ferner seien a, 8: R — R differenzierbar und

B(z)
Glz) = / T

fir £ € R. Berechnen Sie G'(z) fir alle z € R.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
Aus der Vorlesung wissen wir, dass
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fiir alle differenzierbaren v: R — R. Somit folgt aus

B(x) B(x) a(z)
Gl = [ | Jwi= | rwa= [ o

dass

Aufgabe 7 (Tutorium):

a) Es sei f : [-r,r] — R eine stetige, gerade Funktion (vgl. Aufgabe 4) und a € R eine Konstante.
Rechnen Sie nach, dass dann
G

e +1

dx = /OT f(x)dx

fiir jedes r > 0 gilt.
Hinweis: Beginnen Sie zunéchst mit einer geeigneten Substitution und nutzen Sie dann die Identitét

LS S S
l+u 141 1+u 14w

=1

fiir u # —1.
b) Nutzen Sie Teilaufgabe a) um die nachstehenden Integrale zu bestimmen:

N o [F cos(x)
(1)/ ———dx. (11)/ ——dx.
r € +1 _n € +1

- 2

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7:

a) Wir setzen zunéchst

[ f=)
I_/_Te‘””—i—ldm'

Substituieren wir x = —y, so erhalten wir
A (G " f(=y) ")
I = —1Ddyly——z = dyly=——z = d?
[ e = [ e = [

wobei wir im zweiten Schritt die Integrationsgrenzen getauscht haben und im letzten Schritt ver-
wendet haben, dass f gerade ist. Ersetzen wir nun y durch x und kombinieren den letzten Ausdruck
mit I, dann erhalten wir

T 1 1 i T
21:/ f(m)<1+e(w + 1+e_a$>dx 7Tf(:c)dx:2/0 f(z)dex,

T

wobel wir im vorletzten Schritt die Identiat aus dem Hinweis fiir v = e¢** verwendet haben.

a) Mit der Identitét aus Teil a) ergibt sich schnell, dass

. T 1 T
(i) /,re‘””—i—ldx_/o de =r,

(ii) /2 €05(2) 1y = /Og cos(z)dz = 1.

= e 41

2
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