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Aufgabe 1 (Ubung):
Bestimmen Sie sdmtliche Losungen des Anfangswertproblems

u'(t) = t\/1 —u(t)?, u(0) = ug € [-1,1].

Fiir welche ug ist es eindeutig 16sbar?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

Bei der DGL handelt es sich um eine Differentialgleichung mit getrennten Veranderlichen (siehe Kapitel
11 Slide 51 des Skriptes). Betrachte zunéchst den Fall |ug| < 1: Wir bringen alle u-Abhéngigkeiten auf
eine Seite und erhalten

t u (S) u(t) 1 t
/ ———ds = / —dn = / sds,
0 V1-—u?(s) w V1 —n? 0
wobei wir 7 = u(t) substituiert haben, was zu “dn = «/(t)dt” fithrt. Auswertung der Integrale liefert
wy _ 1

arcsin(u(t)) — arcsin(ug) = [arcsin(n)], =, = 5

und wir erhalten durch Auflésen nach u folgenden Ausdruck

(1) u(t) = sm(t; + arcsin(u0)>.

Diese Losungsformel kann nicht fiir alle ¢t € R giiltig sein, denn wegen der DGL muss v monoton wachsend
fir ¢ > 0 und monoton fallend fiir ¢ < 0 sein. Tatséchlich gilt sie auf dem grofiten Intervall I, welches
die Startstelle 0 enthélt und auf dem /1 — u? nicht verschwindet (vgl. Kapitel 11 Slide 51 des Skriptes),

2
also genau dann, wenn |u(t)] < 1. Der Sinus nimmt den Wert 1 an, wenn % + arcsin(ug) = 7 also

bei a := /7 — 2arcsin(ug) = [t|. Fir das groBte Intervall finden wir daher I = (—a,a). Wegen der
erwahnten Monotonie, ist

(2) =

u(t) = sin(% + arcsin(uo)> falls |t| < a,
1 sonst

fiir alle ¢t € R der einzige Kandidat fiir eine maximale Losung des AWPs. Tatséchlich ist die Fortsetzung
in a stetig und wegen

/2
lim u/(t) = lim tcos(2 +arcsin(u0)> = acos(g) =0= lim u/(t)

t—a— t—a—

=0

differenzierbar, wobei wir die obige Definition von a im zweiten Schritt verwendet haben. Wegen Sym-
metrie gilt das auch fiir —a. Schliefflich ist die DGL auf ganz R erfiillt.

Falls ug = 1, so ist v : R — R mit £ — 1 die eindeutige, maximale Losung des Anfangswertproblems.
Eindeutigkeit dieser Losung sieht man wie folgt: Angenommen es existiert eine weitere Losung @ : I — R
mit 4(0) = 1. Aufgrund der zuvor genannten Monotonie der Losung (d.h. fir ¢ < 0 ist die Funktion
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monoton fallend und fiir ¢ > 0 ist sie monoton wachsend) hat die Losung ein globales Minimum ug = 1
in t = 0. Also gilt tatséchlich @ = u|; = 1.

Falls ug = —1, so ist u = —1 eine maximale Losung des AWPs. Falls eine Losung von dieser Konstanten
(nach oben) abweicht, kann man ihre Gestalt wieder mit der Trennung der Verénderlichen berechnen
(siche den Fall |ug| < 1).

Wir wollen nun die allgemeinstee Losung der Differentialgleichung u/(t) = t4/1 — u(¢)? mit Anfangsbe-
dingung «(0) = —1 finden. Losen wir die Differentialgleichung durch Trennung der Variablen fiir ¢; < ¢,

so erhalten wir
. . 3 12
arcsin(u(te)) — arcsin(u(ty)) = 379

Mit der Anfangsbedingung u(¢1) =1 und ¢ < 0 folgt
2
u(t) = sin<2 - 51 + g)

Da wu fiir £ < 0 monoton fallend ist, existiert diese Losung maximal bis sie den Wert —1 erreicht. Dies ist
genau dann der Fall, wenn

also wenn ¢? = ¢ + 27r. Damit existiert diese Losung nur fiir ¢ > —4/t2 + 2. Analog erhilt man fiir die
Anfangsbedingung u(t;) = —1 und ¢ > 0 die Losung

2 2
u(t) = sin(2 - 51 - g)

Da w fiir ¢t > 0 monoton wachsend ist, existiert diese Losung maximal bis sie den Wert 1 erreicht. Dies

ist genau dann der Fall, wenn
2 2 a7

2 2 2 2
also wenn ¢? = ¢2 4 2. Folglich existiert diese Losung nur fiir ¢ < y/t? + 2. Somit hat jede Losung die

Gestalt
1 fir t < —/2m + 13,

2
sin(g—%—g) fir — /21 + 8 <t<—t,
u(t) = ¢ —1 fir —t1 <t <to,

2
sin(gf%fg) fiir to <t < /27 + 13,
1 fir \/2m +t3 <t

fir alle ¢ € R mit beliebigen Konstanten ¢, t2 € [0, 00].

~V2r+ 8 —h L Vor
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Aufgabe 2 (Ubung):
Bestimmen Sie die maximale Losung der folgenden Anfangswertprobleme:

(i) ' =e?sin(z),  y(0) = —log(3).
(i) ' = 2xy + =z, y(0) = 1.
(iii) v = ze "y?, y(0) =1.

(iv) ¥ = (x+ H%)y y(0) =1.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

(i) Es handelt sich um eine Differentialgleichung mit getrennten Verinderlichen. Lose formal (vgl.
Kapitel 11 Slide 51 des Skriptes)

j—i = ¢Ysin(x)
y(z) x
= / e ldn = / sin(€)d¢
—log(3) 0
= e e = —leos(@)]i
S ylz) = —log(2+ cos(x)).

Alsoist y: R = R, & — —log(2 + cos(z)) die maximale Losung des AWPs.

(ii) Es handelt sich um eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung (siehe Kapitel 11 Slide 46 des
Skriptes). Die zugehorige homogene Gleichung ¢y = a(z)y in diesem Fall lautet 3y’ = 22y, wobei
also a(xz) = 2. Berechne gemif} Satz 10.2 die Stammfunktion

A(x) ::/ 2tdt = 22,
0

Die Losungen der homogenen Gleichung sind gegeben durch y(z) = ce®” fiir ¢ € R. Eine spezielle
Losung der inhomogenen Gleiczhung erhalten wir durch Variation der Konstanten. Als Ansatz
wahlen wir dazu y,(x) = c¢(z)e””. Es gilt y, € £ genau dann, wenn gilt

2

2ac(z)e” + 1 = y,(x) = (2)e?@ + o(z) - A'(2)e® = ¢ (z)e® + 2z - c(z) - €”

T

und damit wenn ¢/ (z) = ze~ * gilt. Integration liefert

z . 1 ,1* 1 .
c(r) = / te ' dt = {etz} = 7(1 — e*xz).
0 2 t=0 2
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also gegeben durch

y(@) = yn(@) + yp() = ce” + %(1 - 6*7”2>eﬂﬁ2

Mit dem Anfangswert % = y(0) = ¢ ergibt sich somit

1 1/, = 1
y(x) = iewz + 5(6‘2 - 1) =e” — 3

(iii) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten Verén-
derlichen. Lose formal

dy
dx

xe
y(z) 1 x
= / —dn = / gemtd¢
1 n 0
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11v®) s T _¢1 T —£1®
;5_{77} = —[ée 5]5:0+/() et =~ ey — [Ty

n=1
1
= ———41 = —ze¥P—e"+1
y(x)
61}
= = .
y(x) T2

Dabei ist z € I = (—1, 00) das grofite Intervall mit 0 € I und y(z) # 0 fiir alle x € .

Dieses y ist die maximale Losung, denn y lasst sich wegen lim,_, 1+ y(x) = oo nicht stetig nach
links fortsetzen.

(iv) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare homogene Differentialgleichung erster
Ordnung (siehe Kapitel 11 Slide 46 des Skriptes).

' Bei dieser Art von DGL (d.h. DGLs der Form ¢’ = a(x)y) sollte nicht Tren-

nung der Variablen verwendet werden. Stattdessen sollte man den Faktor a
integrieren um so auf die gesuchte Losung y(z) = ¢ - exp(fow a(j)dfc) mit ¢ € R
zu kommen (vgl. Satz 10.2).

Integrieren von a(x) liefert
Aw)i= [t iy = 3ot e 2meants)] =T+ 2arctantz)
x) = S+ ——=|=s arctan(s = — arctan(z).
0 1+ 52 2 o 2
Nach Satz 10.2 (1) ist
y(x) _ C€%+2 arctan(z)
eine Losung. Mit der Anfangsbedingung 1 = y(0) = ¢ ist dann also

— e§+2 arctan(z)

y(x)
fiir alle z € R die maximale Losung des Anfangswertproblems.

Aufgabe 3 (Ubung):
Bestimmen Sie die Losung der Anfangswertprobleme:

(i) ¥ + 2y + 2y = e *cos(z), x € R, mit y(0) = ' (0) = 0, sowie
(i) ¥ — 2y +y = €%, z € R, mit y(0) =1 und 3/(0) = 2.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(i) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (siehe Kapitel 11 Slide 60 des Skriptes). Das charak-
teristische Polynom ist durch

p(A) =A%+ 2\ +2

fiir alle A € C gegeben und hat genau die Nullstellen \; = (—1 —i) und Ay = A\; = (=1 +1), jeweils
mit Vielfachheit eins. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet daher

yn(x) = Cre " cos(x) + Coe™ ¥ sin(x)

fur alle z € R, mit freien Konstanten C7,Cs € R.

Fiir eine partikuldre Losung y, der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz ,von der Form
der rechten Seite“ (vgl. Kapitel 11 Slide 66)

yp(x) = ze™*[C1 cos(z) + Cy sin(z)],
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hier sind o = —1,8 =1,m = 0,v = 1. Wir berechnen

y,(x) = e *[=(Cizcos(zx) + Coxsin(z)) + (Cy cos(x) 4 Cy sin(x))
+(—xzC1 sin(x) + xCy cos(x))]
= e *[Cycos(z) + Cysin(x) + (Co — C1)x cos(x) — (Cy + C2)asin(z)],
y,(r) = e “[=(Cycos(x) 4 Cysin(x) 4 (Cy — C1)x cos(x) — (Cy + Ca)x sin(x))
+(=Cysin(z) + Cy cos(x)) + (Co — C1)(cos(z) — x sin(x))
—(Cy + Cy)(sin(x) + z cos(x))]
= e ?[2(Cy — Cy)cos(x) — 2(Cy + Cy) sin(x) — 2Cox cos(z) + 2C x sin(z)].

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

YI(@) + 20(@) + 2p(x) = e cos(a)
< (2(Cy — C1) cos(x) — 2(Cy + Cy) sin(x) — 2C5z cos(x) + 2C x sin(x))
+2(C1 cos(z) + Cysin(x) + (Cy — C)x cos(z) — (C + Cy)xsin(x))
+2(Crx cos(z) + Coxsin(z)) = cos(x)
< 205 cos(x) — 2C sin(x) = cos(x)
< (2C3 — 1) cos(x) — 2C sin(x) 0.

Koeffizientenvergleich ergibt C; = 0 und Cy = i. Damit ist y,(z) = Zsin(z)e™" eine partikuléire
Losung der inhomogenen Differentialgleichung.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet also
y(x) = Cre™ " cos(x) + Coe™" sin(z) + gsin(a:)e_jlc

fiir alle £ € R mit freien Konstanten C7,Cy € R. Diese werden wie folgt durch die Anfangsbedin-
gungen festgelegt

y(0) = {C’le cos(x) + Cae *sin(x) + gsin(x)e_m T CL=0
=C; = 0,

y'(0) = |Coe "(cos(x) —sin(z)) + %eﬂ”(—w sin(z) + sin(x) + x cos(z)) —Cy =0
=0y = 0. o

Also ist y = y, die eindeutig bestimmte Lésung des Anfangswertproblems.

(ii) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (siehe Kapitel 11 Slide 60 des Skriptes). Das charak-
teristische Polynom ist durch

g N) = A7 —2)+1

fiir alle A € C gegeben und hat genau eine doppelte Nullstelle A; = 1. Die allgemeine Losung der
homogenen Gleichung lautet daher

yn(x) = Cre” 4+ Coxe®,

fir alle x € R mit freien Konstanten C1,Cy € R.

Fiir eine partikuldre Losung y, der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz ,von der Form
der rechten Seite“ (vgl. Kapitel 11 Slide 66)

yp(w) = Cae

hier sind a = 1,8 =0,m = 0,v = 2. Wir berechnen

B) = Cea?+20)
yo(z) = Ce"(a® 42z + 2z +2)
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= Ce®(2® + 4z +2).

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

Yp(2) = 2y,(2) +yp(z) = €

& C((a? +4x+2) -2 +2z) +22) = 1
<20 =1

1

&0 = 3

Damit ist y,(z) = %e‘” eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung.
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet also
22
y(x) = Ce” + Coxe® + 761,

fiir alle x € R mit freien Konstanten Cp,Cy € R. Diese werden wie folgt durch die Anfangsbedin-
gungen festgelegt

y(0) = {C’le + Coxe® + 22 L—o =C} L1
=C; = 1,

y'(0) = {e + Co(z +1)e” +<x22+x>ez] —14+Cy =2
=0y, = 1. =

Also die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems durch y(z) = e* (1 + o+ %2) fiir
alle x € R gegeben.

Aufgabe 4 (Tutorium):
Bestimmen Sie die maximale Lésung der Anfangswertprobleme:

(i) ¥ = —y?, mit y(0) = 1.
(ii) ¥ =y + 2+ 1, mit y(0) = 0.
(iii) ¢’ = Sm(y) , mit y( ) 5

) ¥ = -1y + =, mit y(0) = 0.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(i) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten Verén-
derlichen. Lose formal

dy _ 2
de Y
U(I) 1 T
= —dn = —/ d¢
y(0) 7 0
;»__1:_H I
y(x) Nlp=—1
1 1
= xr —
y(z)
sy = —
Y oz-—1

Die obige Formel gilt auf dem gréfiten Intervall I mit 0 € I, —(y(z))? # 0 und  — 1 < 0 fiir alle

x €1 —also I = (—o0,1). Wegen lim, _,; y(x) = —o0, ist y nicht weiter nach rechts fortsetzbar
und [ ist das maximale Existenzintervall.
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(ii) Die Differentialgleichung ist eine lineare Differentialgleichung. Die homogene Gleichung lautet y' =
y mit a(x) = 1. Wir berechnen geméf Satz 10.2 die Stammfunktion

A(x) := /Ox 1d¢ = z.

Die Losungen der homogenen Gleichung sind dann also gegeben durch y(z) = ce® fiir ¢ € R.
Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung erhalten wir durch das Prinzip der Variation der
Konstanten. Als Ansatz wihlen wir dazu y,(z) = c¢(z)e”. Es gilt y, € £ genau dann, wenn gilt

c(2)e” +z+ 1=y (z) = (2)e™ +c(z) - A'(2)e*™) = (x)e” + c(x)e”

und damit wenn ¢/(z) = (1 + x)e™*. Integration liefert
c@%:/(1+weﬂﬁ=[—a“@+2ﬂ20:2—6w@+2y
0

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also gegeben durch
y(@) = yn(x) + yp(z) =ce® + (2— e *(x +2))e” = ce® +2e" —x — 2
Mit dem Anfangswert y(0) = 0 ergibt sich somit
y(z) = 2" —x — 2.
fir alle z € R.

(iii) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten Verin-
derlichen. Lose formal

dy sin(y)

dx T

y(@)  q zq
#/ - M—/*M
s o€

e os(en (2] =

ot (22))
=

y(z) = 2arctan(2z).

3)
Das Integral auf der linken Seite der zweiten Zeile wird mit

sin(z £ y) = sin(x) cos(y) £ cos(z) sin(y)

sin(n) = sin(g) cos(g) + cos(g) sin(%) = 2sin(g> cos(g)

beziehungsweise

wie folgt gelost

y(@) 1 y(2) 1 y(@) 1
/1 sin(n)dn _/w 2sin(g) cos(g)dn_/g Qtan(g) cosg(g) i

2 2

/uU(y(x)) %du _ log(g>

(7/2)

y(x)
2

us
4

wobei wir im zweiten Schritt sin(z) = tan(z) cos(x) verwendet und im vierten Schritt v = tan(n/2)
substituiert haben. Die Formel gilt auf dem gréften Intervall I mit § € I, sin(y(x)) # 0 und
0 < z fiir alle x € I (letzte Einschrinkung kommt von der DGL). Wegen

0 < y(x) =2arctan(2z) < 7

ist I = (0,00). Dies ist das maximale Existenzintervall.
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(iv) Die Differentialgleichung ist eine lineare Differentialgleichung und die homogene Gleichung lautet

y = —ﬁ—my mit a(x) = —%. Wir berechnen geméaf Satz 10.2 die Stammfunktion

Alz) = —2 /Ow %_tdt — [~2log(t — 1)]F = 2log(z — 1).

Die Losungen der homogenen Gleichung sind dann durch y(z) = ce?'°2(!=%) mit ¢ € R gegeben.
Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung erhalten wir durch Variation der Konstanten.
Als Ansatz wihlen wir dazu y, = c(x)e? log(1-2) " Eg gilt yp € L genau dann, wenn gilt

2

1—x

1

11—z

c(x)eQIOg(w—l) + :
— X

, 2 @
_ y;(m) _ Cl(m)e2log(x—1) +C($) . (_ ) . teog(JL—l)

und damit dann wenn ¢/(z) = ﬁ Integration liefert

0= it ), s ()

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist daher gegeben durch

og(x— 1 1 og(x—
y(x) = yh(.T) + yp(l') = 0621 g(z—1) + 5 ((1_1.)2 - 1)621 g(z—1)

zc(x—1)2+;<(1_1x)2—1)(1—x)2

1 1
:c(l—:v)2+§— 5(1—;10)2.

Mit der Anfangsbedingung 0 = y(0) = ¢ folgt

fiir alle x € (—o0, 1).
Aufgabe 5 (Tutorium):
Bestimmen Sie die Losung der Anfangswertprobleme:
(i) v'+y +¥%=e"2, 2R, mit y(0) =y'(0) = 1, sowie
(ii) y" — 2y = —2z +sin(2z), = € R, mit y(0) = 1 und y/(0) = 0.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:

(i) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (siche Kapitel 11 Slide 60 des Skriptes). Das charak-
teristische Polynom ist durch

1
p(A)=A2+A+Z

fiir alle A € C gegeben und hat genau eine doppelte Nullstelle \; = f%. Die allgemeine Losung der
inhomogenen Gleichung lautet also

yn(x) = Cie 5+ Coze %,

fur alle mit freien Konstanten Cy,Cs € R.

Fiir eine partikuldre Losung y, der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz ,von der Form
der rechten Seite* (siche Kapitel 11 Slide 66)

yp(z) = Cale™2
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Hierbei sind o = ,%,5 =0,m = 0,v = 2. Wir berechnen

Ce 3 (23@ - f)
yl(z) = Ce 2 ((2 —z) — ;<2x — f))

2
= C’e_g<2—2a:+2).

Yy ()

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

Up(@) +yp@) + 7= = o2
_z 2 2 2
e 240 T X T
— =2 2 2r — — — = 1
R=X C’<<4 x+>+<x 2)+4>
&2 = 1
1
&sC = -,
2

Damit ist y,(x) = ”32—26_% eine partikulire Losung der inhomogenen Differentialgleichung.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet also

$2

y(x) = Cie™ % + Come™ 2 + ?e_ ,

NI

fir all z € R mit freien Konstanten Cy,Cy € R. Diese werden wie folgt durch die Anfangsbedin-
gungen festgelegt

2
y(0) = [Cle“; +02xe—3+””26—2] o i
=0
:>Ol = 1’
1.-3 r 5 ° z 1

’ [ R -+ Ty s a? . _ 1
y'(0) = [ 26 +CQ<1 2>e J,-( 1 -l—x)e :|z_0 Cy : 1

3
:>02 == 5

Also ist

[V

() = <1+ 3;6—2&-952)6_

fiir alle z € R die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems.

(ii) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (siehe Kapitel 11 Slide 60 des Skriptes). Das charak-
teristische Polynom ist durch

p(A) =A% =22 = A\ —2)

fiir alle A € C gegeben und hat genau die Nullstellen A\; = 0 und Ay = 2, jeweils mit Vielfachheit
eins. Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet also

y1(x) = Cp + Cae®®,

fur alle z € R mit freien Konstanten C7,Cs € R.

Setze fi(z) = —2z, fa(z) = sin(2z) fir alle z € R. Bestimme partikuldre Losungen fir die
Inhomogenitéten f; bzw. fo jeweils durch einen Ansatz ,von der Form der rechten Seite®

e f1 (Nullstelle des charakteristischen Polynoms): Mache Ansatz

y$V(2) = 2(ao + a17) = apz + a12®  (z €R).
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

yz(Jl)”(m) — 2yé1)/<x) = fl (Jj‘) == 20,1 — 2a0 — 46[1.13 = 2
Koeff.-}é;rgleich _40,1 _ _2 /\ 20;1 — 2a0 = O
1 1
@ =5 AN ap=ap = 5

Also ist yl(,l)(:c) = @ fiir alle z € R eine partikuldre Losung zur Inhomogenitat f;.

e f2 (keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms): Mache Ansatz
yz(f)(ac) = (ag cos(2z) + a; sin(2x)) (x € R).

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

y?" (@) =2y (@) = fala)
< —4ag cos(2x) — 4aq sin(2x) + 4ag sin(2x) — 4aq cos(2x) = sin(2z)
Roell -t o —da1 =0 A —day +4ag =1
1
apg = —aq A ag = g

Also ist y2(z) = 1 (cos(2x) —sin(2z)) fiir alle # € R eine partikulire Losung zur Inhomogenitéit

f2.
Insgesamt ist
1 1
w + g(cos(Qx) — sin(2z))
fir alle z € R die allgemeine Loésung der inhomogenen Differentialgleichung mit freien Konstanten
C1,Cs € R. Diese werden wie folgt durch die Anfangsbedingungen festgelegt

y(z) =Ch + Cye®® +

11

y(0) = C’1+C’2+§—§
= Cl = —02,

, 9y 1 1, . 1
y'(0) = |2C%e*" + 3 +x— Z(sm(2x) + cos(2x)) =20y + 1= 0

=0
1
= 02 = —g
Also ist s . .
y(x) = 786 + el ;z) + é(cos(Qx) — sin(2z))

fiir alle z € R die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems.
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