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Aufgabe 1 (Ubung):
Das uneigentliche Integral
1

I(s) := —d
(S) A s +$1/S X

sei in Abhéngigkeit von s € R\ {0} gegeben. Bestimmen Sie alle s, fur die I(s) konvergiert.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

1. Fall: Sei s < 0. Fiir jedes z > 1 gilt 2° < 2% = 1 und 2t/ < 20 = 1, so dass ﬁ > % ist.
Weiter ist - . .
1 "1
/ —dr = lim —dz = lim z
1 2

700 1 700

1

Nach dem Minorantenkriterium aus Satz 11.10 (3) ist auch das das uneigentliche Integral jloo ﬁdl
1

: S
diverget. Zusammen mit [ — 7%

dx > 0 ist das uneigentliche Integral I(s) divergent.

2. Fall: Sei s € (0,1). Wir zeigen, dass sowohl das Integral fol —L__dz als auch das Integral

xrs +zl/>
J * _—L__dz konvergieren. Daraus folgt dann, dass T (s) nach Definition 11.4 konvergiert. Fiir jedes

1 :IJ5+.’L‘1/5
x>0 gilt ﬁ < Ti Da fol %dl nach Beispiel 11.2 (2) konvergiert, ist jbl de nach dem

Majorantenkriterium aus Satz 11.10 (2) konvergent. Fiir jedes 2 > 0 gilt weiterhhin ﬁ < m%/
Wegen 1/s > 1 konvergiert floo #dm nach Beispiel 11.2 (1). Mit dem Majorantenkriterium folgt

dann auch die Konvergenz des Integrals floo ﬁdx
3. Fall: Sei s = 1. Dann ist I(1) = 1 [ 1dz und nach Beispiel 11.2 (1) divergent.

4. Fall: Sei s > 1. Setzen wir ¢ := 1/s, dann gilt ¢ € (0,1) und das Integral konvergiert mit der selben
Argumentation wie in Fall 2, da

0 1 e 1
@= ] sramts= ), s =10)

Aufgabe 2 (Ubung):
Es sei A > 0. Rechnen Sie nach, dass fiir jedes n € NU {0} das uneigentliche Integral

I,(\) = / e M dx
0
konvergiert und berechnen Sie I, ().

Hinweis: Berechnen Sie Iy(1), finden Sie dann mit partieller Integration eine Rekursionsformel fiir I, (1)
und folgern Sie schlieBlich den Wert von I,,(\) aus demjenigen von I,,(1) mit Hilfe einer Substitution.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Wir zeigen zunéchst, dass das uneigentliche Integral Ip(1) konvergiert und dass sein Wert 1 ist:
T

(1) I(1) = lim e *dz = lim [—e“’”];:O = lim (—e™") +e =1.

700 0 r—00 T—00
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Partielle Integration mit u(x) = 2™ und v'(z) = e~ liefert
s

In(l) = lim xne—xdx: lim ([xn(_e—xﬂr 0_/0 ajn_l(—e_x)dl’)

=00 0 r—00

(2) = lim (—r"e™") + nl,—1(1) = nl,_1(1).

00

Per vollstandiger Induktion ldsst sich mittels der Rekursionsformel zeigen, dass das Integral I,(1)
konvergiert und den Wert n! fiir alle n € NU {0} annimmt:

e LLA:: n=0: Wir haben bereits in gesehen, dass I(1) konvergiert und dass Ip(1) = 1 = 0! gilt.
o LV.: Sei n € N beliebig, dann gelte I,,(1) = nl.
o L.S.: Fiir n — n+ 1 ergibt sich

ILnay(D)=(n+1)-L,(1)=(n+1)-n=(n+1),

wobei wir im ersten Schritt und im zweiten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwendet
haben.
Insgesamt ergibt sich fiir jedes A > 0 und n € NU {0}

r Ar Ar

I,(\) = lim e Mdr = lim (g) e_k@ = A~ Jim y"e Vdy
r—=oo Jg r—oo Jg A A r—oo Jg
|
_ y—(n+1) _n
= I,(1) = PSR

wobei wir y = Ax mit "dy = Adx” substituiert haben.

Aufgabe 3 (Ubung):

a) Sei V ein K-Vektorraum, vy, ..., v, € V. Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Begriinden
Sie Thre Antwort.

i) % E Ist der Vektor v; = 0 fiir ein i € {1,...,n} in vy,...,v, enthalten, dann sind vy, ..., v, linear

abhéngig.

ii) ﬁ 5 Sind vy, ..., v, linear abhéngig, so 14sst sich jeder Vektor v mit k € {1,...,n} als Linearkom-
bination der anderen Vektoren v; mit ¢ € {1,...,n} und ¢ # k darstellen.

iii) % a Existiert ein v € V mit eindeutiger Darstellung als Linearkombination der vy, ...,v,, dann
sind vq, ..., v, linear unabhéngig.

iv) EE Sind w1y, ...,v, linear unabhéngig und v € V, dann sind v; + v,v2 + v,...,v, + v linear
unabhingig.

V) % E Sind vy, vo linear unabhéngig und sind vy, vz linear unabhéngig, so sind auch vy , v3 linear

unabhéngig.

b) Seien V = C(R) und n € N. Weiter seien f81,...,8, € R paarweise verschiedene Zahlen (d.h.
B; # B; tur alle 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j). Die Funktionen f1,..., f, € V seien definiert durch
fi(x) = €5 fiir alle 1 < i < n und alle z € R. Rechnen Sie nach, dass fi,..., f, linear unabhingig
sind.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

a) Sei V ein K-Vektorraum und vy,...,v, € V.
; E Ist der Vektor v; =0 fir eini € {1,...,n} invy,...,v, enthalten, dann sind vy, ..., v, linear
abhdngig.
Begriindung: Die Aussage ist wahr. O.b.d.A. sei v; =0 und o; € R mit ¢ € {1,...,n} seien
reelle Koeffizienten mit a; # 0 und as = ... = a,, = 0. Dann gilt

n
Zawi:ozl~U1—|—a2~v2+...+an-vn:a1~0+0-v2—|—...—|—0-vn20.
i=1

Da nicht alle «; gleich null sind und die Linearkombination dennoch verschwindet sind vy, ..., v,
nach Definition 12.12 linear abhingig.
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Sind v1,...,v, linear abhdngig, so lisst sich jeder Vektor vy mit k € {1,...,n} als Linear-
kombination der anderen Vektoren v; mit i € {1,...,n} und i # k darstellen.

Begriindung: Die Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir die beiden Vektoren
vy = 0 und vy = e; des Vektorraums R2. Nach Teil i) sind die Vektoren linear abhingig.
Allerdings gibt es kein & € R mit e; = - 0.

W F

B[ Euxistiert ein v € V. mit eindeutiger Darstellung als Linearkombination der vy,...,v,, dann
sind v1,...,v, linear unabhdngig.
Begriindung: Die Aussage ist wahr. Zum Beweis nehmen wir im Gegenteil an, dass vy, ..., v,
linear abhéngig sind. Dann gibt es a4, ..., a, € K, nicht alle gleich 0, mit 0 = Y_7'_, avy. Sei
v € V ein Vektor mit eindeutiger Darstellung als Linearkombination der Vektoren vy, ..., vy,
also v =37 _, Brvr # 0 mit Bi,..., 3, € K. Dann erhalten wir durch

n n n n
v=v+0= Zﬂkvk + Zakvk = Z(Oék + Br)vk = Z’kak
k=1 k=1 k=1 k=1

mit v := ai + Bx € K eine weitere Darstellung von v als Linearkombination, ein Widerspruch.
Also muss die Annahme verworfen werden und es folgt die Behauptung.

W F

OMm Sind vy,...,v, linear unabhingig und v € V, dann sind vy + v,v2 + v,...,v, + v linear
unabhdngig.
Begriindung: Diese Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir V' = R? und setzen
v1 = e1, v2 = e und v = —ey. Dann sind vy, vy linear unabhéngig, aber v; +v = 0 und
vy +v = (—1,1)7 sind nach (i) linear abhéngig.

W F

Om Sind vy, vy linear unabhdngig und sind vy, vs linear unabhdngig, so sind auch vy, vs linear

unabhdngig.

Begriindung: Diese Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir ¥V = R? und setzen
v; = e; und vo = v3 = ey. Dann sind vy, vy sowie vy, v3 linear unabhéngig, aber wegen
vg — v3 = 0, sind v, v3 linear abhéngig.

b) Wir zeigen die Aussage mittels vollstiandiger Induktion.

I.LA.: Sein =1 und sei \je®® = 0 fiir alle z € R und A\; € R. Aus e > 0, folgt \; = 0 und
damit lineare Unabhangigkeit (trivial).

I.V.: Sei n € N. Wir nehmen an, dass die Aussage fiir n — 1 beliebige Zahlen fi,. .., B,_1, die
paarweise verschieden sind, bereits gezeigt ist.

I.S.: (n — 1 — n) Seien f1,..., 8, € R paarweise verschieden. Seien Ai,..., A, € R mit
(%) Mef® 4N =0
xfiir alle € R. Wir multiplizieren diese Gleichung mit e~#»* und erhalten
AelPr=bule 1, jelPnm1Bz L) =0
fur alle z € R. Wir differenzieren die letzte Gleichung und erhalten
M(B1 = Bn)ePr=PmT N1 (Ba1 — Bp)elPrr BT =

fir alle z € R. Da 8y — By, ..., Bn—1 — Bn auch paarweise verschieden sind, folgt aus der Induk-
tionsvoraussetzung

)\l(ﬁl - ﬁn) = ... = )\nfl(ﬁnfl - ﬂn) =0.
Da §; # B, furi € {1,...,n— 1}, folgt (8; — B,) # 0 firi € {1,...,n — 1} und damit

AM=...=X 1 =0.

Aus folgt \,ef* = 0 fiir alle z € R und somit A, = 0. Also sind fi,..., f, linear unabhingig.
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Aufgabe 4 (Ubung):
Bestimmen Sie eine Zeilennormalform der Matrix

0 -2 2 4
A=|4 -6 4 -5
-2 0 1 7

Sind die Zeilen linear unabhéngig?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
Wir fiihren folgende Zeilenumformungen der 3x4-Matrix A durch:

0O -2 2 4 0 -2 2 4 (=3)
A= 4 -6 4 -5 j+ ~1 0 -6 6 9 J+
2 0 1 7 2 2 0 1 7

1o -4+ -1 + 10 -3 0
~ 10 1 -1 -2 j+ ~10 1 -1 0
00 0 1 2 .1 00 0 1

Die letzte Matrix ist in Zeilennormalform, da unterhalb der Hauptdiagonalen nur Nullen stehen, das erste
Element jeder Zeile eine 1 ist und sowohl ober- als auch unterhalb dieses Elementes lauter Nullen stehen.
Jede Matrix die in Zeilennormalform ist, ist auch in Zeilenstufenform. Weiter gilt » = n = 3, d.h. es
treten keine Nullzeilen auf und 3 = r = n < m = 4. Die Folgerung von Satz 12.14 auf Slide 29 impliziert

dann, dass die n Zeilen von A linear unabhéngig sind.

Aufgabe 5 (Tutorium):
Untersuchen Sie die Konvergenz der folgenden uneigentlichen Integrale:

~ [ 1+sin(x) . /16””
———=d —d
i) . a0+a) x ii) 2 x

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5

(i) Das Integral ist uneigentlich bei 0 (Integrand unbeschrankt) und bei co. Nach Definition 11.4 ist

das gegebene Integral konvergent, falls

Y1+ sin(z) q /°°1+51n
————=dzr un
Vr(l+ x) Va(l+x)

beide konvergent sind. Es gilt

1+ sin(z) 2 2
Ve(l+az)| ~ Va(l+2) — Va
1 fi

fiir alle x € (0, 1), wobei wir verwendet haben dass |sin(x)| <

IN

a—0t a—0+

1
2
7dx_2hm/ \de—llhm [\/—]izuzzllim (1—+/a)=4.

0 a—0t

iir alle z € R, und

Folglich ist [, ! 1Esin@) g2 (absolut) konvergent nach dem Majorantenkriterium (siehe Satz 11.10

Va(l+z)
(2)). Ferner gilt

1+ sin(z)
z(14 )

2 2 an
= Valro) S
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fir alle € [1,00) und

o b b
/ 2273/2 dr = 2 lim 2732 dy = —4 lim {x_l/ﬂ = 4.
1 r=1

b—oo Jq b— o0

Folglich ist floo i;?fif)) dz ebenfalls (absolut) konvergent nach dem Majorantenkriterium (siehe

Satz 11.10 (2)). Damit ist
1+ sin(x)

0o Vz(l+z) !

(absolut) konvergent.

(ii) Das Integral ist uneigentlich bei 0. Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion gilt

e e 1
r T x
fir alle z € (0,1) und
1 | 1
/ —dr = lim —dz = lim [In(z)],_, = — lim In(a) = oco.
0o a—0t J, T a—0t a—0t

Folglich ist fol % dx divergent nach dem Minorantenkriteriu (siehe Satz 11.10 (3)).

Aufgabe 6 (Tutorium):
Zeigen Sie, dass die Funktionen cosh,cosh? € C(R) linear unabhiingig sind. Gilt dies auch fiir die
Funktionen 1, sinh? und cosh?®?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
Seien «, 8 € R mit
acosh(z) + B cosh?(z) =0

fir alle x € R. Setzen wir x = 0 in diese Gleichung ein, so erhalten wir & = —f, da cosh(0) = sinh(0) = 1
gilt. Ableiten der Gleichung beziiglich z liefert

acsinh(z) + 26 cosh(x) sinh(z) = 0
fiir alle z € R und erneutes Ableiten fithrt auf
a cosh(z) + 28 cosh?(z) + 23 sinh?(x) = 0

fiir alle x € R. Setzen wir x = 0 in die lezte Gleichung ein, so ergibt sich « = —25. Mit obigen ergibt
sich, —8 = a = —20, was aquivalent zu g = 20 ist. Also folgt § = 0 und somit o = 0. Folglich sind
cosh, cosh? linear unabhéngig.

Die drei Funktionen 1,sinh?, cosh? sind nicht linear unabhéngig, denn wegen cosh?(z) — sinh?(z) = 1 fiir
alle z € R gilt
1-141-sinh®(z) + (=1) - cosh?(z) = 1 + sinh?(z) — cosh?(z) = 1

fir alle x € R. Damit haben wir Zahlen a; = a3 = —a3z = 1 in R gefunden die nicht alle verschwinden
und die Linearkombination dennoch null wird.

Aufgabe 7 (Tutorium):
Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen Untervektorrdume bzw. affine Unterrdume des K-Vektorraums
V sind:

a) U, == {(an) € V =K | lim,_, a, = a} fiir a € K,

b) U :={(z1,22) € V =K? | 22 + 23 = 0},

) U={feV=CY0,1])] [y flz)dz+ f(1/2) = 1}.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 7:

a) Seia = 0. Up ist ein Untervektorraum (UVR) von V, denn die konstante Nullfolge ist der Nullvektor
in V und liegt gleichzeitig in Uy. Zudem gilt fir zwei Folgen (a,,) und (b,,) mit a,, — 0 und b,, — 0
fiir n — oo und « € K, dass auch a,, +b, — 0 und aa,, — 0 fir n — oo, also (a,)+ (bn), a(ay) € Up.
Sei a # 0. U, ist kein UVR, da 0 ¢ U (also (V3) aus Definition 6.1 ist nicht erfiillt). Doch U, kann
geschrieben werden als a 4+ Uy, wobei a die Folge ist, die konstant a ist. Da Uy ein UVR von V ist,
ist U, somit ein affiner Unterraum von V' (vgl. Definition 12.6).

b) Sei K=R und V = R? = R x R. Dann gilt fiir z = (21, 72) € R?
xf + x% =0
genau dann, wenn 1 = xo = 0 ist. Somit ist U der triviale UVR von V.
Sei K = C. Dann ist (i,i) € U (wegen i2 = —1, i* = 1), aber 2(i,i) = (2i,2i) ¢ U, denn
(20)% 4+ (20)* = —4 + 16 = 12.

Eigenschaft (ii) aus Satz 6.9 ist nicht erfiillt, somit ist U kein UVR . Da 0 € U enthalten ist, kann
U kein affiner Raum sein, denn dann miisste es auch ein UVR sein. Wir haben aber gezeigt, dass
es kein UVR ist. Also ist U auch kein affiner Raum.

c) Aus der Vorlesung ist bereits bekannt, dass C*([0,1]) ein Vektorraum ist. AuBerdem ist jede
Funktion in C*([0, 1]) auf [0, 1] Riemann-integrierbar. U ist kein Untervektorraum, da die konstante
Nullfunktion nicht in U liegt (fir f(z) = 0 ist fol flx)dz+ f'(1/2) = fol 0dx+0=0). Es ist jedoch
ein affiner Unterraum, denn: Die konstante Einsfunktion 1 liegt in U und U kann geschrieben
werden als

U:1+{f601[071}‘/Olf(x)dx+f’(1/2):0}:1+W

=W

mit 1 € C1([0,1]). Was daran liegt, dass das Integral und die Ableitung sich linear verhalten

1 1 1
[ Gro@de= [ f@ins [Cg@dn (Fo/a/ =g/
0 0 0

Aufgabe 8 (Tutorium):

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von «a, 5 € R eine Zeilennormalform der Matrix

1 -4 3 -2 0
1 -2 1 4 2
2 0 2 4 4
1 0 -1 a B

A:

Fiir welche a, 8 sind die Zeilen linear unabhéngig?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8:
Wir fithren folgende Zeilenumformungen durch:

1 -4 3 -2 0 (=1) -(-2) 1 -4 3 -2 0 j+
a1 -2 1 4 2 J+ Lo 2 -2 6 2 P
{2 0o 2 4 4 + 0 8 —4 8 4 Q+

1 0 -1 a B I 0 -1 B
10 -1 10 4 + 10 0 6 3
Ll0o2 -2 6 2 i+ L]0z 0 -2 0| %

00 4 -16 —4 1 da 00 4 -16 —4| -1

10 -1 o B 10 -1 a B

10 0 6 3 (—1) 1 00 6 3
o1t 0o -1 0 Llo1r o -1 0

00 1 —4 -1 001 —4 -1

10 -1 o § J+ + 000 a—10 p—4
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Die letzte Matrix ist fiir alle o, 8 € R in Zeilenstufenform. Ablesen liefert den Zeilenrang r = 4, fiir
a # 10 oder 8 # 4. Ansonsten ist r = 3. Nach der Vorlesung (r = n, siehe Folgerung von Satz 12.14 auf
Slide 29), sind die Zeilen von A damit linear unabhéngig genau dann, wenn « # 10 oder § # 4 gilt. Sind
a =10 und § = 4, so ist die letzte Matrix bereits die Zeilennormalform von A und die Basis ist gegeben
durch die drei ersten Zeilen der Matrix. In allen anderen Féllen ist eine Basis durch alle vier Zeilen der
Ausgangsmatrix gegeben. Ist o = 10 aber § # 4, so ist

1 0 0 6 3 + 100 6 O
01 0 -1 0 01 0 -1 0
A~ ~
001 —4 -1 001 —4 0
000 0 B-—4 7= | 000 0 1
die Zeilennormalform von A. Ist a # 10, so sei k 1= 5:140 und es gilt
1 00 6 3 100 6 3 +
A s 01 0 -1 0 L1010 -1 0 +
0 0 1 —4 -1 001 —4 -1 i+
000 a—10 B-4) | 25 000 1 =& 4 a1 (-6
1 0 0 0 3-6k
0 1 00 K
PN
00 1 0 —1+4+4k
0 0 0 1 K

die Zeilennormalform von A.
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