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Aufgabe 1 (Ubung):

Seien neN, A, B € K™ und b € K". Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?
a) 00 Kern A = {0} = AZ =0 hat genau eine Losung.
W
b)
)
)

ﬁ Bild A = K" = AZ = b hat genau eine Losung.

c A#O=>Vn€N A™ £ 0.

Os= I:lél:l

Q00 (A+ B)2 = A2 4 2AB + B

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Seien n € N, A, B € K"*™ und b € K".
B0 KemnA = {0} = AZ¥ = b hat genau ecine Losung.

Begriindung: Diese Aussage ist wahr. Wenn Kern A = {0}, dann gilt dim(Kern A) = 0 und somit
mit der Dimensionsformel aus Satz 12.31 dim Bild A = Rang A = n. Damit ist die Abbildung ¢4 :
K" — K" mit & — ¢4(Z) := AZ surjektiv, per Definition existiert also eine Losung. Eindeutigkeit
erhélt man wie folgt: Angenommen Z7,Z> sind zwei verschiedene Losungen. Dann gilt AZ; = b
und A7y = b. Subtrahiert man beide von einander so erhilt man 0 = Ay — A%y = A(Z — ).
Also #y — @5 € Kern A. Nach Vorraussetzung gilt dann #; — ¥ = 0 und damit 7y = Z5.

; E Bild A = K" = AZ =1 hat genau eine Losung.

Begriindung: Diese Aussage ist wahr. Aus dim Bild A = n folgt dim Kern A = 0 und wir sind in
der gleichen Situation wie im ersten Teil.

Dl A40 — YneN: A" £0.
Begriindung: Diese Aussage ist falsch. Sei m € N. Wir setzen

0 1 o --- 0
: . 1 .o
: " - o1
0 -+ oo o 0

Dann gilt A™ # 0 fiir alle n € {0,...,m — 1} aber A" =0 fur alle n € {m,m +1,...}. Bei jedem
multiplizieren mit sich selbst wandert die 1 ndmlich um eine Position nach rechts.

W F
Om (A+ B)? =A% +2AB + B2
.. . . . 10 0 1 .
Begriindung: Diese Aussage ist falsch. Wir setzen A = 0 2 und B = 0 ol Dann gilt

o (1 3 1 2\ 5 2
(A+ B) _<o 4>¢<0 4>—A +2AB + B,
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Aufgabe 2 (Ubung):

Es seien
1 1 -2 4 B 5
A=12 2 -3 1 und b=1{3
3 3 —4 =2 1

Berechnen Sie alle Losungen der Gleichung AZ = b.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Wir formen die erweiterte Matrix in Zeilennormalform um und erhalten

11 -2 415 (=2) 79:(=3)

2 2 =3 1|3 J+

3 3 -4 =211 +

11 -2 4 5 (ﬁ+
~|0 0 1 =7 1| =7 (=2) -2

0 0 2 -—-14|-14 J+

11 0 -10| -9 ﬁ+
~|0 0 1 =7 |=7 (=2) J2 .

000 O 0 3+

Mit dem (—1)-Trick (vegl. Kapitel 12 Slide 50) betrachten wir die Matrix

1 1 0 -10]-9
0 -1 0 O 0
0o 0 1 =7 |-=-7)
0 0 0 =110

woraus wir das Ergebnis ablesen kénnen. Damit ist die Losungsmenge gegeben durch

-9 1 10 -9+ 54 10¢

0 -1 0 —5

_7 + s 0 4+t 7 ts,te Ky = . :s,teK
0 0 1 t

Aufgabe 3 (Ubung):
a) Essein € Nund ¢: R" = R, (z1,22,...,2,) — Y., kx) eine Abbildung.
(i) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist.
(ii) Bestimmen Sie eine Basis von Kern ¢ und eine Basis von Bild ¢.
(iii) Fir welche n ist ¢ injektiv?
b) Gegeben sei die Abbildung ¢: K2 — K2, (21, 22) — (71 + 22, 21 + 22).
Ist ¢ linear? Bestimmen Sie Kern ¢ und Bild ¢.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
L1 Y1
(a) (i) Fiir beliebigesa € Rundz = | : [,y=] : | € R" gilt
:1777, yn

n

olax +y) = k(axg +yx) = « Z kxyp + Z kyr = ad(z) + o(y).

k=1 k=1 k=1
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(ii) Sei (a,0,...,0) € R™. Wegen ¢(a,0,...,0) = 1-a = a fir jedes a € R gilt Bild¢ = R, also
ist {1} eine Basis von Bild ¢. Insbesondere ist dim(Bild ¢) = dim(R) = 1. Nun {iberlegen wir
uns, wie viele Basisvektoren Kern ¢ aufspannen. Mit

A=(1 2 3 - n)eR™™
ergibt sich
X X1
( )=Al
T, T,
Damit ist ¢ die induzierte lineare Abbildung von A mit ¢4 = ¢. Die Dimensionsformel

aus Satz 12.31 liefert n = dim(Bild A) + dim(Kern A), also ist dim(Kern A) = n — 1 wegen
dim(Bild A) = dim(Bild¢) = 1. Wir bestimmen nun Kern¢ = Kern A. Jeder der n — 1

Vektoren
2 3 n
-1 0 0
0 -1 0
of-lolf -s]o[eR"
0 0 -1

ist in Kern ¢ enthalten wie man leicht nachrechnet. Diese Vektoren (bzw. die Negativen davon)
erhalten wir durch Einsetzen von —1 in 2, und k in z; fiir k£ € {2,3,...,n} in der Gleichung

1 +2x0+ -+ (n—1)z,—1 +nz, =0

oder tiber den (—1)-Trick. Da die angegebenen n — 1 Vektoren linear unabhéingig sind, bilden
diese eine Basis von Kern ¢:

2 3 n
-1 0 0
0 -1 0
Kern ¢ = lin ' E 0o |- 0
0 0 -1

(iii) Wegen ¢ injektiv 52021259 Kern ¢ ={0} <= dimKern¢ = 0, ist ¢ nach ii) genau fiir n =1
injektiv, da dim Kern A = dim Kern¢ = n — 1.

(b) Wegen (b((il)) = (an + xQ) = A(?) mit A := (1 i) € K2%2 ist ¢ linear. Die Zeilennormal-
2

T1 + X2 2
1 1
0 0)°

form von A ist gegeben durch
Der Kern von ¢ ist der Kern von A und somit die Losungsmenge von A% = 0. In Zeilennormalform
ergibt dies die Forderung
r1+x2 = 07
1
-1
{¢(x) : © € K2}, die aufgespannt wird durch die Bilder der Einheitsvektoren ey, e, was gerade die

Spalten von A sind. Somit gilt
. . 1
Bild¢p = Bild A = {s(l) 1S5 € K}.

somit als Losungsmenge Kern¢ = Kern A = { ) 1S € K}. Das Bild von ¢ ist die Menge
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Aufgabe 4 (Ubung):

Sei
0 3 -1 1
— L =3 1 1 4x4
A=1_5 1 o of€<Rk
0 6 -2 3

Uberpriifen Sie, ob A regulér ist und berechnen Sie in diesem Fall A~!.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
Bringt man A in Zeilenstufenform, so findet man

-3 1 -1

OO O

1
=1
3
1
Damit hat A in Zeilenstufenform keine Nullzeile und damit vollen Rang, also Rang A = 4. Entsprechend

ist A regulér.
Bemerkung: Man kann sich obige Rechnung sparen, wenn man die Inverse direkt berechnet.

Thre Inverse ergibt sich durch

0 3 -1 1|1 0 0 0
1 -3 1 —-1]0 1 0 O -5 J
-5 1 0 0[]0 1 0 O J+
0 6 -2 3|0 0 0 1
1 -3 1 —-1/]0 1 0 O j+
. 0o 3 -1 1|1 0 0 O Bq(-2)
0 -14 5 —-5|0 5 1 0 QJr | -3
0 6 -2 3 10 0 0 1 +
1 0 O 0 1 1 0 O
1
- 03 -1 1 1 0 0 O j+ | -3
o0 1 -—-1]14 15 3 0 j+
0 0 0 1 /-2 0 0 1
1 0 0 0] 1 1 0 O
— 01 0 0] 5 5 1 0
0 0 1 0112 15 3 1
00 0 1|-2 0 01
Deshalb gilt
1 1 0 0
-1 5 5 1 0
4 12 15 3 1
-2 0 0 1
Aufgabe 5 (Tutorium):
Seien «, 8 € R. Seien
1 -1 2 . 1
A=10 1 o und b= |1
1 a—1 pg+2 3

Entscheiden Sie, in Abhéngigkeit von den Parametern o und g, ob die Gleichung AZ¥ = b l6sbar ist.
Berechnen Sie gegebenenfalls alle Losungen.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
Wir formen die Matrix so weit zu einer Zeilenstufenform um, wie die Allgemeinheit von o und 3 es

zulésst.
1 -1 2 1 (1) 1 -1 2|1
0 1 « 1 ] ~ 10 1 «al]l (—a)
1 a—1 g+2 |3 + 0 a (|2 J+
1 —1 2 1 jJr 1 0 24« 2
~ [0 1 « 1 ~ [0 1 « 1
0 0 f—a’®|2-a 0 0 B—0a?% |2—«

Nun folgt eine Fallunterscheidung.

1. Fall: B # a?. Seiy:= ;:;’2. Wir dividieren die dritte Zeile durch 8 — o und erhalten

a |2 ﬁ+ 10 0(2—(2+4a)y
1 + ~ [0 1 0 1—ay
Ty dicamar 00 1 5

v

1 0 2+
0 1 a
0 0 1

Das Gleichungssystem ist also eindeutig Losbar, die Losung lautet

—a?
2 (2+a)y 2- =% L [2-a-4
_ 1— _ _a(2-a) — —92
' VOW : 2P f—o 52_0?4
B—a?

und ist wegen 2 — « # 0 nicht 16sbar, da die erweiterte Matrix mit 3 einen héheren Rang hat als die
Matrix selbst.

3. Fall: B =a?% a=2 (also 8 = 4). Die Matrix hat die Form

1 0 4|2
01 21
0 0 010
und ist in Zeilennormalform. Ausgeschrieben lauten die Gleichungen
r1 +4x3 =2,
xo + 2x3 = 1.

Also

Tr1 = 2—4$3,
Ty = 1 —2.’1,‘3,

xr3 = I3.

x3 ist also ein frei wiahlbarer Paramter und der Losungsraum der gegebenen Gleichung lautet

2 —4
1] +s|—-2]lseK
0 1

Alternativ kann man in Matrixform den so genannten (—1)-Trick anwenden (siche Slide 50 - 52 in Kapitel
12). Ist die Matrix in Zeilennormalform, ergénze man die gesamte Matrix so durch Nullzeilen, dass
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die nicht erweiterte Matrix quadratisch ist und die Nicht-Nullzeilen ihre vorhandene erste Eins auf der
Diagonale dieser Matrix haben (dies ist hier bereits der Fall, links steht eine 3 x 3-Matrix mit ihren
Einsen auf der Diagonalen. Nun ersetzt man die Nullen auf der Diagonale durch (—1)en. Die spezielle
Losung des Gleichungssystems ist {iber die Spalte ganz rechts abzulesen, der Losungsraum der homogenen
Gleichung (mit Parameter davor) ist durch die Spalten der Matrix links gegeben, die zu einer eingefiigten
(—1) gehoren.

1 0 4]2 10 4 |2 2 4
001 21 |~]01 2 |1 ]~-{|[1]+s]2]]sek
0 0 010 00 (1) |0 0 -1

Hinweis: Der Vektor (4,2, —1) hat hierbei ein anderes Vorzeichen als bei der oberen Methode, durch die
freie Wahl von s € K handelt es sich jedoch um die Gleiche Losungsmenge.

=) =)

Bestimmen Sie in Abhéndigkeit von «, 3 eine Basis von Bild(A) und Kern(A), sowie alle Losungen & € C?
der Gleichung AZ = b.

Aufgabe 6 (Tutorium):
Seien a, 5 € C und

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6: B
Bringe zunéchst die erweiterte Matrix (A|b) durch Zeilenumformungen auf Zeilennormalform

1 a3 (=8) 1 « 3
(1) <6 2 4> Ak w(o 2—a64—36)'

o aff # 2: In diesem Fall ist (siche Definition 12.29 des Skriptes) dim Bild(A) = Rang(A) = 2. Also
ist Bild(A) = C?. Nach der Dimensionsformel (siche Satz 12.31) ist 2 = Rang(A) + dim Kern(A).
Also ist dim Kern(A) = 0 und Kern(A) = {6} Nach (3) auf Slide 41 des Skriptes ist das lineare
Gleichungssystem eindeutig losbar. Die Losung & erhélt man in diesem Fall durch

. 1 a 3 1 af 3 + 1 0] &
Alb _ —92 ],
( |)W(o 2aﬂ43[3>|~2_1aﬁ “(o 1] 5228 j(_a) o 1] =2

1 _ 1 6—4a
asof—m 4—3ﬁ .

o aff = 2: In diesem Fall ist dimBild(A) = Rang(A) = 1 (siche Definition 12.29 des Skriptes oder
Blatt 13 Aufgabe 3 (i)). Da Bild(A) die lineare Hiille von A ist (siehe Beispiel 12.11), muss

o)) ()}

gelten. Den Kern von A kann man mit dem (—1)-Ergédnzungstrick (siehe Slide 50-52 in Kapitel 12)
aus der Zeilennormalform von A ablesen und erhélt

Kern(A) = lin { (_O‘1> }

Das lineare Gleichungssystem ist genau dann l6sbar, wenn

- ) csmen-m{ ()} -3}

Dies ist genau fir a = % bzw. [ = % der Fall. Dann kann eine partikuldre Losung 2" aus der
obigen Zeilennormalform der erweiterten Matrix abgelesen werden. Ausgeschrieben lauten die
Gleichungen

3
.’£1+§ZE2:3
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T2 = To

_ 3 _3
also ist x5 ein frei wiahlbarer Parameter. Es folgt dann <3 )\2>\> mit A € C bzw. (g) + /\< 12>.

Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems ist nach Slide 41 aus Kapitel 12 des Skriptes

T e ()b {Q) o(2)pec)

mit 7= <g> gegeben.
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