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Aufgabe 1:
(a) Da A € R3*3 symmetrisch ist, ist A diagonalisierbar nach dem Spektralsatz.

(b) Fiir das charakteristische Polynom y 4 gilt fiir jedes A € C:

(=1) + + (=1)

-1-A 2 2 —1-A 2 0
Xa(\) = det(A—AI)=| 2 —1-X 2 | =| 2  —1-X 3+
2 2 —1-A 2 2 —3—-A
+ 2 2 +
3\ 2 0 -1 2 0
= B4+N|34+X —1-X 1| =B+N*1 1-x 1
0 2 -1 0 0 -1
2 -1 0 0 Entw. nach 2 -1 0 2
— BN 1 3-x 1 ook g BN = —3)(A+3)
0 0 1 2-ter Spalte 0 1

Daher ist spec(4) = {—3,3}. Die algebraischen Vielfachheiten sind mg(—3) = 2 und
me(3) = 1.

(c) Fiir jedes A € spec(A) gilt E4(\) = Kern(A — A\I3). Wir berechnen zunéchst eine Basis von
E4(X\) mit Hilfe des Gauf’schen Eliminationsverfahrens und des (—1)-Ergénzungs-Tricks.
Anschlieend werden diese mit dem Gram-Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahren zu
einer ONB von E4(\) transformiert:

o E4(—3):
2 2 2 (1) 7-(-1) 2 2 2\ |-(3) 111
A—(=3)I3=(2 2 2 s ~10 0 0 ~10 0 0
2 2 2 - 000 000
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Mit dem Gram-Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahren berechnet man
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Damit ist B_3 = {wWp, W} eine ONB von E4(—3).

o F4(3):
-4 2 2 -4 2 2 ()
A-3I = 2 -4 2 - ~( 2 -4 2 J+
2 2 -4 J+ 0 6 -6
—4 2 —4 2 2 a |- (=)
~ |0 -3 3 2]-(=5) ~[0 1 -1 (-2)
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1 0 -1
~ 01 -1
0 0 O
Folglich ist E4(3) = span {?2} mit
1
Up= |1
1

Mit dem Gram-Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahren berechnet man
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Damit ist Bz = {w2} eine ONB von E4(3).

(d) Es reicht aus, die Vektoren wy, w, Wy als Spalten von S zu schreiben

1 1 1

V2 V6 V3

_ 1 1 1

S = 2 V6. 3
0 —.,/2 L

3 V3

und als Diagonaleintréige von D die Eigenwerte von A zu nehmen (in der Reihenfolge, wie
sie S vorgibt)

-3 0 0
D=0 -3 0
0O 0 3



Nach dem Spektralsatz gilt F(—3) L E(3). Da B_3 und B3 ONBen von E4(—3) bzw.
E4(3) sind, ist S eine orthogonale Matrix. Daher gilt

St=g6T=

Aufgabe 2
(a) (i) Fir jedes a € R gilt

af“‘"(fﬂ y,2) — 2ez(z,y,2)
(V x fa)(@,y,2) = df"‘ L(z,y,2) — af‘“”(ﬂc Y, z)
6fw (z,y,2) — z)

—4a+2xz—2:cz+8 —4da+8
= 302 + 62%yz — 12 — 62%yz | = | 302 — 12
—a? 4+ 32222 4+ a? — 32222 0

fiir alle (z,y, z) € R3. Folglich ist
(VX fo)(,y,2) =0 Y(z,y,2) € R® & (—4a+8 = 0)A(3a*~12=0) @ a =2/’ =4 = a = 2.

Also ist M = {2}.

(ii) Fiir jedes a € M erfiillt f, die Vertriglichkeitsbedingung auf dem einfach zusam-
menhingenden Gebiet R3. Damit ist f, ein Potentialfeld und das Integral

/7 ga(7) - 47

ist wegunabhiingig (hingt nur von v(0) = 0 und (1) = (1,1,1)” ab). Wihle etwa
7 :[0,1] — R3 mit

t
) = |t
t
fiir alle ¢ € [0, 1]. Es ist dann
1
V()= |1
1

fiir alle ¢ € [0, 1]. Nach Obigem folgt

[0 = [ - LG A (0t

1
= / (a?2t +3t° — o®t + 17 — 8t — dat + 12t + 2t°) dt
0
1 2
—2)? o=
= /(6t5+t(a2—4a+4))dt_1+(0‘2)"‘_21,
0



(b) Sei 8" = {(z,y,2) € R¥: 2? + y? <1 Az =0}, die Einheitskreisscheibe in der z-y-Ebene,
sowie V = {(ac, y,2) ER3: 2?2 + 2 + 22 <1 Az > 0} die obere Hilfte der Einheitskugel.
Offenbar ist 0V = SUS’. Mit dem Satz von Gauf gilt
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Ferner gilt
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992 9gs
ox

(V-g)(x,y,2) = 7;(337,% z) + (x,y,2) = =22 cosh(gn2 + y2)

-~
=0 =0

(z,y,2) +

fiir alle (z,y, z) € R3. Mit Hilfe der Kugelkoordinaten ergibt sich
no= (0 9@ w.)
1 pr3 r2m
= 2/ / / rsin(9) cosh(r?(cos? () cos? (1) + sin?(p) cos?(9)))r? cos(d)dedddr
= —477/ / 73 sin(0) cos(?9) cosh(r? cos? () )dddr
= 27r/ [smh(r cosQ(ﬁ))]g odr
0

1
= —277/ rsinh(r?)dr = -7 [cosh(rZ)]izo = 7(1 — cosh(1)).
0

Wir stellen zunéchst fest, dass

fiir alle # € S’ gilt. Mit Hilfe der Polarkoordinaten folgt

o= [ 0@ i@ = [ @@= [ b))
= / /27r cosh(p? cos? () + p*sin?(¢))pdedp = / /%PCOSh )dedp

= —277/0 pcosh(p®)dp = —7 [sinh(p )]/1):0 = —msinh(1).

Insgesamt also

/ 9(Z) - i(Z)do(¥) = I — I = w(1 — cosh(1) + sinh(1)) =7 (1 - 1> .
S

(&

Aufgabe 3:

(a) Es gilt
fly) = (2 =14y 2xy)
fiir alle (z,y) € R2. Die kritischen Punkte (z,y) € R? von f werden durch
fl(zy) =0 (2> —1+y*>=0) A (2zy = 0)

charakterisiert. Es ist also x = 0 oder y = 0.
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e Ist y =0, so folgt mit 22 — 1+ ¢y*> =0, dass z € {-1,1}.
~—
=0

o Ist z =0, so folgt mit 2> —1+y2 =0, dass y € {-1,1}.
=0

L (1 L (-1 I .. (0
1= 0/’ V2 = 0 )’ Vg = 1 , SOW1e Uy = 1

genau die kritischen Punkte von f.

Insgesamt sind

Ferner gilt

_(2z 2y
fiir alle (z,y) € R2. Untersuche H(%;) fiir i € {1,...,4} auf Definitheit:

o Hy(v7): Es ist

. 2 0
Hf(1)1> = (0 2) = 2]2.

Also ist Hy(v7) positiv definit und ¢ ist die Stelle eines lokalen Minimums.

o Hy(¥): Es ist

. -2 0
Hy (o) = < 0 _2> = —2[.
Also ist Hy(v2) negativ definit und v ist die Stelle eines lokalen Maximums.

o Hy(v3): Es ist

Hy(03) = <(2) g) :

Bestimme die Eigenwerte von H(3). Sei dazu A € C. Es gilt

R A B S B CEEIOT)

Also ist spec (Hf(U3)) = {—2,2} und H¢(vh) demnach indefinit. Also liegt bei U3 keine
Stelle eines lokalen Extremums vor.

o Hy(uy): Es ist

Hy (i) = (_02 _02> — —H (7).

Also ist auch spec (Hf(v4)) = {2, =2} und H¢(v4) ebenfalls indefinit. Damit liegt auch
bei U4 keine Stelle eines lokalen Extremums vor.

(b) (i) Wir halten zuniichst fest, dass

1 3 1 3 1,3
Fl-1,>2,-S)=(=+4+)eiti—el=e—e=
( e 4> (4+4>e44 e e—e
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Die Existenz der gesuchten U, V und ¢ folgt mit dem Satz {iber implizit definierte

Funktionen, falls
OF 1 3
bl O T
0z < 47 4> 70

gilt. Tatséachlich ist

F
882(37,2/, Z) =—eV77 — (y - Z)eyiz
fiir alle (z,y, z) € R3. Insbesondere ist
oF 1 3
£ (‘ ’47‘4> =270

(ii) Ebenfalls nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen gilt

OF - oF
/ = — — - —_—
¢ (z,y) = <az (:c,y,sO(x,y))) e (z,y, o(z,y))
fir alle (z,y) € U. Wir berechnen
OF
il — ey — )V
o (5102 = 4 (g = e

fiir alle (z,y, z) € R3. Es folgt

e+ (y — 2)e?F
7(‘%.73/) = —Z — 1
Oy ey 4+ (y — z)eY

fir alle (z,y) € U.

Aufgabe 4:

(a) (i) Fir alle t € R gilt

1 1 2 2 et o el
= ____ = . = — . = 2i— . :
3—cos(t) 33— e‘“ri;*‘t 6—elt —e it i Gelt —e2it —1 (eit)2 — Gelt + 1

Wegen ~/(t) = ie!® fiir alle t € [0,27], gilt nach der Definition des komplexen Kurven-
integrals in der Tat

27 1 ) 2 ieit e 27 , e
/0 37dt = 21/0 @ dt = 2i Fy(@)Y (t)dt = 21/ f(z)d=.

— cos(t) 2 —6elt — 1 0 .

(ii) Die Nullstellen von z? — 6z + 1 sind
20=3-v9-1=3-2V2und z; = 3+2V2.

Also gilt
1
(z = 34+2v2)(2z — 3 —2V2)

fiir alle z € C\ {20, #1}. Insbesondere hat f bei 2y einen einfachen Pol und es gilt

L L 1 1 A2
Z20 2202 —3-2/2 4y2 8

fz) =




(iii) Der Weg ~ umléduft die isolierte Singularitéit zp von f ein Mal mit positiver Orien-
tierung (20| = |3 —2v2| < 1) und z gar nicht (Jz1] = 3 + 2v2 > 1). Mit dem
Residuensatz folgt

u ! = 2i = 2i(2miRes(f, z —47“@—@
/0 3(t)dth/vf(z)sz(Q Res(f,20)) = s = 3

— COS

(b) (i) Da g eine ungerade Funktion ist, ist ai(g) = 0 fiir alle k € Ny. Fiir k£ € N gilt ferner:

_ L [" . L Mg _2 7 g
Br(g) = 7_r/7rg(t) sin(kt)dt = W/wt sin(kt)dt = 7'['/0 \t/wdt
u(t) v’ (t)
a2 [ [ £ s
Part. Int. 2 [—COS(kt)] + - / t*_cos(kt) dt
T k =0 kEJo >N e—

u(t) v/ (t)

Part. Int. 2(*1)]“_1772 6 |:t2

: A
A + — 1% sm(kt)] Ly % /0 Zﬁ) sin(kt) dt
u(t v ()

/{Jcos(kt)dt)
2(—=1)ka2 12(—1)F 12

P 6
= . + E— [sin(kt)]_, = 2(—1)* (1{33 - k:>

™

t
—— COS(kt)] +
k t=0

| =

Part. e, 2(=1)Fx? 12
N k k2

(ii) Da fiir jedes tg € (—m, 7] die Grenzwerte

tggl+g(t) = g(to)+,
Jim g(t) = g(to)-,
. g(to+h) —g(to)+ /
1 =: t
W, n g o)+
. g(to+h) —g(to)— /
1 =: to)—
ita n g {to)

existieren, konvergiert die Fourier-Reihe fiir jedes solche ty nach dem Satz iiber die
punktweise Konvergenz der Fourier-Reihen gegen w. Insbesondere kon-
vergiert die Fourier-Reihe fiir jedes t € (—, ) gegen g(t) = t3.

Fiir t = 7 konvergiert die Fourier-Reihe von g nach Obigem gegen

(g(m+) + (g(m)—) _ 7+ (=7)°

= =0.
2 2
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