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LOsSUNGSVORSCHLAGE ZUR UBUNGSKLAUSUR

AurGaBe 1 (3+4+3=10 PuNKTE)
Gegeben sei fur a,b, c € R die Matrix

b 0
A= a cf.
c a

[e RS LN

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und deren zugehdrigen algebraischen Vielfachheiten.
Bestimmen Sie alle diejenigen Werte von (a,b,c) € R3, fiir welche A positiv semi-definit ist.

Fur den Rest der Aufgabe sei (a,b,c) = (5, 3,4).

b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix S, beziiglich welcher S~'AS diagonal ist, und
geben Sie S71AS an.

c¢) Geben Sie eine positiv-semidefinite Matrix W derart an, dass W* = A gilt. Es geniigt, W als
Produkt von bereits bestimmten Matrizen anzugeben und nachzurechnen, dass tatsachlich
W4 = A gilt.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Das charakteristische Polynom von A lautet

a-—2>A b 0
caM) =1 b a-1 ¢ |=@-N[(a-1)?*-c*]-b*a-))=(a-N)[(a—A)* - (b*+c?)),
0 c a-—A

wobei wir im zweiten Schritt nach der ersten Zeile (oder Spalte) entwickeln. Die Eigenwerte
von A lauten somit Ay =4, Ay/3 =a+ Vb? +c?. Da A als symmetrische Matrix diagonalisierbar
und Definitheit eine Ahnlichkeitsinvariante ist, ist A genau dann positiv semi-definit, wenn
alle Eigenwerte nicht-negativ sind. Das ist genau dann der Fall, wenn a > 0 und a? > b? + ¢? gilt.
Gilt b = ¢ =0, so gibt es genau einen Eigenwert, namlich a, und dieser hat dann algebraische
Vielfachheit Drei. Ist b = 0 oder ¢ # 0, so gibt es drei paarweise verschiedene Eigenwerte, deren
algebraische Vielfachheit jeweils Eins ist.



b) Wir bestimmen zunichst die Eigenrdume zu den Eigenwerte

030 -2
Es(5) = Kern(|3 0 4|)=lin(| 0 |),
040 2

=

¥5 3 0 5v2
E4(5+5) = Kern(| 3 F5 4 [)=1lin( i% )
0 4 F5 _4
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Definiert man
3 _4 3
5 12 5 5{2
S =|-— O —= |,
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so gilt
0 0 O
S'AS =10 5 0
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Da bei symmetrischen Matrizen Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stets orthogonal
zueinander sind und die Spaltenvektoren von S auflerdem normiert sind, ist S tatsachlich eine
orthogonale Matrix.

¢) Wir definieren

W := SDST
mit
0 0 0
D:=10 ¥5 o0 |[.
0 0 V10

Dann erhalten wir

00 0
W =(SDST)*=sD sTs DSTsDSTsDST =sD*sT=s5l0 5 0|sT=4
~——
o 0 0 10

mit dem in b) Gezeigten. Dabei verwenden wir, dass S eine orthogonale Matrix und daher
ST =571 ist.

AUFGABE 2 (2+3+3+2=10 PUNKTE)
Die Funktion f : R? — R sei gegeben durch

(x? +v°%)log(x* +v°) +x ,(x,v) = (0,0
0 ,(x,9)=1(0,0).

—
~

~
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f(x) :={

a) Zeigen Sie die Stetigkeit von f.

b) Bestimmen Sie alle Stellen, in denen f partiell differenzierbar ist, und berechnen Sie dort
die partiellen Ableitungen.

c) Zeigen Sie die Differenzierbarkeit von f.



d) Fiir welche v € R?\ {(0,0)} existiert die Richtungsableitung ?9_{(0:0) und fur welche v €
R\ {(0,0)} gilt Z(0,0) = (grad £(0,0) | v)?

LOSUNGSVORSCHLAG

a) AufR?\{(0,0)}ist f als Komposition stetiger Funktionen offensichtlich stetig. Sei nun (x,, v;,)nen
eine beliebige Folge in R?, die gegen (0, 0) konvergiere. Ohne Einschriankung gelte (x,,,v,,) # (0,0)
fur alle n € IN, da sonst (0, 0) hochstens ein Haufungswert von (x,,, v,,),, und damit 0 = f(0,0) ein
Hiufungswert von (f(x,,v,)), ist. Dann definieren wir z,, := x2 + y$ fiir alle n € N und erhalten
wegen der stetigen Fortsetzbarkeit von R* — R,z + zlog(z) in 0

lim z,log(z,) = 0.

n—-oo
Dies lasst sich mithilfe des Mittelwertsatzes oder der Regel von de I’'Hospital verifizieren.
Insbesondere erhalten wir so
f (o 9) = (65 + Pi) 10g (x5 +y13) + %, — 0= £(0,0)
im Grenzfall n — co.

b) f ist auf R?\{(0,0)} als Komposition (partiell) differenzierbarer Funktionen selbst (partiell)
differenzierbar. Es gelten
%(x,y) = 2x(log(x* + y6) +1)+1,

P
a—i(w) = 6y°(log(x* +3°) +1).

Aufierdem gelten

af 1 L 3
_8x(0'0) = 15% ?(f(t,O)—O) _15%(2t10g(t)+ 1)=1,
af 1 L 5 3
—ay(0,0) —}g%?(f(O,t)—O)—lg%& log(t) =0

wegen dem bereits in a) Erwdhnten.

c) f ist auBBerhalb von (0,0) als Komposition differenzierbarer Funktionen selbst wieder differen-
zierbar. Um die Differenzierbarkeit in (0, 0) zu zeigen, bemiithen wir Sarz 19.7 der Vorlesung.
Dazu zeigen wir also die Stetigkeit der partiellen Ableitungen, um die Differenzierbarkeit in
(0,0) zu erhalten. Fur (x,y) # (0,0) gelten zunachst mit zu dem oben analogem Argument

%(x,y) - g—i(0,0)‘ = 2|x|- |log(x2 + y6)| < 4|\/x2 +yolog \/x2 +90 >0,
d d 36 5 5
Liey)=Z0.0)| = oy llogla #3001 < 32+ 59 1ogl( 4597 0

wenn (x,y) — 0. Also sind die partiellen Ableitungen in (0, 0) stetig. Satz 19.7 liefert nun die
Differenzierbarkeit von f in (0,0). Damit ist f differenzierbar.



d) Mit SaTz 19.9 folgt nun wegen f’(0,0) = (0, 0) fiir alle w € R3 mit |w| =1

0
%(0,0) = (grad f(0,0) | w).

Sei v € R3\ {(0,0)} nun beliebig. Fiir v = 0 ist die Richtungsableitung nicht wohldefiniert. Dann
gilt mit einer leichten Nebenrechnung

d d
Y (0,00= 112 (0,0) = ligrad £(0,0) 1 w) = wylvl = v, = (grad £(0,0) ),

wobei w = (wy, wy) = v/|v| gesetzt wird. Damit gilt die Gleichheit fir alle v € R?\ {(0,0)}.

AUFGABE 3 (3+4+3=10 PUNKTE)
a) Gegeben seien das Vektorfeld

X1 X3

2

0)
’
T+xi+x3 1+x2+x

v:lR3—>1R3, (x1,x2,x3) > ( 2’

sowie der Weg
y:[0,1] > R3, t > (1 —t,2t, tanh(t)).

Zeigen Sie, dass v ein Potentialfeld ist und bestimmen Sie fy v(x)- dx.

b) Bestimmen Sie das Volumen, welches durch die Ebenen x; = 0, x, = 0, x3 = 9 und das
Paraboloid x3 = x% + x% im ersten Oktanten, d.h., x1,x;,x3 > 0, eingeschlossen wird.

c) Seien f(x,y) = y/x2+7y2(-y,x) fiir alle (x,y) € R*> und y : [0,27] — R?,t > (cost,sint).
Bestimmen Sie jyf(x) - dx.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Definiert man V(x,x;,x3) := %log(l + x% + x%), so gilt offensichtlich grad V = v auf R?. Dann
folgt mit Sarz 19.23

j v(x)- dx = J grad V(x)- dx = V(y(1))- V(y(0)) = V((0, 2,tanh(1))) - V((1,0,0)) = %log(;).
Y V4

Man hatte hier auch die Integrabilitatsbedingungen nachrechnen konnen und dann wegen der
Wegunabhingigkeit des Integrals einen anderen Weg mit demselben Anfangs- und Endpunkt
wahlen konnen.

b) Das beschriebene Volumen erhalt man mithilfe

3/ /2 9 3
= _r 3 _8lm
f[0,9]3 Clo<xt+xl<xy<9,x,,1,>0) AX = L (J; (Jﬂ dz) dqb)r dr = EJ; (9r—r’)dr = 5

¢) Wir erhalten direkt

_ 2 —sin(t)\ [—sin(t) B
J;/f(z) dz—L ( cos(t) )( cos(t) ) dt =2m.



AUFGABE 4 (3+3+4=10 PUNKTE)

a) Seiy:[0,27] = C, t — 3e'!. Berechnen Sie jy %

b) Seien f,g € H(C) mit |f| <|g| auf C. Zeigen Sie, dass eine Konstante a € C derart existiert,
dass f = ag auf C gilt.
Hinweis: Konstruieren Sie eine beschrankte Hilfsfunktion h: C\ {ze€ C| g(z) = 0} — C.

c) Aus der Vorlesung kennen Sie die Fouriertransformierte F g(&) = % vong:R—->Rx—
e M. Bestimmen Sie firr f : R — R, x 26% die Fouriertransformierte F f sowie
o 5 x*+6x+10
[ f(x)? dx.
—0o0
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Definiere
cos(z)—1
z3(z-2)(z - 2n)

Dann ist f holomorph und Bild(y) € U4(0) und U4(0) offen. Die isolierten Singularitdten von f
(in Uy(0)) lauten also 0 und 2. Die zugehorigen Residuen ergeben sich mithilfe von Aurcase 73
a) zu

dz

f:U40)\{0,2} > C, z—>

s g Cos(z-1 11 1
res(f,0) —i%zf(z)_iﬂz2(2—2)(2—2”)_ 2 4n 81

T _ .. cos(z)-1  cos(2)-1
res(f,2) = lim(z=2)f(z) = lim Bz-2n) 16(1-m)’

wie man z.B. mithilfe der Potenzreihenentwicklung von cos um 0 einsieht. Da die Windungs-
zahlen von y um 0 bzw. 2 jeweils Eins sind, liefert uns der Residuensatz

cos(z)—1 3 1  1-cos(2)
Lz3(z—2)(z—2n) dz = —2711(@ " 16(t—1) )

b) Zunichst einmal stellen wir fest, dass im Falle, dass g die konstante Nullfunktion ist, f wegen
|f| < |g| ebenfalls die konstante Nullfunktion sein muss. Wegen der Holomorphie besitzt g nur
isolierte Nullstellen, da sonst ¢ wegen des Identitatssatzes bereits die konstante Nullfunktion

sein musste. Insbesondere besitzt é und damit auch h := g (g0} nur isolierte Singularitdten

und ist als Quotient holomorpher Funktionen selbst holomorph. Da die Singularitdten von h
isoliert sind, existiert insbesondere um jede solche eine kleine Umgebung, in der keine weitere
Singularitat enthalten ist. Auf diesen Umgebungen gilt nach Voraussetzung

<1

-

Der RiemanNscHE HEBBARKEITssATZ liefert nun, dass h sich zu einer holomorphen Funktion
H € H(C) fortsetzen lasst, fiir welche wegen der Stetigkeit |[H| < 1 auf ganz C gilt. Nach dem
Sarz von Liouvitie ist H konstant. Insbesondere existiert ein a € C derart, dass f = ag auf
{g = 0} gilt. Wegen |f| <|g| sind aber Nullstellen von g auch immer Nullstellen von f, weswegen
wir die Gleichheit f = ag auf ganz C erhalten.

¢) Zunichst einmal gilt



Bekanntermaflen sind g und F g absolut integrierbar, wodurch die Voraussetzungen der INVER-
stonsroRMEL erfiillt sind. Dann gilt wie in AurcaBe 76 d)

g(x) = if ei*E(Fg)(£) dE = S F(Fg)(x).

21 )_o 27

Damit und mit dem Verschiebungssatz 23.4 und der Linearitdt der Fouriertransformation
erhalten wir

F — 63&]: F — qre3&i-lE]
£() = S-F(FR)(E) = mei el
Mit dem SaTz von PLaANCHEREL gilt auflerdem
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