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Aufgabe 1 ((7 + 4) + 9 = 20 Punkte).

(a) Es seien ‖⋅‖𝑎 und ‖⋅‖𝑏 Normen auf einem 𝕂-Vektorraum 𝑉.

(i) Zeigen Sie, dass ‖⋅‖, definiert für alle 𝑣 ∈ 𝑉 durch ‖𝑣‖ ≔ ‖𝑣‖𝑎 + ‖𝑣‖𝑏, eine Norm
ist.

(ii) Zeigen Sie, dass ⦀⋅⦀, definiert für alle 𝑣 ∈ 𝑉 durch ⦀𝑣⦀ ≔ ‖𝑣‖𝑎 − ‖𝑣‖𝑏, im
Allgemeinen keine Norm ist

(b) Für welche 𝛼 ∈ ℂ ist die Matrix

𝐴𝛼 ≔ (
𝛼 − 1 𝛼 + 1 0
0 𝛼 𝛼 − 1
𝛼 𝛼 − 1 0

)

invertierbar?

Aufgabe 2 (3 + (8 + 3) + 6 = 20 Punkte).

(a) Sei 𝑦 ∈ ℝ. Die Translation 𝜏𝑦∶ 𝐶per(ℝ, ℂ) → 𝐶per(ℝ, ℂ) sei für alle 𝑥 ∈ ℝ definiert
durch 𝜏𝑦(𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥 − 𝑦). Zeigen Sie, dass 𝜏𝑦𝑓(𝑘) = e−i𝑘𝑦 ̂𝑓(𝑘) für alle 𝑘 ∈ ℕ0.

(b) Es sei

𝑓∶ [−π, π], 𝑥 ↦ {
−1 𝑥 ∈ [−π, 0),

1 + 𝑥
π 𝑥 ∈ [0, π].

(i) Berechnen Sie die (komplexe) Fourierreihe von 𝑓.

(ii) Für welche 𝑥 ∈ [−π, π] konvergiert die Fourierreihe von 𝑓 gegen 𝑓?

(c) Berechnen Sie das Integral

∫
1

0
(∫

1

𝑦
exp(−𝑥

2

2 )d𝑥)d𝑦.

Hinweis: Vertauschen Sie die Integrationsreihenfolge.
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Aufgabe 3 ((3 + 5 + 5) + (5 + 2) = 20 Punkte).

(a) Es sei

𝑓∶ ℝ2 → ℝ, (𝑥, 𝑦) ↦ {
4√|𝑥𝑦|

𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0),

0 (𝑥, 𝑦) = (0, 0).

(i) Untersuchen Sie 𝑓 auf Stetigkeit.

(ii) Untersuchen Sie, für welche 𝑣 ∈ ℝ2 ⧵ {(0, 0)} die Richtungsableitung ∂𝑓
∂𝑣
(0, 0)

existiert und berechnen Sie diese gegebenenfalls.

(iii) Untersuchen Sie, ob 𝑓 differenzierbar ist.

(b) Es seien

𝛾∶ [0, 1] → ℝ3, 𝑡 ↦ (
𝑡2

𝑡 − 1
2𝑡

)

und

𝑣∶ ℝ3 → ℝ3, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦ (
𝑦2

2𝑥𝑦 + 2𝑦 + 3𝑧e𝑦𝑧
3𝑦e𝑦𝑧

) .

(i) Besitzt 𝑣 eine Stammfunktion? Geben Sie eine solche Stammfunktion an und
zeigen Sie, dass sie eine ist, sofern sie existiert.

(ii) Berechnen Sie ∫𝛾 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) ⋅ d𝑠.
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Aufgabe 4 (5 + 4 + (3 + 4) + 4 = 20 Punkte).

(a) Für alle 𝑧 ∈ ℂ schreiben wir wie üblich 𝑧 = 𝑥+i𝑦 für eindeutig bestimmte 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. Es
sei 𝑓∶ (−1, 1)2 → ℂ, (𝑥 + i𝑦) ↦ 𝑥 arcsin 𝑦 + i𝑦 arcsin𝑥. Untersuchen Sie, in welchen
Punkten 𝑥 + i𝑦 ∈ ℂ die Funktion 𝑓 komplex differenzierbar ist.

(b) Es sei 𝑓∶ ℂ → ℂ holomorph mit 𝑓(0) = 0. Zeigen Sie, dass die Singularität der
Abbildung ℂ ⧵ {0} → ℂ, 𝑧 ↦ 𝑓(𝑧)/𝑧 in 0 hebbar ist.

(c) (i) Es sei
𝛾∶ [0, 2π] → ℂ, 𝑡 ↦ 2ei𝑡.

Berechnen Sie das Integral

∫
𝛾

cosh(𝑧 − 1) − 1
𝑧 − 1 d𝑧.

Hinweis: Sie können verwenden, dass die Abbildung cosh∶ ℂ → ℂ, 𝑧 ↦ 1/2(e𝑧 +
e−𝑧) holomorph ist.

(ii) Es sei

𝛾∶ [0, 2π] → ℂ, 𝑡 ↦ {
2ei𝑡 𝑡 ∈ [0, π),
4
π𝑡 − 6 𝑡 ∈ [π, 2π].

Berechnen Sie das Integral

∫
𝛾

sin 𝑧
(𝑧2 + 1)2

d𝑧.

(d) Es sei 𝑓∶ ℂ → ℂ holomorph mit Re𝑓 ≤ 𝐶 für eine Konstante 𝐶 ∈ ℝ+. Zeigen Sie,
dass 𝑓 konstant ist.
Hinweis: Betrachten Sie 𝑔 ≔ exp ∘𝑓.
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