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Hohere Mathematik II fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschlag zur Modulpriifung

Aufgabe 1 ((7 + 4) + 9 = 20 Punkte).

(a) Esseien |||, und |||, Normen auf einem K-Vektorraum V.

(i) Zeigen Sie, dass |-||, definiert fiir alle v € V durch |jv|| := ||[v|l4 + ||V||p, €ine Norm
ist.
(ii) Zeigen Sie, dass |||-|||, definiert fiir alle v € V durch |||v]|| = |[v]la = |IlVllp, IM

Allgemeinen keine Norm ist

(b) Fiir welche a € C ist die Matrix

invertierbar?
Lasungsvorschlag.
(a) (i) Zunichst bemerken wir, dass ||| : V' — [0, o) aufgrund der Nichtnegativitit von
Il und ||-||p- Nun zeigen wir die drei Eigenschaften von Normen (N1), (N2) und
(N3).

(N1) Wir berechnen fiirallev € V
lol =0 < o, +lvll, =0 < |vl, = 0und o], =0 < v=0,

wobei wir in der zweiten Aquivalenz die Nichtnegativitit und in der dritten
Aquivalenz (N1) von ||-||, und ||-||, ausgenutzt haben

(N2) Wir berechnen fiirallev € Vund a € K
lav]l = flewll, + lleewll,, = lallloll, + lellivll, = lal(llvll, + llvl,) = lalll]l,

wobei wir in der zweiten Gleichheit (N2) von ||-||, und ||-||, ausgenutzt haben.

(N3) Wir berechnen fiir alle u,v € V
lu + vl = flu+vll, + llu+uvl,
< lullg + lloll, + i, + lloll,

= (Ilull, + lull,) + (ol + lvlly)
= [lull + o],

wobei wir in der Ungleichung (N3) von |||, und ||-||;, ausgenutzt haben.
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Somit ist ||-|| tatsdchlich eine Norm.

(ii) Esseien ||-||, und ||-||; die iibliche Norm auf R” fiir ein n € N. Dann gilt ||[v]|| =
lvlla — llvllp = O fiir alle v € R", also insbesondere auch fiir v # 0. Dies ist ein
Widerspruch zu (N1), also kann |||-||| keine Norm sein.

(b) Wir berechnen fiirallex € C

a—1 a+1 0

detA, =det| O a a-—1
a a—1 0
a—1 a+1
——(oc—l)det( a—l)

=—(oc—1)(_a1 ai)

=(a—1)((x—1)+ 20)

=(a—1)Ba-1),
wobei wir in der zweiten Gleichheit nach der dritten Spalte entwickelt haben und in
der dritten Gleichheit die zweite Zeile von der ersten abgezogen haben. Die Matrix

A, ist genau dann invertierbar, wenn det A, # 0, also genau dann, wenn o # 1 und
a #1/3. O

Aufgabe 2 (3 + (8 + 3) + 6 = 20 Punkte).

(a) Seiy € R. Die Translation 7, : Cpe(R,C) = Cper(R, C) sei fiir alle x € R definiert
durch 7,(f)(x) = f(x — y). Zeigen Sie, dass T/y‘\f (k) = e~k f(k) fiir alle k € N,,.

(b) Essei
-1 x € [-7, 0),
D -m 7], x e
rl | 1+ % x € [0, m].
(i) Berechnen Sie die (komplexe) Fourierreihe von f.

(ii) Fiir welche x € [—m, ] konvergiert die Fourierreihe von f gegen f?

[(f o5

Hinweis: Vertauschen Sie die Integrationsreihenfolge.

(c) Berechnen Sie das Integral

Losungsvorschlag.
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(a) Wir berechnen mit der Substitution £ := x — y und unter Ausnutzung der Periodizitét
von f

o _ 17 kg L [T ik(EE) A E — amiky £
50 = o f fee=yeirdx = — [ f@e kEME = e (k).
-7 —T—y
(b) (i) Zunichst berechnen wir

f0) =5 [ s

0
1
=—f —1dx+if
27 71
—T 0
T

2
—_l_}_l_l_i[lﬂ]
o2 2 2m2l2 o

Ferner berechnen wir fiir alle k € Z \ {0}

£ e—iktqs — k[ —lkt]tzo _ %«_Dk _ 1)_

Also gilt fiir alle k € Z \ {0}

f) = f Feikds

1 0 ) T T
= _(f _e—lktdt +/ e_lktdt+f _e—lktdt>
21 s
-7 0 0

= Flﬂc([ —1kt]t__7T [e—ikt]:fzo_ [%e—ikt]t=0+fo %e—iktdt)
= (1= D)+ (1= (1)) = (1) - e

1
= %(3(—1)" ~2)+ 555((-D - 1).

Damit sind alle Fourierkoeffizienten berechnet und die (komplexe) Fourierreihe
hat die Form

o

Z Ckeikt_

k=—o00

(ii) Da f stiickweise glatt und aufier in —m, 0 und 7 auch stetig ist, konvergiert die
Fourierreihe nach dem Darstellungssatz in allen auf3er diesen drei Punkten gegen
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f. Ebenfalls aus dem Darstellungssatz folgt, dass die Fourierreihe in diesen drei
Punkten nicht gegen f konvergiert, sondern gegen 3/2 bei —m und 7 sowie gegen
0 bei 0.

(c) Der Integrand ist auf R? stetig und ferner ist
B:={(x,y) €eR*: ye[0,1], x € [y, 1]} = {(x,y) € R?: x € [0,1], y € [0,x]}
ein Normalenbereich. Die obige Gleichheit gilt, da
ye0,1,x€[y,1] &< 0<y<x<1 < x€][0,1], y €[0,x].

Daher erhalten wir nach Seite 120 und 121 des Skriptes

1 rl x2 X2
ffexp(—;)dxdy=/exp(—T)d(x,y)
0 Yy B
= flfx exp(—x—2>dydx
o Yo 2
1 x2 .
=f exp<—7)[l]y=0dx
0
[ xeol-3)e
= X exp —7) X
-l
=|—exp -
x=0

=1-—e12 O

Aufgabe 3 ((3+ 5 + 5) + (5 + 2) = 20 Punkte).

(a) Essei
2

2 _
4 eyl —2

T ©N#00),

0 (x,y) = (0,0).
(i) Untersuchen Sie f auf Stetigkeit.

fiR2SR, (x,y)~

(ii) Untersuchen Sie, fiir welche v € R? \ {(0,0)} die Richtungsableitung %(0, 0)
existiert und berechnen Sie diese gegebenenfalls.

(iii) Untersuchen Sie, ob f differenzierbar ist.
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(b) Es seien

12
y:[0,1] >R t>|t—1
2t
und
y?
v: R R3, (x,y,2) = | 2xy + 2y + 3zeY?
3yeY?

(i) Besitzt v eine Stammfunktion? Geben Sie eine solche Stammfunktion an und
zeigen Sie, dass sie eine ist, sofern sie existiert.

(ii) Berechnen Sie fy v(x,y,z)-ds.
Lésungsvorschlag.

(a) (i) Inallen (x,y) € R%\ {(0,0)} ist f stetig als Komposition stetiger Funktionen. Fiir
(x,y) € R%\ {(0,0)} berechnen wir

\v—

fiir (x,y) — (0,0). Somit ist f in (0, 0) stetig.
(ii) Esseiv = (vy,0,) € R%\ {(0,0)}. Dann gilt fiir jedes t € R \ {0}

2 2

+
VXﬂx Y

x2 +y?

=4/lxyl -0

x2+y2

f@tv)— f(0,00 o} — Py, v? — V3
f =t |t ltvzlm =t k/ |U U2| 1 vg.

Der Grenzwert fiir t — 0 existiert genau dann, wenn v; = 0, v, = 0 oder v; = *v;,.
In diesen Féllen ist die Richtungsableitung 0, ansonsten existiert sie nicht.

(iii) Inallen(x,y) € R?\{(0,0)}ist f differenzierbar als Komposition differenzierbarer
Funktionen.

Losungsweg 1: Da nach Teilaufgabe (ii) nicht alle Richtungsableitungen exis-
tieren, ist die Funktion in (0, 0) nicht differenzierbar.

Losungsweg 2: Falls f in (0, 0) differenzierbar wire, so miisste nach der Rech-
nung in Teilaufgabe (ii) die Ableitung durch J¢(0,0) = (3, f(0,0), 3,,f(0,0)) =
(0,0) gegeben sein.

Mit der Definition der Ableitung miisste

|f(x,») = f(x,y) = J£(0,0) - (x,)
m =
(x,9)~(0,0) [[C3]
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(b)

®

(i)

gelten. Fiir (x,,y,) := (2/n,1/n) gilt jedoch
|f (%> yn) — £(0,0) — ]f(O’ 0) - (Xp, Yn)l
”(xn’yn)”
\/n—2 + 4n—2 %/211‘2
33/2n%n
5\/_\/_n2
3
WA

- 0

-2 2

4n~* —n~
4n—2 4+ n—2

fiir n - oo0. Daher ist f in (0, 0) nicht differenzierbar.

Es bezeichne F: R3 — R eine zu konstruierende Funktion, die hoffentlich eine
Stammfunktion von v ist. Auf der Suche nach F betrachten wir zunichst die erste
Komponente von v. Wir wissen, dass E.(x, y, z) = y,also F(x, y, z) = xy*+c(y, 2)
fiir eine Funktion ¢: R? — R. Aus der dritten Komponente von v zusammen
mit der vorherigen Uberlegung folgt, dass F(x,y, z) = xy* + 3e¥? + d(x, y) fiir
eine Funktion d : R?> — R. Leiten wir unser bisher konstruiertes F nach y ab,
erhalten wir F,(x,y,z) = 2xy + 3ze¥* + d,(x, y). Vergleichen wir das mit der
zweiten Komponente von v, scheint d(x, y) = y? eine plausible Wahl, sodass wir
bei F: R3 = R, (x,y,2) = xy* + y? + 3e¥? auskommen.

In der Tat ist dieses F eine Stammfunktion von v: Wir erhalten durch Gradienten-

bildung

y2

grad F(x,y,z) = | 2xy + 2y + 3zeY*
3yeY?

Da v eine Stammfunktion besitzt, hingt das Wegintegral nur vom Anfangs- sowie
Endpunkt des Weges y ab. Daher berechnen wir

f v-ds = f((1) - F(0)
Y

1 0
=flr|o])|-flr(-1
2 0
=1-02+402 + 392 —0(—=1)* — (=1)* — 310
=-1. O
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Aufgabe 4 (5+ 4 + (3 + 4) + 4 = 20 Punkte).

(a) Fiir alle z € C schreiben wir wie iiblich z = x +iy fiir eindeutig bestimmte x,y € R. Es

sei f: (=1,1)> - C,(x +iy) = xarcsiny + iy arcsin x. Untersuchen Sie, in welchen
Punkten x + iy € C die Funktion f komplex differenzierbar ist.

(b) Essei f: C — C holomorph mit f(0) = 0. Zeigen Sie, dass die Singularitit der
Abbildung C \ {0} - C,z — f(z)/z in 0 hebbar ist.

(c) (i) Essei
y: [0,2n] = C,t — 2.

Berechnen Sie das Integral

fcosh(z -1)— 1dz.
z—1

14

Hinweis: Sie konnen verwenden, dass die Abbildung cosh: C — C,z — 1/2(e* +

e~ %) holomorph ist.

(ii) Essei '
2elt t €[0,m),
y:[0,2n] > C,t > 4 4
—t—6 te€[m2n].
T
Berechnen Sie das Integral
sinz ,
’ (z2+1)2

(d) Essei f: C — C holomorph mit Re f < C fiir eine Konstante C € R,. Zeigen Sie,
dass f konstant ist.
Hinweis: Betrachten Sie g := expof.

Lésungsvorschlag.

(a) Wir setzen u: (-1,1)> - R,(x,y) = xarcsinyund v: (-1,1? - R,(x,y) ~
yarcsinx. Dann gilt f(x + iy) = u(x,y) + iv(x,y) fiir alle x,y € (—1,1). Zudem
sind u und v als Produkt reell differenzierbarer Funktionen auf ganz (—1,1)? reell
differenzierbar.

Wir {iberpriifen nun, fiir welche (x, y) € (—1,1)? die Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen gelten. Hierzu bemerken wir, dass fiir alle (x, y) € (-1, 1)?

u,(x,y) = arcsin y
X

iy

uy(x,y) =
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Y

V1-—x2

Uy(x,y) = arcsin x.

Ux(xa y) =

Damit gilt aufgrund der Bijektivitdt des Arcussinus
Ux(x,y) = vy(x,y) < arcsiny = arcsinx < y=x.

In diesem Falle gilt

Uy(x,y) = —Ux(x,y) = X - x — x=0.

V1—x2 - V1-—x?

Also ist f nur in 0 komplex differenzierbar.

(b) Losungsweg 1: Da f auf C holomorph ist, existiert eine Darstellung

f@) =] axz*
k=0

fiir alle z € C und feste a; € C fiir k € Ny. Da f(0) = 0, folgt ag = 0. Somit gilt

C k [ )

f@) _ Do W2 _

= p = Z azk1 = Z Q12
k=1 k=0

Also ist f(z)/z wieder holomorph auf ganz C und die Singularitit in 0 ist hebbar.
Losungsweg 2: Es gilt fiir alle z € C \ {0}
f@) _ f(2) - f(0)
-0

z z

- f(0)

fiir z — 0. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz ist die Singularitit in 0 also
hebbar.

Bemerkung: Die Darstellung der Residuen von Aufgabe 3 von Ubungsblatt 14 wurde nur
fiir Pole gezeigt. Da hier kein Pol auftritt, kann diese Darstellung nicht ohne weiteres
genutzt werden.

(i) Losungsweg 1: Wir setzen f: C —» C,z — coshz — 1. Dann ist f nach dem
Hinweis holomorph auf C. Ferner ist C ein einfach zusammenhingendes
Gebiet und y ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg. Also ist nach Teil-
aufgabe (b) die Singularitdt der Abbildung z — f(z)/z hebbar. Somit ist auch
die einzige Singularitit des Integranden des ersten Wegintegrals hebbar und
das Wegintegral nach dem Cauchyschen Integralsatz gleich 0.
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Losungsweg 2: Wir setzen f: C — C,z ~ cosh(z — 1) — 1. Dann ist f nach
dem Hinweis holomorph auf C. Zudem ist y ein stiickweise stetig differen-
zierbarer, einfach geschlossener und positiv orientierter Weg in der einfach
zusammenhéngenden offenen Menge C. Mit der Cauchyschen Integralformel
folgt also

f i (Z)l dz = 2mif(1) = 0.
Y

zZ —

Bemerkung: Die Darstellung der Residuen von Aufgabe 3 von Ubungsblatt 14
wurde nur fiir Pole gezeigt. Da hier kein Pol auftritt, kann diese Darstellung nicht
ohne weiteres genutzt werden.

(ii) Fiir das Wegintegral schreiben wir zunichst

sinz sin z

J&) = a1 = Grre -

Da der Weg die obere Hilfte des Kreises mit Radius 2 und Mittelpunkt 0 in der
komplexen Ebene umliuft, erkennen wir, dass wir fiir den Wert des Wegintegrals
lediglich die Singularitit bei z = i betrachten miissen. Zudem ist y ein stiickweise
stetig differenzierbarer, einfach geschlossener und positiv orientierter Weg in der
einfach zusammenhiéngenden offenen Menge C. Da die Singularitit bei z = i ein
Pol zweiter Ordnung ist, setzen wir g(z) := (z — i)?f(z) und berechnen

g(z) = d sinz
dz (z + )2
cosz(z +i)?> —sinz - 2(z + i)
(z+1i)4
cosz 2sinz
(z+i2 (z+1)3

sodass
(i) = cosi  2sini
W= G T @ip
_cosi isini
T4 4
= _%(eiz +eD 4 el — e(-D7)
1
4e’

Somit ist der Wert des Wegintegrals nach der Cauchyschen Integralformel fiir
Ableitungen (oder mit dem Residuensatz mit der Darstellung der Residuen aus
Aufgabe 3 von Ubungsblatt 14) —mi/(2e).
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(d) Wir schreiben f(z) = u(z) + iv(z) fiir zwei reellwertige Funktionen u und v. Dann gilt
fiirallez € C

8(2)| = lexp(f(2))] = lexp(u(2))|lexp(iv(2))| = |exp(u(2))| < €.

Da g als Komposition auf C holomorpher Funktionen auf C holomorph ist, folgt mit
dem Satz von Liouville, dass g konstant ist. Also gilt fiir alle z € C

0=g(2) = f'@) exp(f(2)),

also f’(z) = 0, da exp(f(z)) # 0 fiir alle z € C. Somit ist auch f konstant. (Man
beachte, dass der komplexe Logarithmus immer nur auf der geschlitzten Ebene stetig
ist und entsprechend aus der Konstanz von log g nicht direkt die Konstanz von f folgt,
weshalb wir hier das Argument mit der Ableitung wéhlen.) O

10



