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Aufgabe 1
2 0 0
a) Fiir das charakteristische Polynom von A = | 6 —4 6 | ergibt sich

3 -3 5

2—A 0 0 4 6

XA(A) = det(A — Al3) = det 6 —4—-X 6 =(2—A)det
3 -3 5-2A 35

=2-N((-4-N0E-N+18) =2-N)N-A-2)=—-(A—-2*A+1),

also ist —1 Eigenwert von A mit algebraischer Vielfachheit 1 und 2 ist Eigenwert von A mit
algebraischer Vielfachheit 2. Die zugehorigen Eigenrdume lauten

3 0 0 10 0 0
Es(-1)=Kermn(A+I3)=Kern |6 —3 6] =Kern |0 1 —2 =lin{| 2|},
3 =3 6 0 0 1
0 0 O —1 1 1 1
Es(2) =Kern(A —2I3) =Kern | 6 —6 6| = Kern ( Ol =lin{|1],] O |}
3 =3 3 0 0 -1

Insbesondere hat der Eigenwert —1 die geometrische Vielfachheit 1 und 2 die geometrische
Vielfachheit 2.

b) Wie in a) gesehen, stimmen fiir jeden Eigenwert von A geometrische und algebraische Viel-
fachheit iiberein. Daher ist A diagonalisierbar, d.h. es gibt eine reguliire Matrix S € R3*3 so
dass S~1 AS Diagonalgestalt hat. Um ein solches S anzugeben, kann man in jedem Eigenraum
eine Basis wihlen und die Basisvektoren als Spalten in eine Matrix schreiben. Beispielsweise
fiir die Matrix

1 1 0
S=11 0 2
0 -1 1
ergibt sich

2.0 0
S~tAas=1(0 2 o |,
00 —1

weil in den ersten beiden Spalten von S Basisvektoren von E4(2) und in der dritten Spalte
ein Basisvektor von E4(—1) stehen.

c) Sei B € R®3 mit AB = 0 (Nullmatrix). Da 0 kein Eigenwert von A ist, ist A regulr.
Multiplikation von AB = 0 mit A~! von links fithrt auf B = A~'AB = A~'0 = 0. Also gibt
es keine von der Nullmatrix verschiedene Matrix B mit AB = 0.



Aufgabe 2

a)

b)

Zweimalige Anwendung der Kettenregel zeigt: f € C?(R2 R). Der Gradient von f lautet

223 + xy?

gradf(a:,y) = <3§‘2y + 6y —6

), (z,y) € R

Die erste Komponente von grad f(z,y) verschwindet genau dann, wenn x(2x? + 32) = 0 gilt,
also wenn x = 0 oder 222 + y? = 0 ist. Da Letzteres nur fiir x = 0 und y = 0 erfiillt ist, ergibt
sich z(222 4+ y?) = 0 genau fiir z = 0.

Fiir z = 0 lautet die zweite Komponente von grad f(z,y): 6y — 6. Genau fiir y = 1 ist diese
=0.

Damit ist (0,1) der einzige kritische Punkt von f.
Die Hesse-Matrix von f ist gegeben durch

622 +y*> 2z
Hf(.fC,y) = ( Qxyy 562 _516> ’ (‘Tay) € R2'

H¢(0,1) = <(1) g) hat die beiden positiven Eigenwerte 1,6 und ist somit positiv definit.
Daher besitzt f in (0,1) ein lokales Minimum mit f(0,1) = —3.

Da f auf R? stetig und M = {(x,y) € R? : 22 + y? < 4} abgeschlossen und beschrinkt ist,
nimmt die Funktion f auf M ihr Maximum und Minimum an.

1. Schritt: Untersuchung von f auf inn M := {(z,y) € R? : 2% + y? < 4}.

Wir haben im a)-Teil gesehen, dass f in (0,1) € inn M ein lokales Minimum hat und keine
weiteren lokalen Extremstellen auf R? (und damit insbesondere auch auf inn M) besitzt.

2. Schritt: Untersuchung von f auf S := {(z,y) € R? : 2% + y* = 4}.

Wir verwenden die Multiplikatorenregel von Lagrange: Ist
h:R* = R, h(z,y) = 2° +y* — 4,
definiert, dann gilt S = {(x,y) € R? : h(x,y) = 0} sowie

W(x,y) = (22 2y)
und rgh/(z,y) < 1 ist dquivalent zu x = y = 0, was jedoch fiir (z,y) € S nicht vorkommt.
Also gilt rgh/(z,y) = 1 fiir alle (z,y) € S.
Wir betrachten die Lagrangefunktion
1 1
L: R =R, L(z,y,A) = f(2,y) + A(z,y) = 5 a' + 5 2%y + 39" — 6y + \a” + 37 = 4).

Es gilt
223 + xy? + 2)\x
grad L(z,y,\) = [ 2%y + 6y — 6 +2\y

2?2 +y? -4
und grad L(z,y,\) = (0,0,0) ist dquivalent zu:
223 + xy? + 202 =0 (1)
22y +6y—6+2Xy =0 (2)
2 4+y?—4=0 (3)



1. Fall: # = 0. Dann ist stets (1) erfiillt. Aus Gleichung (3) folgt y? = 4, also y = 2 oder
y = —2. Gleichung (2) ist im Fall y = 2 fiir A = —3/2 und im Fall y = -2 fir A = —9/2
erfiillt.

2. Fall: z # 0. Gleichung (1) lautet dann 222 + y? + 2\ = 0. Setzt 22 = 4 — y?, was aus (3)
folgt, hierin ein, so ergibt sich

y? —8

24— 1)+ 4+220=0 <= 88—y +22=0 = A= 5

Einsetzen in (2) ergibt
3
22y + 6y —6+ (¥ —8)y =0 L (4—y*)y+6y—6+ (1> —8)y=0
— 2y—-6=0 <<= y=3.

Dies steht im Widerspruch zu (3).
Fazit: (0,2) und (0, —2) sind die einzigen Kandidaten fiir Extremstellen von f auf S.

Ein Vergleich der Funktionswerte
f£(0,2) =0, f(0,—2) =24
zeigt unter Beriicksichtigung des Ergebnisses aus dem 1. Schritt

min z,y) =—3 und max f(x,y) = 24.
oin F(@,y) e )

Aufgabe 3

a)

b)

Da alle partiellen Ableitungen von ¥ auf R? stetig sind, gilt ¥ € C'(R?,R?). Die Menge G
ist offen und konvex, also ein Gebiet. Ferner besteht G aus endlich vielen reguldren Kurven
(Teil einer Parabel und einer Geraden). Nach dem GauBschen Integralsatz gilt

[7-a5= [[ucmsa o = [[evr1 2w = [[1de)
G G G
—/2/;41dydaﬁ—/2(9—x2)da}—36.

Da R? einfach zusammenhiingend und ¥ ein C'-Vektorfeld ist, stellt ¥ genau dann ein Poten-
tialfeld auf R? dar, wenn die Vertriglichkeitsbedingungen erfiillt sind.

Ist ¥(x,y) =: <5;Ei’ Z;) gesetzt, so gilt fiir jedes x,y € R

Opv1 (2, y) = 2xg(zy) + (1 + 22y)g'(xy)z,
Orva(w,y) = dag(zy) + 2279 (zy)y.
Daher ergibt sich fiir alle x,y € R
Opvr(z,y) = Owva(x,y) = 2zg(ay) + g (zy) = dzg(zy) <=  xg'(zy) = 2xg(zy).
Dies ist genau dann erfiillt, falls ¢/(t) = 2g(t) fiir alle ¢t € R gilt, also genau fiir g(t) = Ce?,
t € R, wobei C € R eine beliebige Konstante ist. Die Forderung ¢g(0) = 2 fithrt auf C' = 2.
Fazit: Ist g(t) := 2€%', t € R, gesetzt, so gilt g(0) = 2 und ¥ stellt ein Potentialfeld auf R? dar.

Nun berechnen wir ein zugehériges Potential f: R? — R. Wegen 9, f(z,y) = 4a%e*¥ + 1 gilt
f(z,y) = 22e?* + y + h(x) fiir eine differenzierbare Funktion h: R — R. Aus 0,f(z,y) =
2e2%Y + 4rye®™ + ' (x) und O, f(x,y) = vi(x,y) folgt h'(x) = 0; dies ist beispielsweise fiir
h = 0 erfiillt. Somit gilt Vf = 7 fiir f(x,y) = 22e*Y + v, (x,y) € R2.



Aufgabe 4

a)

b)

Das charakteristische Polynom der homogenen Gleichung 3" + 3y’ + 2y =0
p(A) = X2 +30+2=(A+1)(A+2)
besitzt die jeweils einfachen Nullstellen —1 und —2. Somit ist

¢i(t) :==e", Pa(t) = e
ein zugehoriges Fundamentalsystem und fiir die allgemeine Losung yy der homogenen Glei-
chung ergibt sich yg = c1¢1 + ca¢2 mit c1,co € R.

Da die rechte Seite der inhomogenen Gleichung 6te!? lautet und 1 keine Nullstelle von p ist,
kann man eine spezielle Losung yp der inhomogenen Gleichung y” + 3y’ + 2y = 6te’ mit dem
Ansatz yp(t) = (at + b)el, a,b € R, erhalten. Dieser fiihrt wegen

Yp(t) = (at + a + b)e’, yp(t) = (at + 2a + b)e
auf
(at +2a+b) + 3(at + a +b) + 2(at + b) = 6t.
Koeffizientenvergleich ergibt 6a = 6 und 5a + 6b = 0, also a = 1 und b = —5/6.
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung y” + 3y’ + 2y = 6te! lautet deshalb

y(t) = yu(t) +yp(t) = cre " 4+ coe 2 + (t — 5/6)e! (c1,c2 € R).
Insbesondere ergibt sich
y(0) =c1+c2—5/6 sowie y'(0)=—c1 —2¢2+1—5/6.

Es soll y(0) = 1 und 3/(0) = 1 gelten, d.h. ¢;+c2—5/6 = 1 und —c; —2¢2+1—5/6 = 1. Dies ist
dquivalent zu ¢ + c2 = 11/6 und —c; — 2¢o = 5/6. Nach Addition dieser beiden Gleichungen
sieht man co = —8/3, was dann auf ¢; = 9/2 fiihrt. Die Losung des Anfangswertproblems ist
somit gegeben durch

y(t) =9/2e " —8/3e 2 + (t — 5/6)

i) Der Integrand F'(z) := m ist auf C\{1, 143} holomorph. Nur die Singularitét
1 liegt innerhalb des Integrationsweges |z + i| = 3. Da 1 eine einfache Nullstelle des
Nennerpolynoms von F' ist und der Z&hler von F' in 1 nicht verschwindet, besitzt F' in
1 eine Polstelle erster Ordnung. Deshalb ist

53

res(F; 1) = (2 — 1) F(2) = CoTomE| - _

O =

und nach dem Residuensatz gilt

211

/ F(z)dz =2mires(F; 1) = ———.
lo—i|=2 9

ii) Der Integrand F(z) := z3¢}/?* ist auf C\ {0} holomorph und besitzt in 0 eine wesentliche
Singularitidt. Aus der Reihenentwicklung

. kw% St tgatgat

lasst sich res(F'; 0) = % ablesen. Da 0 innerhalb des Integrationsweges |z — 1| = 2 liegt,

erhalt man nach dem Residuensatz

/ F(2)dz = 2mi res(F; 0) = mi.
|z—1]|=2



