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Aufgabe 1

a)

i)

iii)

Um zu begriinden, dass B := (b1, be, b3) eine Basis von V := Lin(by, b, b3) ist, reicht
es zu zeigen, dass die Funktionen by, by, b3 in C1(R) linear unabhéngig sind. Seien dazu
c1,62,c3 € R mit ¢1by + cabs + c3bs = n. Hierbei bezeichnet n: R — R, x — 0 die
Nullfunktion, also den Nullvektor in C1(R). Fiir alle € R gilt dann

cysin?x + ey sinz cosz 4 czcos’x = 0. ()

Speziell fir z = 0 und = = 7/2 ergibt sich c3 = 0 bzw. ¢; = 0. Deshalb lautet (*) dann
cosinx cosx = 0. Setzt man hierin z.B. x = 7/4 ein, so folgt auch ¢y = 0.
Insgesamt hat man c¢; = ¢ = ¢3 = 0, so dass by, bg, b3 linear unabhéngig sind.

Da
b (x) = 2sinz cosx = 2bs(x),
by(x) = cos® z — sin® z = bz(x) — by(z),
Vy(z) = —2cosx sinz = —2by(x)
fiir jedes x € R gilt, ergibt sich
Lby = 2b) + by =4by+ b1 €V,
Lby = 2bl, 4+ by = 2b3 —2by + by €V, (k)
Lbsy = 2b5 + b3 = —4by + b3 € V.
Also bildet L tatséchlich von V nach V' ab. Auflerdem ist L linear, denn fiir alle o, 8 € R
und alle f,g € V gilt aufgrund der Linearitidt der Ableitung (vgl. HM I)
L(af + Bg) = 2(af + Bg)' + (aof + Bg) = 20"+ 289" + af + By
= a(2f" + f) + B(29' + 9) = aL(f) + BL(g) -

Die Darstellungsmatrix von L beziiglich der Basis B kann man sofort den Gleichungen
in (%) entnehmen

1 -2 0
4 1 -4
0 2 1
Wegen w(x) = sinx cosz + cos® ¥ = ba(x) + b3(x), € R, lauten die Koordinaten von w

beziiglich der Basis B
0

—_

1

Mit der Darstellungsmatrix aus ii) ergibt sich daher fiir die Koordinaten von Lw beziiglich
der Basis B

1

2 1
woraus (Lw)(x) = —2b;(z) — 3ba(z) + 3b3(z) = —2sin® v — 3sinx cosz +3cos’z, € R,
folgt.



b) Da die gesuchte Matrix A Eigenvektoren aus dem R? hat, gilt A € R?*2. Da die beiden
Eigenwerte A1, Ao verschieden sind, ist A diagonalisierbar. Deshalb erhélt man fiir die Matrix
2 2
5= <3 4> ,
deren erste Spalte aus dem Eigenvektor #; zum Eigenwert 2 und deren zweite Spalte aus dem
Eigenvektor 75 zum Eigenwert —1 besteht,
2 0
“14q_ _.
STHAS = (0 _1) =:D.
Es folgt
2 0\1/4 -2 2 2 4 =2 11 -6
A = D -1 = — = = .
SDS s (0 —1) 2 <—3 2 ) (3 4) (3/2 —1) <18 —10)
Aufgabe 2

a)

b)

i) Fiir die Ableitungen ergibt sich

f(z,y,2) = (y x 322) e RS (z,y,2) € R?,
und
2u -1
G (u,v) = | cosu 0 e R3>*? (u,v) € R?.
0 —sinwv

ii) Mit der Kettenregel folgt fiir die Ableitung der Funktion h := fog: R? = R

2u -1
W (u,v) = f(G(u,v)) §'(u,v) = (sinu w? —v+2 3cos?v) | cosu 0
0 —sinv
= (2usinu+ (u? —v+2)cosu —sinu — 3cos?v sinv) € RM*?, (u,v) € R?.

iii) Da die Funktion ¢ im Punkt (1,2) differenzierbar ist, gilt fiir @ := (3,4)

2 -1 3 2
Dyg(1,2) = §I(1a2)175 = | cosl 0 <4> = 3cos1 | e R3.
0 —sin 2 —4sin2

Nach Einsetzen der zweiten Nebenbedingung y = z in die Funktion f sieht man, dass es
reicht, Maximum und Minimum von

FiRP SR, (,y) - 20+2

unter der Nebenbedingung 2 4+ y? = 1 zu berechnen.

Fiir (z,y) € R? definiere g(z,y) = #* +y* — 1. Da die Menge S := {(z,y) € R? | g(z,y) = 0}
beschrinkt und abgeschlossen ist, nimmt die stetige Funktion f darauf ihr Maximum und ihr
Minimum an; die Existenz der globalen Extrema ist also gesichert.

Zur Bestimmung der globalen Extrema von ]7 auf S verwenden wir die Multiplikatorenregel
von Lagrange. Zunéchst iiberpriifen wir die Voraussetzungen: Sowohl f als auch g sind auf
R? stetig differenzierbar. Wegen

g'(z,y) = (2z 2y)



gilt rang ¢'(z,y) < 1 genau fiir z = y = 0; der Punkt (0, 0) erfiillt jedoch die Nebenbedingung
g(x,y) = 0 nicht. Also erhalten wir sémtliche Kandidaten fiir Extremstellen durch Anwenden
der Multiplikatorenregel von Lagrange: Wir setzen

L(w,y, ) := flz,y) + Aglx,y) = 20+ 2y + A(2® +¢* — 1)
und losen dann das Gleichungssystem VL(z,y,\) = 0, also:

242X =0
242y =0
2 4+y?—1=0

Subtraktion der zweiten von der ersten Gleichung fithrt auf 2A\(x—y) = 0, was genau fiir A = 0

oder x = y erfiillt ist. Im Fall A = 0 lautet die erste Gleichung 2 = 0; diese ist stets falsch.

Fiir = y ergibt sich nach der dritten Gleichung 222 = 1, d.h. = % 2 oder z = —3/2.

2
Wegen f(3v/2,3v2) = 2v2 und f(—3v2,—v2) = —2v/2 folgt

max_f(x,y) = f(%\/i %\@) =22 und min f(z,y) = f(—% 2, —%\/5) =—2V2.

(z,y)es (z,y)eS

Unter Beriicksichtigung dieser Rechnung erhélt man als Ergebnis der urspriinglichen Aufgabe,

dass f unter den beiden Nebenbedingungen 22 + 32 = 1, y = z im Punkt (%\/5,% 2,% 2)

sein Maximum 2v/2 und im Punkt (—% ,—%\f, —% 2) sein Minimum —92v/2 annimmt.

Aufgabe 3

a)

b)

i)

ii) Esgilt D={(z,y) e R? | y? <2 <2—y, 0<y<1} und daher

1/ r2—y 1 N 1 , .
//wyd(ﬂxy):/ </2 xydﬂf)dyz/ yl3a ]z:yaydyz/ y(5(2—y)* - 3y') dy
/s 0 \Jy 0 0

1

=1
=/ 2y =2+ 3" — 3y dy = [v" 5" + ' - 'S = 5
0

i) Fiir jedes a € R ist die Funktion #, auf der einfach zusammenhsingenden Menge R3
stetig differenzierbar. Daher ist ¢, genau dann ein Potentialfeld, wenn rot v, = 0 gilt.

Wegen
2y —ay (2—a)y
rot Uy (z,y,2) = [ cosz —cosz | = 0
0-0 0



gilt rot T, (z,y, z) = 0 fiir alle (z,y,z) € R® genau dann, wenn o = 2 ist. Also ist &, nur
im Fall o = 2 ein Potentialfeld. f: R? — R sei ein zugehoriges Potential, d.h. Vf = .
Da 0, f(x,y, z) = sin z gelten soll, ergibt sich

f(w,% Z) =xsinz + c(y, Z)

mit einer geeigneten Funktion c¢: R? — R. Es folgt 9, f(z,y, 2) = dyc(y, z), und dies soll
= 2yz sein. Das bedeutet c(y, z) = y?z + d(z) mit einer gewissen Funktion d: R — R.
Somit ist

f(z,y,2) = xsinz + 322 + d(2),

woraus 0, f(z,y, z) = x cos z+y?+d'(z) folgt. Damit ergibt sich die Forderung d'(z) = 0,
was auf d(z) = C fiir eine beliebige Konstante C' € R fiihrt. Insgesamt hat man

f(z,y,2) =xsinz +y’2+C.
Bei v gilt nach Definition des Kurvenintegrals
x x sint —sint

/170-d§:/ JO(F(t))-F’(t)dt:/ 0 | cost | at
¥ 0 0 1

cos?t + sin?t

IS
njw

T_3
=4qm.

Ol

3 3
2™ 2™
:/ —sin2t+1dt:/ cos? tdt = [%t—i—%cost sint}
0 0

Bei dem Potentialfeld 72 dagegen kann man auf das in Teil i) bestimmte Potential f
zuriickgreifen

/UQ.dg: FFET) — F(7(0)) = £(0,—1,37) — £(1,0,0) = 3.
.
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