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HOuERE MATHEMATIK Il FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

BACHELOR-MODULPRUFUNG

AurGABE 1 (2+4+1+3=10 PUNKTE)
Gegeben sei die Matrix

4 3 2
A=|-1 -1 -1}].
-7 =5 -3

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A inklusive ihrer algebraischen Vielfachheiten.
b) Geben Sie zu jedem Eigenwert von A den dazugehdorigen Eigenraum an.

c) Bestimmen Sie, falls moglich, eine invertierbare Matrix S € R3*3, sodass S1AS eine
Diagonalmatrix ist und geben Sie diese Diagonalmatrix an.

d) Berechnen Sie A2016,

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch

4-1 3 2
pa(d)=det(A-AI)=| -1 -1-A7 -1
-7 -5 -3-A

PES (4= D)1= N30+ 3- (1) (<7) + (<1) - (-5) -2

=(=7)-2-(-1=2) = (=1)-3-(-3- 1) = (=5) - (1) (4= 1)
= (=A% +131+12)+21+10—(14+141)—(9+31)—(20-51)
=V +A=-1A+1)(A-1).

Somit sind die Eigenwerte —1,0 und 1, jeweils mit algebraischer Vielfachheit 1.



b) Es gilt

5 3 2 j+
Es(-1)=Kern(A+I)=Kern| -1 0 -1 5 9(=7) | (—1)<J
-7 -5 =2 A+
1 0 1 1 0 1
=Kern|0 3 -3 3]-3 =Kern|0 1 -1
0 -5 5 ]+ 00 O
1 -1
=lin{| -1 |} = lin{ }
-1 1
sowie
P B
EA(0) =Kern(A)=Kern| -1 -1 -1 4 J
-7 -5 -3 J
1 1 1 ﬁ 1 0 -1
=Kern|0 -1 -2 2 J(-1) |-(-1) =Kern|0 1 2
0 2 4 :l+ 00 O
-1 1
=lin{| 2 |}=lin{|-2|}
-1 1
und
PR )
Es(l)=Kern(A-I)=Kern| -1 -2 -1 3 J
-7 -5 -4 <—J
1 2 1 1 2 1 j+
=Kern|0 -3 -1 3|-—% =Kern[0 1 1 (-2)
0 9 3 1+ 0 0 0
1
=Kern|0 1 % = lin{ % }=1lin{| 1 |}
000 -1 -3
c) Nach Vorlesung gilt mit
-1 1 1
S=l1 -2 1],
1 1 -3
dass
-1 0 0
S'AS=|l0 0 of|=D
0 0 1



d) Es gilt nach ¢) A =SDS™! und somit

1
A%016 = (sp§1)2016 = (spDS~1)(SDS7!)...(SDS7Y)(SDS™!) = sD?016s1 = g0
0

o O O

Wir berechnen S~! {iber

-1 1 1 |1 00 -1 1 1100ﬁ+
1—21010]+ =lo -1 2 |1 10 2
1 1 -=-3]/0 01 N 02—2101]+
-1 0 3|21 0 )
= —12110] )
0 213 21 (=3) —1 |1
1003 2 3
=101 0|2 1 1
00131 3
und somit
-1 1 1)1 0 0)(3 3 (-1 0 1)(3 3 (-1 -1 -1
A6 11 2 11lo o of]|2 1l=l1 o 11|[2 1l=14 3 2
3 1 3 1
1 1 -3Jlo o 1){3 3 1 o0 -3)13 1) =2 -1 o
Alternativ sehen wir, dass
-1 -1 -1 4 3 2
A’=14 3 2, Ad=|-1 -1 -1|=4,
-2 -1 0 -7 -5 -3

Also gilt auch A> = A3. A2 = A- A? = A3 = A und somit induktiv A?"*! = A fiir n € IN. Damit
erhalten wir A215 = A und durch Multiplikation mit A schlieflich

-1 -1 -1
Ao =AT=14 3 2
-2 -1 0

AurGABE 2 ((5+2)+3=10 PunkTE)
a) Sei f : [0,7]*> — R gegeben durch

f(x,v) =sin(x)sin(y)sin(x + p).
(i) Bestimmen Sie die beiden kritischen Punkte von f in (0, 7).
Hinweis: tan(u) = —tan(v), u € (0,7)\{F},v € (0,2m)\ {7, 37"} S vel{n—u,2n-u}.

(ii) Zeigen Sie ohne die Hesse-Matrix, dass es sich dabei um globale Extrema auf [0, 7t]?
handelt.
Hinweis: Die Beantwortung der Frage ist auch moglich, ohne (i) gelost zu haben.



b) Fir welche a, 8, € R definiert g : R3 > R3,

x+2y+az]

§(xy,2)=| px-3y-z
dx+yy+2z

ein Potentialfeld? Geben Sie fiir diesen Fall ein Potential G an.

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

(i)

f ist stetig differenzierbar auf ganz R? mit

_ [sin()[cos(x)sin(x + ) + sin(x) cos(x + v)]\ _
vi(xy) = (sin(x)[cos(y)sin(x +79) +sin(y)cos(x + ) ]) B ( )
sinz0 auf (0,7) (cos(x)sin(x +p) +sin(x)cos(x+y)| (0
< cos(y)sin(x + ) +sin(y)cos(x +y)| ~ \0

(1)

Fiir x = 7 steht oben cos(% +v) = 0, was wegen v € (0, ) nicht méglich ist.
Fiir y = 7 steht unten cos(x + ) = 0, was wegen x € (0, ) nicht méglich ist.
{n 3n}

Firx+ye erhalten wir

cos(x)sin(x+p)| (0
cos(y)sin(x+y)) \0)

also wegen sin(x + ) € {+1} gerade cos(x) = cos(y) = 0, also x =y = 7, somit x +y = 7, ein
Widerspruch.

Auflerhalb dieser Stellen ist nun das Teilen durch cos(x),cos(y) und cos(x + v) erlaubt und
es ergibt sich

] cos(x)sin(x+p)| [—sin(x)cos(x+7) tan(x+y)| (—tan(x)
(1)< cos(y)sin(x+y)] \—sin(y)cos(x + ) < tan(x+y)) \-tan(y)/

also insbesondere tan(x) = tan(y), womit x = v folgt, da der Tangens auf (0, )\ {5} bijektiv
ist. SchlieSlich bedeutet dies

(2) © x =y und tan(2x) = —tan(x).

Aus dem Hinweis folgt nun fir x (ersetze u durch x und v durch 2x) 2x € {7t — x, 27 — x},

also x € {%, 27I} Die kritischen Punkte sind demnach (5, §) und (23", %”)

Da f stetig ist auf der beschriankten und abgeschlossenen, also kompakten Menge [0, 7c]?
(karthesisches Produkt zweier beschrankter und abgeschlossener Intervalle), nimmt sie
laut Vorlesung ihr Maximum und Minimum auf dieser Menge an. Weil auf dem Rand
dieser Menge immer entweder x € {0, 7t} oder y € {0, 7t} gilt, ist f dort 0. Da f nicht
konstant 0 ist und sowohl positive als auch negative Werte annimmt (wie wir gleich sehen
werden), miissen die Extrema demnach im Inneren und damit an den beiden kritischen



Punkten angenommen werden. Es gilt

2 3v3 21 2 2 2 4 3vV3
f(5.3) =sin(3)sin(3)sin(57) = Tf f(5 50 =sin(F)sin(S)sin(50) = —T(.
Also nimmt f in (5, §) sein Maximum %g und in (27”, 27”) sein Minimum —%E an.

Abgesehen davon, dass man die genauen Punkte und Werte nicht angeben kann, funktio-
niert obige Argumentation auch ohne Wissen tiber die Lage der kritischen Punkte. Wir
haben zwei kritische Punkte, die Extrema werden angenommen und auf dem Rand hat
die Funktion den Wert 0. Da f sowohl positive (x,y > 0 klein wahlen) als auch negative
(x,v wahlen, sodass x + y > 1r) Werte annimmt, miissen die beiden kritischen Punkte als
Maximum und Minimum sein.

b) Wir priifen das Integrabilitatskriterium.

_agliagz_
2_8_})_W_ﬁ,
_982L9g3_
_983L9g1_

Somit ist g genau dann ein Potentialfeld, wenn a = 4, = 2 und y = -1 gilt. Das Potential G
berechnen wir formal durch Integration.

2
G(x,v,2) = Igl dx = % +2xy +4xz+c(y, 2)

dc JdG !
= 2x+ a—y(y,Z) = @(X,%Z) =8(x,9,2) =2x-3y -z

dc B 3, 3
:a—y(}”z)——3y—Z:>C(y,Z)——§y -9z +&(2)

x2 3

= G(x,9,2) = - +2xy +4xz - Eyz -yz+¢(2)
¢ G !
= dx-y+=-(2) = 5-(0y,2) = g3(x0,p,2) = dx -y +22

= &(z) = 2%

Insgesamt folgt also, dass G(x,v,z) = x—; — 392 + 22 + 2xy + 4xz — yz ein Potential von g ist.

AUFGABE 3 (5+5=10 PUNKTE)

a) Ermitteln Sie, falls existent, die Extrema von f : R} SR,

f(x,v,z)=x+3y-2z

auf S = {(x,v,2z) € R3 | x® +y2 + 22 = 14)}.



b) Berechnen Sie das Volumen von
A={(x,p,uv) x> +y> <u’+v> < 1}

mit Hilfe einer passenden Substitution.
Hinweis: Sie diirfen benutzen, dass fiir A, B € R>*? (0 wird hier als 2x2-Matrix interpretiert)

det (‘3 g) — det(A)- det(B) gilt.

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

Wir wollen die Extrema von f unter der Nebenbedingung h = 0 mit h(x,y,z) = x> + > + 2> — 14
bestimmen. f ist stetig, S = h!({0}) abgeschlossen (da h stetig und {0} abgeschlossen) und
beschrankt (da x,y,z € [—\/ﬁ, \/ﬁ] in S), also kompakt. Nach Vorlesung nimmt f auf S seine
Extrema an.

f und h sind auf ganz R® stetig differenzierbar und h bildet in eine niedrigere Dimension ab
(h:R3 — R). Es gilt
h(x,v,z) = (2x,2y,2z),

womit ' nur in (0,0,0) nicht Rang 1 hat, was jedoch kein Element von S ist. Nach dem Satz
von Lagrange ergeben sich fiir Extrema die Gleichungen (A € R)

x> +12+2°-14=0,1+1-2x=0,3+1-29=0, -2+ 1-2z=0. (1)

Nach (4),(5) und (6) ist A = 0 nicht moglich und ebendiese Gleichungen liefern x = —21—/\, y=-

o>

und z = % Einsetzen davon in (3) ergibt

0= 1(1+
)24

14

W_14,

9

—-+1)-14=

R

also A e {J_r%}. Mogliche Kandidaten fir Extrema sind demnach
(-1,-3,2) und  (1,3,-2).

Es folgt wegen f(-1,-3,2) =-14 =—-f(1,3,-2), dass f in (-1,-3,2) sein Minimum —14 und in
(1,3,-2) sein Maximum 14 auf S annimmt.

Sei g: [0,00) % [0,27] x [0,00) x [0, 27t] — R* gegeben durch
rcos

(
rsin(
(
(

Es ist



und g ist injektiv auf (0, 00) x (0, 277) x (0, 00) x (0, 277). Mit dem Hinweis folgt

, B cos(q) —rsin(p) cos(yp) —ssin(¢)
det(g (r,(p,s,gb))—det(sm( ) rcos((p))'det(sin(l,b) scos(l,b))

= r(cos?(¢) +sin*(¢)) - s(cos? () + sin?(p)) = rs.
Es gilt also mit B = {(r, ¢,s, ) € [0,00) X [0,27] x [0,00) X [0, 27] | r < s < 1}, wegen g(B) = A,

2n 2n
vol(A) = Jld(x,y,uv)zfrsdrqo,s, F“bj f jfrsdrdsdgodlp

TZ

=4n J[—,Ods_Zn L s> ds = 2m? [4]5 0= 5

Fubini durfen wir dabei anwenden, da der Integrand stetig ist und B ein Normalbereich ist.

AUFGABE 4 ((3+4)+3=10 PuNKTE)
a) Seif:IR3 - R3,

f(x,2) =

X-V+z
y—z+x|,
Z—-X+Y

und y der Weg, der ein Mal den Rand des Dreiecks mit den Ecken (1,0,0), (0,1,0) und
(0,0,1) durchlauft (in dieser Reihenfolge).
Berechnen Sie das Integral
Jf dx
V4

(i) Direkt,

(ii) Mit dem Satz von Stokes.
Hinweis: Eine Parametrisierung des Dreiecks ist gegeben durch

gxy)=(6p1-x-9), (0xy)e{(xy)eR’[xy>0,x+y<1).

b) Sei y(t) = e'* fiir t € [0, 27]. Berechnen Sie

cos(z)
J;, z2(z+2) dz

LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Der Rand des Dreiecks wird parametrisiert durch die Wege

y1(t)=(1-110), te[0,1],
y2()=(0,1-t,t), te[0,1],
y3(t)=(£,0,1-1), tel0,1],



die hintereinander durchlaufen werden. Es folgt nach Definition, dass

~
jf-dx: f-dx+ | f-dx+ | f-dx
Y 4! 72 73

rl

1 1
- f(yl(t))%’(t)dHL FOat)- 740 dt+f0 Frs(e)- 7400 dt

JO

~1(1-2t) (-1 1(2t-1 0 1 1 1
= 1 |11 dt+J 1-2t]-]-1 dt+J 2t—1|-| 0 [dt
012t-1 0 0 1 1 0l1-2t) (-1

C

r1
= | 2t-1+1)+(2t-1+1)+(1+2t-1)dt
Jo
r1
= | 6tdt=[3t%]} =3.
JOo

(ii) Die Parametrisierung aus dem Hinweis ist eine ‘explizite Darstellung’ mit F(x,y) = 1-x-7).
Das gegebene Dreieck F ist gerade g(A) mit

A:={(xp) eR*|x,y>0,x+p<1).

Die Kurve, die in g eingesetzt den Rand des Dreicks beschreibt, verlauft um den Rand
von A im Gegenuhrzeiger Sinn, sodass A (vgl. Vorlesung) ’links von der Kurve’ liegt. Nach

dem Satz von Stokes gilt
ff dxzf rotf - do.
Y F
2

1 0 1
Es gilt rot f = [2] und dyg x dyg = [ 0[x]1 ] = [1] Insgesamt folgt
2 -1 -1 1

Def. 2) (1 Fub. (11 !
kff~dx:Jﬂnnf-¢7§'J 2|1 d@y)i'J‘J\ 6dydx:J\a1—@dx
4 F Al2 1 0 Jo 0

=[-3(1-x)*]y = 3.

b) Die Funktion f(z) = cos(2) st holomorph auf der Menge B%(O), in der der Weg y verlduft. Der

z+2
Integrand ist stetig auf der Spur von y, da 0 im Inneren von y liegt. Nach der Cauchyschen

Integralformel fir Ableitungen folgt

e
7 _ R
z? 1! .f(O)__Z b

Y

wegen
(z+2)(—sin(z)) — 1 -cos(z) (z+2)sin(z) + cos(z)

f(z)= (z+2)? - (z+2)?




