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Hohere Mathematik II fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschlag zur Nachpriifung

Aufgabe 1 ((8 + 7) + 5 = 20 Punkte).

(a) Essei
1 -2 1
A=|-2 1 1
1 1 -2

(i) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix A.
(ii) Bestimmen Sie so eine Matrix S € R3*3, dass S'AS Diagonalform hat.
(b) Esseien A, B € C"™" Matrizen, deren Bilder senkrecht aufeinander stehen, das heift,
fiir alle a € Bild A und alle b € Bild B gilt a L b. Zusitzlich sei A hermitesch. Berech-

nen Sie ABv fiir allev € C".
Hinweis: Man kann den Spektralsatz benutzen.

Lasungsvorschlag.
(a) (i) Wir bestimmen das charakteristische Polynom von A. Fiir alle 1 € C gilt
1-4 =2 1

paD) =det| -2 1-2 1
1 1 —2-1

3—4 =-3+41 0
=det| -2 1-4 1

1 1 —2—-1
3—1 0 0
=det| -2 -1-—-4 1
1 2 —2—-1

-1-1 1
=(3—/1)det( 5 _2_/1)

= (3 — M)A det (_12_ A j)

= A3 =)+ A).

Hier haben wir in der zweiten Gleichheit die zweite Zeile von der ersten abgezo-
gen und in der dritten Gleichheit die erste Spalte auf die zweite addiert. In der
vierten Gleichheit haben wir nach der ersten Zeile entwickelt und in der fiinften
Gleichheit die erste Spalte auf die zweite addiert und den Faktor A4 aus der zweiten
Spalte herausgezogen. Da die Eigenwerte einer Matrix genau die Nullstellen ihres
charakteristischen Polynoms, sind die Eigenwerte genau 0, 3 und —3.
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(ii) Nach dem Spektralsatz erfiillen jeweils zu den Eigenwerten gehorende Eigen-
vektoren als Spalten in eine Matrix geschrieben die Anforderungen an S. Daher
ermitteln wir nun Eigenvektoren zu den jeweiligen Eigenwerten.

Da die Summe der drei Spalten von A den Nullvektor ergibt, ist ein Eigenvektor
zum Eigenwert 0 der Vektor (1, 1, 1).

Um einen Eigenwert zum Eigenvektor 3 zu finden, berechnen wir

1-3 =2 1 -2 =2 1
Kern(A —3I) =Kern| -2 1-3 1 =Kern| -2 -2 1
1 1 —-2-3 1 1 =5

Da die Differenz der ersten beiden Spalten den Nullvektor ergibt, ist (1, —1, 0) ein
Eigenvektor zum Eigenwert 3.

Analog berechnen wir

1+3 =2 1 4 =21
Kern(A+3I)=Kern| -2 143 1 =Kern|-2 4 1
1 1 243 1 1 1

Da die Summe der ersten beiden Spalten das Doppelte der dritten Spalte ist, ist
(1,1, —2) ein Eigenvektor zum Eigenwert —3.

Somit erfiillt nach dem Spektralsatz die Matrix

1 1 1
S=11 -1 1
1 0 =2

die geforderten Eigenschaften.

(b) Losungsvariante 1: Nach dem Spektralsatz fiir hermitesche Matrizen gibt es eine
Orthonormalbasis {v, ..., v, } von C" aus Eigenvektoren von A. Es sei 1, der
zugehorige Eigenwert zu vy fiir alle k € {1, ..., n}. Wir bemerken, dass fiir alle
k € {1, ...,n} genau dann 4; # 0, wenn v, € Bild(A). Somit stehen alle vy, die zu
Nicht-Null-Eigenwerten von A gehoren, senkrecht auf allen v € Bild B. Mit dem
Spektralsatz berechnen wir fiir alle v € C"

n
ABv = Z Ar(BU | vg)vg
k=1
=0,

da Bv € Bild B und somit (Bv | vx) = 0 genau dann, wenn 4, # 0.
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Losungsvariante 2: Alternativ gilt fiir alle v € C"

Buv € Bild(A)*
< (Bv|Aw)=0 VYweV
< (ABv|w)=0 VYweV

< ABv =0,

wobei wir in der zweiten Aquivalenz die Selbstadjungiertheit von A genutzt haben.
Da die erste Relation trivialerweise gilt, folgt die Behauptung. O

Aufgabe 2 ((8 + 6) + 6 = 20 Punkte).
(a) Essei f: [-m, 1] > R, x — |x|.
(i) Berechnen Sie die (komplexen) Fourierkoeffizienten ¢, von f fiir k € Z.

(ii) Nutzen Sie die oben berechneten Fourierkoeffizienten, um

y_1 .
“Z Qk—1)* 9%

Zu zeigen.
Hinweis: Nach der Vorlesung gilt

1 (" 2, 2
57 | Veorax= e

kez

(b) Essei ( )
. x2y?log(x* + y?)  (x,y) # (0,0),
frR-R (x’y)H{o (x,) = (0,0).

Untersuchen Sie, ob f in (0, 0) differenzierbar ist.
Hinweis: Polarkoordinaten kénnen hilfreich sein.

Lasungsvorschlag.

(a) (i) Zunichst gilt fiir k = 0, dass

T T
21y = f |x|dx = 2/ xdx = n?,
-7 0

also ¢y = m/2. Fiir k # 0 gilt ferner mit partieller Integration

T
27'cck=/ |x|e~k*dx
—TT
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0 T
=f —xe“kxdx+f xe ikxdy
-7t 0
i .10 i 0. i " i [T
[——xe_lkx] +—f e_lkxdx+[—xe_1kx] ——f e~tkxdx
k v=——n k . k =0 Kk b

—%n(—l)k + %((—1)" —1)+ %n(—nk + %((—1)" —1)
{0, k gerade,

—%, k ungerade,

also ¢, = —2/(k?r) fiir k ungerade und c;, = 0 fiir gerade k mit k # 0.

T
2
f |x[%dx = Z73.

Somit gilt mit dem Hinweis und mit dem Fakt, dass (—k)* = k2,

(ii) Wir berechnen zunichst

1 2,0 2
I Pdx = 3l

kez
2 2 2
1 b 2
=TT, % \-—1
2
3 4 e, k2n
k ungerade

4 2

P—t E = —
472

e, k4 12

k ungerade

— 1
N kZ::l(zk—l)“ T 96"

(b) Um Differenzierbarkeit in (0,0) zu zeigen, berechnen wir zunéchst die partiellen
Ableitungen in (0, 0). Hier erhalten wir fiir t > 0

f(t,O)—f(0,0) — f(O,t)—f(0,0) =9
t

=0-0
t t

fiir t — 0. Somit ist A := (0, 0) unser Kandidat fiir die Ableitung in (0, 0).
Wir verwenden Polarkoordinaten, setzen also x = rcosp und y = rsing fiirr € R,
und ¢ € [0, 2r). Damit gilt fiir alle (x,y) € R? \ {(0,0)}

fCx.y) = f(0,0) — A(0,0) _ x?y*log(x? +y?)

D=0~ iy
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r2 cos? pr? sin® g log r?
- r
= 2 cos? psin® pr3 logr

-0

fiir r — 0 beziehungsweise (x,y) — (0,0). Hierbei haben wir genutzt, dass mit der

Regel von ’Hospital
logr r1 3
Tt
fiir r — 0. Somit ist f in (0, 0) tatsdchlich differenzierbar. O

Aufgabe 3 (20 Punkte). Es seien

fiR2=R, (x,9) = xy+y°
und
A:={(x,y) € R*: x* +3y* < 4}.

Berechnen Sie alle Stellen lokaler Minima und Maxima von f auf A.

Losungsvorschlag. Es seien B == {(x,y) € R?: x> +3y? < 4}und C = {(x,y) € R?: x*> +
3y? = 4}. Wir untersuchen f auf B und C getrennt auf Extrema.
Um f in B auf Extrema zu iiberpriifen, berechnen wir

f'xy)=0
= (y,x+2y)=0
= y=0Ay=0.

Somit ist (0, 0) der einzige stationdre Punkt von f. Weiter ist

01
H(0,0) = (1 2).
Die Eigenwerte der Matrix sind als Nullstellen des charakteristischen Polynoms
—A2-)—-1=A-1°*=-2=0

gegeben durch 4; =1+ \/E >0undd, =1-— \/5 < 0. Somit ist die Matrix indefinit; also hat
f im Punkt (0, 0) kein lokales Extremum in B.

Um f in C auf Extrema zu iiberpriifen, wenden wir die Multiplikatorenregel von Lagrange
an. Hierzu setzen wir h : R? = R, (x,y) = x2+3y*—4.Da C = h~1({0}), ist C abgeschlossen.
Da f stetig ist, nimmt f auf C also ein Maximum und ein Minimum an.
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Ferner gilt h'(x,y) = (2x 6y). Somit hat 4’ vollen Rang fiir alle (x,y) # (0,0), wobei
(0,0) ¢ C.EsseiL: R3 - R, (x,y,4) = f(x,y) + Ah(x,y). Dann gilt

y+24x
grad L(x,y,A) =[x+ 2y + 61y ].
x2+3y?—4

Die Nullstellen von grad L sind also genau die Punkte, fiir die

y+21x =0, (1)
x+2y+61y =0, ©)
x2+3y2—4=0. (3)

Um die Nullstellen von grad L zu berechnen, unterscheiden wir dazwischen, ob x gleich 0
oder ungleich 0 ist.

Fall 1: x = 0. In diesem Fall folgt aus Gleichung (1), dass y = 0, was im Widerspruch zu
Gleichung (3) steht.

Fall 2: x # 0. In diesem Fall folgt aus Gleichung (1)
y=—24x. (4)
Einsetzen in Gleichung (2) ergibt

X —4lx —1222x =0

1 1
2 —_-NN— — =
= A+ 3/1 B 0
1 1
— A= —E VA= g
Wir unterscheiden die beiden Fille, in denen 4 = —1/2 beziehungsweise 4 = 1/6 ist.

Fall 2.1: A = —1/2. Einsetzen in Gleichung (3) ergibt zusammen mit Gleichung (4)

x2+3x2—4=0
= x = =+1,
also erhalten wir mogliche Minima beziehungsweise Maxima bei (1,1) und
(-1,-1).
Fall 2.2: 1 = 1/6. Einsetzen in Gleichung (3) ergibt zusammen mit Gleichung (4)

1 2
x2+3(—§x) —4=0
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1
= x2+§x2—4=0
= x=+3,

also erhalten wir moégliche Minima beziehungsweise Maxima bei (\/E, —\/E/ 3)

und (—\/E, \/5/3).

Einsetzen in f ergibt

fa.n =2,
f(_l’_l) =2,
V3 2
f(\/_, —T) = —5 und
V3 2
(-2%)--3

Somit liegen bei (1, 1) sowie (—1, —1) die beiden lokalen Maxima und bei (\/g, _\/E/ 3) sowie
(—/3,4/3/3) die beiden lokalen Minima von f. O

Aufgabe 4 (8 + 7 + 5 = 20 Punkte).

(a) Essei G C R? das beschriinkte Gebiet, das von der Kurve

. 2 sintcost
y: [0,t] - R4, t»—>< sin t

berandet wird. Berechnen Sie |G| mithilfe des Satzes von Gauf.

(b) Essei
y:[0,21] = C, t — el

cosz—1
[t
z
14

Hinweis: Es gilt cos z = Zlio(—l)k((Zk)!)_IZZk.

Berechnen Sie das Integral

(c) Esseien f: C — C holomorph und nicht konstant sowie R € R,.. Zeigen Sie, dass f
in der Kugel um 0 mit dem Radius R nur endlich viele Nullstellen hat.

Lésungsvorschlag.



Hohere Mathematik II fiir die Fachrichtung Physik - Losungsvorschlag zur Nachpriifung

(a) Da vy eine einfach geschlossene und doppelpunktfreie Kurve ist, gilt nach dem Integral-
satz von Gaufy

f b ds = ﬁ(alvz(x,w — 3,0, (6, )d(x.y)
4 G

fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld v : R? — R2. Wie in der Vorlesung und der
Ubung wihlen wir nun so ein Vektorfeld, dass der Integrand des rechten Integrals
konstant 1 ist; wir wéhlen v(x, y) = (0, x). Somit gilt

G| = le(x,y)
G

=/(0,x)-ds
14

T
= / (0,sintcost) - y'(t)dt
0

s
= f sin t cos t cos tdt
0

T

1 3
3 cos(t) ]

—_—

0

I
wIN

(b) Wirsetzen f: C\ {0} = C, f(z) = (cos z — 1)z~3. Die Funktion f ist holomorph und
fiir alle z € C \ {0} erhilt man die Laurentreihendarstellung

2k
B

[0 o]
cosz—1 _ Lije=of k)l 1 _ i ( _3
k=1

_1)k
(2k)! 2

Folglich gilt res(f, 0) = —1/2. Der Residuensatz liefert, da gamma ein stiickweise stetig
differenzierbarer, einfach geschlossener und positiv orientierter Weg ist,

f@)= =

z3 z3

f‘mSZZ—3_1dz = 2mires(f,0) = —mi.
14
(c) Wir schreiben B(0, R) fiir die Kugel um 0 mit dem Radius R. Angenommen, f hat
unendlich viele Nullstellen. Dann existiert eine Folge (a,),en VON paarweise verschie-
denen Nullstellen in B(0, R). Da B(0, R) beschrénkt ist, ist es auch die Folge (a,,),en-
Damit folgt mit dem Satz von Bolzano-Weierstraf3, dass (a,),cn €ine konvergente
Teilfolge (b, ),en hat. Da die Folgenglieder von (a,),cn paarweise verschieden sind,
ist der Grenzwert der Folge (b,),en €in Haufungspunkt der Nullstellenmenge von f.
Nach dem Identitédtssatz ist f konstant 0, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.
Damit hat f nur endlich viele Nullstellen in B(0, R). O



