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Lösungsvorschläge

Aufgabe 1

a) Wegen dim R3 = 3 ist (~v1, ~v2, ~v3) eine Basis des R3, falls die drei Vektoren ~v1, ~v2, ~v3 ∈ R3

linear unabhängig sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn rang [~v1, ~v2, ~v3] = 3 ist.
Letzteres ist erfüllt, denn1 1 −2

1 2 1
1 2 0

 Z2→Z2−Z1−−−−−−→
Z3→Z3−Z1

1 1 −2
0 1 3
0 1 2

 Z3→Z3−Z2−−−−−−→

1 1 −2
0 1 3
0 0 −1

 .

Es gilt

det[~w1, ~w2] = det

(
1 2
3 5

)
= 5− 6 = −1 6= 0 ,

so dass ~w1, ~w2 ∈ R2 linear unabhängig sind. Aufgrund von dim R2 = 2 bildet (~w1, ~w2)
eine Basis des R2.

b) Da (~w1, ~w2) eine Basis des R2 ist, gibt es eindeutig bestimmte λ1, λ2 ∈ R mit(
1
0

)
= λ1 ~w1 + λ2 ~w2 .

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit erweiterter Matrix(
1 2 1
3 5 0

)
Z2→Z2−3Z1−−−−−−−→

(
1 2 1
0 −1 −3

)
Z1→Z1+2Z2−−−−−−−→

Z2→−Z2

(
1 0 −5
0 1 3

)
.

Folglich ist λ1 = −5, λ2 = 3, d.h.

(
1
0

)
= −5~w1 + 3~w2.

Der Ansatz (
0
1

)
= µ1 ~w1 + µ2 ~w2

für µ1, µ2 ∈ R führt auf das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten Matrix(
1 2 0
3 5 1

)
Z2→Z2−3Z1−−−−−−−→

(
1 2 0
0 −1 1

)
Z1→Z1+2Z2−−−−−−−→

Z2→−Z2

(
1 0 2
0 1 −1

)
.

Also gilt µ1 = 2, µ2 = −1, so dass

(
0
1

)
= 2~w1 − ~w2 ist.



c) Da A die Darstellungsmatrix von ~f bezüglich der Standardbasen ist, lassen sich die

Koordinaten von ~f(~v2) bezüglich der Standardbasis (~e1, ~e2) des R2 wie folgt berechnen

A

1
2
2

 =

(
2 5 −3
1 −4 6

) 1
2
2

 =

(
6
5

)
.

Unter Verwendung von b) ergibt sich(
6
5

)
= 6~e1 + 5~e2 = 6(−5~w1 + 3~w2) + 5(2~w1 − ~w2) = −20~w1 + 13~w2 .

Deshalb lautet die zweite Spalte der Darstellungsmatrix von ~f bezüglich der Basis
(~v1, ~v2, ~v3) im Urbild R3 und der Basis (~w1, ~w2) im Bild R2(

−20
13

)
.

d) Nach der Dimensionsformel für lineare Abbildungen gilt

dimBild ~f + dimKern ~f = 3 .

Wegen Bild ~f ⊂ R2 ergibt sich dimBild ~f 6 dim R2 = 2, woraus dimKern ~f > 1 folgt.
Deshalb ist Kern ~f 6= {~0} und ~f nicht injektiv.

Aufgabe 2

a) ~x ist genau dann ein Eigenvektor von Aα,β, wenn ein λ ∈ C existiert mit Aα,β~x = λ~x.
In der vorliegenden Situation bedeutet dies

1

6

β + 1 −α β − 1
5 7 α
−α −5 7

 2
1
1

 = λ

2
1
1



⇐⇒


2(β + 1)− α + β − 1 = 12λ (i)

10 + 7 + α = 6λ (ii)
−2α− 5 + 7 = 6λ (iii)

Gleichsetzen von (ii) und (iii) ergibt

17 + α = −2α + 2 ⇐⇒ α = −5 .

Hiermit folgt aus (ii)
17− 5 = 6λ ⇐⇒ λ = 2 .

Schließlich liefert (i)
3β + 6 = 24 ⇐⇒ β = 6 .

Fazit: Nur im Fall (α, β) = (−5, 6) ist ~x = (2, 1, 1) Eigenvektor von Aα,β. Der zugehörige
Eigenwert lautet 2.



b) Für das charakteristische Polynom von A := A−5,6 =
1

6

7 5 5
5 7 −5
5 −5 7

 ergibt sich

χA(λ) = det(A− λE3) = det

7/6− λ 5/6 5/6
5/6 7/6− λ −5/6
5/6 −5/6 7/6− λ


=

1

63
det

7− 6λ 5 5
5 7− 6λ −5
5 −5 7− 6λ


Z2→Z2+Z1
Z3→Z3+Z1=

1

63
det

 7− 6λ 5 5
12− 6λ 12− 6λ 0
12− 6λ 0 12− 6λ


=

1

63
(12− 6λ)2 det

7− 6λ 5 5
1 1 0
1 0 1


Z1→Z1−5Z2−5Z3=

1

63
(12− 6λ)2 det

−3− 6λ 0 0
1 1 0
1 0 1


=

1

63
(12− 6λ)2(−3− 6λ) .

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von χA, also 2 und −1/2.








