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Losungsvorschlige

Aufgabe 1

a)

b)

Wegen dim R? = 3 ist (¥}, U2, U3) eine Basis des R?, falls die drei Vektoren v, U, U3 € R?
linear unabhéngig sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn rang [0}, th, U5] = 3 ist.
Letzteres ist erfiillt, denn

1 1 -2 11 -2 11 —2
12 1 |2=22% (01 3|2%2=5"2 (01 3
12 o) #7772 \o 1 2 00 —1

Es gilt

det[wl,wg] = det (; ;) :5—6:—17&0,

so dass w, W, € R? linear unabhingig sind. Aufgrund von dimR? = 2 bildet (w0, W)
eine Basis des R2.

Da (), w,) eine Basis des R? ist, gibt es eindeutig bestimmte A, Ay € R mit

1 . -
(O) = /\1w1 + )\ng .
Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit erweiterter Matrix
1 2|1 Zo—Z2—371 1 2 1 Z—Z1+225 1 0]-=5
3 510 0 —1|-3 Zo——1Zs 0 1| 3 '

1
0

0 - o
<1> = [1Wy + foWs

fiir pq, po € R fithrt auf das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten Matrix
1 2|0\ z—2z-32, 1 210\ zi-z1+22 1 0| 2
e — .
3 5|1 0 —1]1 Zy——Zo 0 1|-1

?) = 2’1171 — Ujg ist.

FOlgllCh ist /\1 = —5, )\2 = 3, d.h. ( ) = —51171 + 31172

Der Ansatz

Also gilt py = 2, us = —1, so dass (



c) Da A die Darstellungsmatrix von f beziiglich der Standardbasen ist, lassen sich die
Koordinaten von f () beziiglich der Standardbasis (€}, €2) des R? wie folgt berechnen

1 1
2 5 =3 6
5 1 —4 6 9 5
Unter Verwendung von b) ergibt sich

(g) = 68, + 5& = 6(—5W; + 3s) + 5(2W; — W) = —20t, + 131, .

Deshalb lautet die zweite Spalte der Darstellungsmatrix von f beziiglich der Basis
(Ty, Uy, U3) im Urbild R3 und der Basis (), @) im Bild R?

—20
13 )
d) Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen gilt
dim Bild f + dim Kern f = 3.
Wegen Bild f C R? ergibt sich dim Bild f < dimR? = 2, woraus dim Kern f > 1 folgt.
Deshalb ist Kern f # {0} und f nicht injektiv.
Aufgabe 2

a) 7 ist genau dann ein Eigenvektor von A, 3, wenn ein A € C existiert mit A, 3@ = AZ.
In der vorliegenden Situation bedeutet dies

1 6+1 —a -1 2 2

- 5 7 o 11 =X11

6 —a =5 7 1 1
2+1) —a+p0—-1 = 12X (1)
— 10+7+« = 6A (17)
—2a—5+7 = 06\ (171)

Gleichsetzen von (i7) und (#ii) ergibt
1T+a=-2a0+2 <+ a=-5.

Hiermit folgt aus (i)

I7-5=6\ <= A=2.
SchlieBlich liefert (7)

36+6=24 <= (=6,

Fazit: Nur im Fall (o, 8) = (=5, 6) ist ¥ = (2, 1, 1) Eigenvektor von A, . Der zugehorige
Eigenwert lautet 2.



7 5
1
Fiir das charakteristische Polynom von A 1= A_54 = G 5 7 =5 | ergibt sich
5

7/6—X  5/6 5/6

xa(A) = det(A — AE3) = det 5/6  T7/6—X —=5/6
5/6 ~5/6  7/6— A

7—-6\ 5 5
— @ det 5 T7—-6\ -5

5 5  T—6)\

Zo—Zo+Z 1 7— 6\ ) 5)

“mira = det [ 12 —6) 12— 6)\ 0

12 — 6 12 — 6

] —3—-6)A 0
& (12 — 6))* det 1 1
1 0

Z1—21—-5Z9—523

] 7— 6)\ 5 5
= & (12 — 6))* det
0
0
1

— 6—13 (12 = 6X)*(—3 — 6).

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von x4, also 2 und —1/2.
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