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Aufgabe 1:
(a) Das charakteristische Polynom x4 von A ist gegeben durch
+
A2 |
1 1
XA(A) = det(A—A)=| —3 1-2A 3
i 0 —3-2A
A 0 i -1 0 . (~1)
~ 0 1-Xx 3 =X-[0 1-X 3 ]
A0 —1-2 -1 0 —3-)
-1 0 b ] 1o -l
~ A0 1-A 3 =A1+X)-10 1-X 2| =0Q-=X)A1+N)
0 0 —1-X|-(-1) 0 0 1

fir alle A € C. Folglich ist spec(A) = {—1,0,1} (2 Punkte). Da 1 < mgy(A) < mqg(X) < n
folgt, dass die geometrische und algebraische Vielfachheit aller Eigenwerte {ibereinstimmt
(deswegen ist A nach Abschnitt 18.6 des Skriptes diagonalisierbar — 1 Punkt) und 1 betrégt

(1 Punkt).
(b) Berechne die Eigenrdume E(\) fiir jedes A € spec(A) mit dem Eliminationsverfahren nach
Gauf:
o F(-1)
; 03 + 00 0 101
A+13:—%2%j+ ~l0 2 1] -5 | ~[01 ]
1 g1 (=1) 10 1) 2 000
2 2 2 2
1
Mit dem (—1)-Ergénzungstrick folgt E(—1) = span : (1 Punkt).
—1
o E(0):
-3 0 3 j(‘” | (=2) (10 -1
A= |-531 3 + ~(0 1 0
1 1
1
Mit dem (—1)-Ergénzungstrick folgt E(0) = span 0 (1 Punkt).
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3 1 1
-3 0 1 + -1.0 0 (=5 - (=1)
a= (o D) T wo 1) A
0 =3 + 0 0 -1 1 (=1)
100
~ [0 00
00 1

Mit dem (—1)-Ergénzungstrick folgt F(1) = span 1 (1 Punkt).

Eine Matrix S ist dann gegeben durch (1 Punkt)
1 10
S=(3 01
-1 1 0
(c) Fiir jedes n € N gilt (1 Punkt)

A" = (SDS™)" = (SDS ) (SDS™!)---(SDS™') =SD (S7'S)D--- (S'S) DS = SD"S~!

SN—— SN——
n Faktoren =13 I3
mit der Diagonalmatrix
-1 0 0
D=S5"'AS=[0 0 0
0 0 1
aus der Teilaufgabe (b). Es folgt (1 Punkt)
(=)» 0 0 (- 0 0
A"=A" & D'"=D"= | 0 0" 0|= 0 0™ o0
0 0o 1" 0 0 1%

& (-1)"=1<3ImeN:n=2m.

Aufgabe 2:

(a) Die Funktion f ist stetig, E ist kompakt. Nach Abschnitt 19.18 des Skriptes, nimmt f auf
E sein Maximum und Minimum an (1 Punkt).

(b) Angenommen, es géibe ein (zg,y9) € E mit f(zg,y0) € {m, M}. Dann wire (zg,%o) eine
Stelle eines lokalen Extremums. Da FE offen ist, wire nach Abschnitt 19.17 des Skriptes
(V) (xo,y0) =0 (1 Punkt). Es gilt

—x0 + 5y0> 51 = <—x0 + 5y0> + |- (=1 -
Y £)(x0, y0) = =0 o ~0
(V)(®o, 50) ( 520 — 1o JJr 24y i._% .t
& x9g=1yo=0.
Also ist 0 der Einzige Kandidat fiir (zg,%0) (1 Punkt).

Es gilt (1 Punkt)

Es ist
—1-X 5

5 —1-A
fir alle A € C. Mit Hilfe der p-g-Formel ergibt sich spec(H¢(xo,%0)) = {4, —6}. Also ist
H¢(z0,y0) indefinit. Nach Abschnitt 19.17 des Skriptes, hat demnach f in (zo,yo) = 0 kein

lokales Extremum, sondern einen Sattelpunkt (1 Punkt).
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=N Ho2A+1-25=)N2+2)2—24

XH¢(zo,y0) — det(Hf(fl?OvyO) - )\12) =



(c) Es sei h : R? — R definiert durch h(z,y) = 2> + y? — 1 fiir alle (2,y) € R2 Dann ist
OF = {(z,y) € R*: h(z,y) = 0}. Nach Teilaufgabe (b) ist jedes (zq,y0) € S U Sy C OF
eine Stelle eines lokalen Extremums von f unter der Nebenbedingung h = 0. Bestimme
solche mit Hilfe der Multiplikatorenregel von Lagrange (1 Punkt).

fiir alle (z,y) € OF, also rang(h/(x,y)) = 1 fiir alle (z,y) € OE (1 Punkt). Also gibt es
nach der Multiplikatorenregel von Lagrange ein A € R mit

Zunichst gilt

0 oh
%(%J/O)‘F)\%(ﬂ?o?yo) =-—x+5y+2\x = 0 (1)

oh
l(%d/o) + A —(z0,%0) = —y+5x+2xy = 0 (2)

oy oy

Abziehen der ersten Gleichung von der zweiten liefert

6(z —y)+2\(y —x) = 0. (3)
Ist also x # y, so ist nach (3) A = 3. Einsetzen in (1) und (2) liefert x = —y. Mit der
Nebenbedingung folgt, dass (xo, yo) € {(_7 _7) ( 72, 72> , <§, —@) , (@, 72>
(2 Punkte).
Wegen
(V2 A\ (B, VaE\ (Ve B
20 2 ) Y22 )T 202 ) SN2 2 )T
ist m = =3, M = 2, sowie
s V2 V2 (V2 vl e V2 V2 (V2 Ve
" 272 J'\ 27 2 M 27 2 ) 272
(1 Punkt).
Aufgabe 3:

(a) Es gilt nach Definition des Kurvenintegrals:

at + t° 1

1 1
/ ful@) - dz TP / Falr(@) - A (2) et / ot —dat+2t5—2t | - [ 1] dt
g 0 —~ 0 \a?t — 6at + 3t° + 2t 1

()

1
9
= / 6t° + (2% — 9a)tdt ! Pankt (2 _ 3¢ +1
0
ac efinition des Rotationsoperators gilt:
b) Nach Definition des R i il
2,3
9z ar + Yz
(V X fo) (z,y,2) ! Punke g x | o®x — a(z + 3y) + 2ry23 — 22
é a?y — 3a(y + 2) + 3wy?2% + 2y
a? — 3a + 6zyz? + 2 — 6wy a? —3a+2
_ 3y222 . 3y222 1 Pgnkt 0
a? —a+2yzd —2 -2y a’?—a—2
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fiir alle (x,y, z) € R3. Da die Nullstellen von o — 3« + 2 gerade die Menge S; = {1,2} und
die Nullstellen von a? — a — 2 gerade die Menge Sy = {—1,2} bilden (1 Punkt), gilt

(vXfa)EO@aéslﬂSZZ:Sngnkt{Q}‘

(c) DaR3 einfach zusammenhingend und (V x f,) = 0 #quivalent zur Vertriiglichkeitsbedingung
im R3 ist, ist das Integral f fa(@) - dZ fiir o € S wegunabhiingig (1 Punkt). Es ist v(0) = 0
und (1) = (1/2,0,0). Wihle 7 : [0,1] — R3 mit 5(t) = (tv/2,0,0) fiir alle t € [0,1] (1
Punkt). Nach Obigem gilt

1 aV/2t V2 1
/fa )-dZ = /fa / a2t — a2t — 22t |- 0 | dt = a/ otdt ! Funkt a=2.
0 0 0

Aufgabe 4:
(a) In Polarkoordinaten gilt

2 2 un 2
z? +y° < \/;(H x? +y2> & p* < \@(pCOS(w) +p) 8 p < \@(HCOS(@)

fir alle (z,y) € R?\ (Rf x {0}) bzw. ¢ € (0,27) und p > 0. Folglich gilt fiir den
Flacheninhalt

27 2 (1+cos(¢ 27 21
A(K) 1 Punkt / 1dz 1 Punkt / /\/; 1pdp _ 1 / [,02] \/}( +cos(yp)) ng

p=0

1 Punkt 1

2m 1
3/ (1 + cos(ip))dp = 3 / 1+ 2cos(y) + cos?(p)dy
0 0

1
1 Fnks 5(27T+2~0+7T):

(b) Mit dem Satz von Gauf gilt

oV
Berechne
9 X
o 32+ 55—y
i 3 1 1 11pum
(Vf)(x7yaz): % . %+e722_9 §+§+§1P%ktl'
9z tanh(z® —y) +y* + 3
Also gilt

f(@) - 1(Z)do(Z) = / 1dZz.
v v
Betrachte die bijektive Abbildung 7" : R?* — R? definiert durch

T(ay,2) 2

BRSNS g‘g

fiir alle (x,y, z) € R3. Es ist

T'(x,y,2) = bzw.  |det T'(z,y, 2)| = %

S O W
O il= O
3O O

fiir alle (z,y, z) € R3. Ferner ist T(K(0,1)) = V (1 Punkt). Nach dem Transformationssatz
gilt deshalb

/1df—/ 1d:flpﬂnkt/ 1\det(T’(gmdgj:i dy = 1.
v T(K(G,1)) K(0,1) 4T J k@)
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