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HOuERE MATHEMATIK Il FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOSUNGSVORSCHLAGE ZUR UBUNGSKLAUSUR

AurGaBe 1 (1+4+5=10 PUNKTE)

Seien fir alle z € C die Matrizen

1 1+2z2 0
A, =[1+22 1 1+22
0 1+z> 1

gegeben.
a) Warum ist A, fir alle z € C diagonalisierbar?

b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A,, z € C, samt ihrer algebraischer Vielfachheiten. Fiir
welche z € C sind alle Eigenwerte von A, verschieden? Fiir welche ¢t € R (!) ist A; positiv
semi-definit?

c) Geben Sie fiir alle z € C eine unitire Matrix S, € C3*3 an, vermége welcher S;A,S, diagonal
ist.
LOSUNGSVORSCHLAG
a) Fur alle z € Cist A, hermitesch und damit auch diagonalisierbar.

b)/c) Sei z € C. Fur das charakteristische Polynom von A, gilt

1-A 1422 0
paM)=[1+2> 1-1 1+22|=(1-1)
0 1+4z° 1-2A

=(1-)[AQ -2 -1+22]-A -1+ =1 -D)[(1-1)? =21 +2%]%]

1+22 0
1+z%2 1-2

1-1 1+22

_ =2
1432 12" 1F%)

Dabei haben wir im zweiten Schritt nach der ersten Spalte entwickelt. Offensichtlich sind die
Eigenwerte von A, gegeben durch A; =1und 1,3 =1+ V2|1 +22|. Fiir z € {+i} ist A1/2/3 =1 und
damit die algebraische Vielfachheit von 1 3. Sonst sind stets alle Eigenwerte unterschiedlich
und haben algebraische Vielfachheit Eins. Fiir ¢ € R ist stets der Eigenwert 1 — V2|1 + t2| negativ.
Also ist A; nie positiv semi-definit.

b) Im Falle z = +iist A, = I3 die Einheitsmatrix. Diese ist trivialerweise vermoge der Einheitsmatrix
selbst ahnlich zu einer Diagonalmatrix, namlich die Einheitsmatrix. Sei also z # +i. Dann ist

0 1+22 0 1+22
E4 (1) = Kern 1+2° 0 1+2?|=lin|{—— 0 ,
0 1+ 0 V21422 g 4 52



FV2I1 + 22| 1+22 0 . 1+22
Eo (12V2[1+2°)) =Kern| 142  FV2[1+22 1+22 |=lin e +V2|1 + 22
0 1+22  FV21+22 I 1422

Damit erhalten wir, dass fur die offensichtlich unitare Matrix

1+22 1+22 1+22
V21422 201+2%  2[1+27

— 0 1 _1

S ¢ VI, %
147° 142° 142°

V21422 201+2% 21427

S;A,S, diagonal ist. Speziell ist S;A,S, die Diagonalmatrix mit den Eintragen 1, 1 + V2|1 + 22
und 1 - V2|1 + 22| in dieser Reihenfolge, wie sich leicht berechnen lasst.

AUFGABE 2 (2+3+3+2=10 PUNKTE)
Die Funktion f : R> — R sei gegeben durch

4xy

f(x,y) = (x+7)?
0 ,x=-.

;x¢_y;

a) Untersuchen Sie die Funktion f auf Stetigkeit.

b) Zeigen Sie, dass f zwar ein globales Maximum besitzt, nach unten jedoch unbeschrankt
ist. Hinweis: Zeigen Sie zunichst 4xy < (x + ).

c) Bestimmen Sie alle Stellen, in denen f partiell differenzierbar ist, und berechnen Sie dort
die partiellen Ableitungen.

d) Fir welche v = (vy,v,) € R%\{(0,0)} existiert die Richtungsableitung 3—’;(0, 0) und fur welche
v e R?\ {(0,0)) gilt Z(0,0) = (grad £(0,0) | v)?

v

LOSUNGSVORSCHLAG

a) In den Punkten (x,v) € R?> mit p # —x ist f als Komposition stetiger Funktionen offensichtlich
stetig. Sei nun x € R beliebig. Dann gilt fur (x,,y,) 1= (x - %,—x - %), nelN,

Q=

4(x—L)x+1
f(xn:yn) = - ( i( _n) =—(nx—1)(nx+1):1—n2x2.
n?
D.h., dass im Falle x =0 f(x,,v,) =1 — 1% 0= f(0,0) (n — oo) gilt und im Falle x = 0 die Folge
der Funktionswerte unbeschrankt ist. Also ist f fiir kein x € R in (x,—x) € IR? stetig.

b) Zunichst einmal gilt fiir alle x,y € R
x-9)? >0 o (x+)* > 4xp.

Insbesondere gilt dann fiir alle (x,y) € R? mit x # -y f(x,v) < 1. SchlieBlich gilt fiir alle
(x,v) € R? f(x,y) < 1, d.h,, f ist nach oben beschrinkt. Wegen der obigen Aquivalenz gilt die
Gleichheit genau dann, wenn x = y. Damit lautet das globale Maximum von f gerade Eins. Wie
wir in a) gezeigt haben, ist f in der Ndhe der Punkte (x, —x) mit x # 0 nach unten unbeschréankt.



¢) Inden Punkten (x,y) € R? mit x # —p ist f als Komposition partiell differenzierbarer Funktionen
selbst wieder partiell differenzierbar. Es gelten

af 4y(x+y)2—8xy(x+y) 4xy+4y2—8xy 4y(y —x)
a(x,y) - (x+p)* - (x+7p)3 - (x+7v)3
of Symmetrie 4x(x—y)
EZi L P

Aufierdem erhalten wir
- 1

90,0y = lim LBV =FO0 _ o208 9 )

dx t—0 t t—0 8y

Nun wollen wir auf die partielle Differenzierbarkeit in Punkten (x, —x) mit x € R\ {0} eingehen.
Es gilt
flet =)= f(x,=x)  flx,~(x+3))=f(x,—x)

T = i = —4nx(nx+1),
n n

welches im Grenzfall n — oo nicht konvergiert. Insbesondere ist f in den Punkten (x, —x) mit
x # 0 nicht partiell differenzierbar.

d) Seiv=(vy,vy) € IR?\ {(0,0)}. Fiir die Richtungsableitung in Richtung v miissen wir folgenden
Differenzenquotienten betrachten:

1 f(tvy, tvy)

< (fltvnt0,) = £(0,0)) = ———.
Im Falle v, # —v, ist dies gegeben durch

1 4v,vy

—(f(tvg, tv,) = f(0,0)) = ————

t (f wtvy) = f ) tH(vy +vy)?

und konvergiert daher genau dann im Grenzfall  — 0, wenn v, = 0 oder v, = 0 gilt, und dann
gegen 0. Im Falle v, = —v, erhalten wir

%(f(tvx,tvy)—f(0,0)) =00 (t—0),

d.h., auch hier existiert die Richtungsableitung. Insgesamt existiert die Richtungsableitung
also genau dann, wenn v, = 0 oder v, = 0 oder v, = -v,, und in diesem Fall gilt

af _
=-(0,0)=0.

Trivialerweise erhalten wir also auch nur genau in diesem Fall

)
%(0,0) =0 = (gradf(0,0)|0).



AUFGABE 3 ((245)+3=10 PuNKTE)
a) Gegeben sei die Funktion

f:D:={(xy)eR*|x*—x+9>0,x+9>0} >R, (x,9) = (x> —x+ )" +log(x +).
(i) Zeigen Sie, dass D offen ist.

(ii) Geben Sie das zweite Taylorpolynom von f im Punkt (1,1)

b) Skizzieren Sie den Bereich

B={(xy)eR}x*-y<2,p<1}
und berechnen Sie fiir f : R> - R, (x,y) — 2xy? das Integral jBf x,v) d(x,v)

LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Wir definieren die Hilfsfunktionen
h:R? - 1R2,(x,y) — (xz—x+y,x+y).
h ist offensichtlich stetig und daher ist D = k™!

((0,00) % (0, 00)) als Urbild einer offenen
Menge unter einen stetigen Funktion selbst offen

(ii) Zundchst einmal gilt (1,1) € D und f(1,1) =1 +log(2). Weiter gelten

of . 1-2«x 1 of .1
5("’3’) C (x2—x+7p)? +x+y - %“’1) T
8y xy) = —(x"—x+7p) +x+y = B_y(l'l) =5
a2f(x ) = 2(x2—x+y)2—(1—2x)2(x2—x+y)(2x—1)_ 1
ox2 Y (x2-x+y)* (x+7v)
3 (3x2—3x—y+1)_ 1 82_f _ 1
B (x2—x+7v)3 (x+7)? = axz(l'l) 4
’f 2’ f —2(1 - 2x) 1
8x8y( 'y) = 8y8x(x’y) T (P—x+y)?  (x+p)?
I’ f 2’ f 7
= oy WD = ot =7
2’ f 2 1 7
9N = A G d

Damit ist das zweite Taylorpolynom T von f in (1,1) gegeben durch

2
Tlp) = £+ DE D+ =030+ o= 120

dxdy
(x—1)> 9*f (y—1)**f
t— g b+ ay -5 (1,1)




b) Bist der Epigraph von y = x? geschnitten mit der Halbebene y < 1. Wegen
x2-2< Yy =>y>-2

erhalten mithilfe des Satzes von Fubini

1 V2+y
Jnyz d(x,v) = J [f 2xy? dx] dy =0,
B =2\J-/2+y

da der Integrationsbereich von x achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse ist, x = x jedoch
punktsymmetrisch beziiglich des Ursprungs ist. Der Satz von Fubini ladsst sich wegen B C

[~V3 V3] [-21] = Iy x I auf

Lf(w) dwy) = [ Fvestoy) dxy)

I xI,

anwenden.

AUFGABE 4 (2+4+4=10 PUNKTE)
a) Berechnen Sie die komplexen Fourierkoeffizienten der Funktion f : R — R, x > sin?(x).

b) Berechnen Sie den Fluss js+ f - do des Vektorfeldes
f: R3 - 1R3,(x,y,z) — (0,0,1)
durch die obere Halfte S™ der Kugeloberfldche,
STi={(x,1,2) eR® [x* +9? +2> =1,2> 0}
Hinweis: Bestimmen Sie a,b € R derart, dass fiir v : R® — R3,(x,7,2) — (ay, bx, 0)
f(x,9,2) =V xv(x,y,2)
fur alle (x,v,2) € R3 gilt.
c) Seien a,b > 0. Maximieren Sie die Funktion
fiR?> SR, (x,p) - 4xp

unter der Nebenbedingung

Xyt
; + b_2 = 1.
LOSUNGSVORSCHLAG
a) Esgilt fur allexeR
1 .
sin?(x) = —Z(ez”‘ —2+4e7 %),

Damit lauten die komplexen Fourierkoeffizienten (cg)xez von f gerade c., = _zlp Co= % und fur
alle k € Z\ {0;+2} gilt ¢, = 0.



b) Wie sich leicht nachrechnen lasst, gilt

f(x,v,2) = Vx %x
0

Definiert man also v(x,y,z) := %(3}, —x,0) und verwendet man die beztiglich S* positiv orientierte

Parametrisierung
y:10,21] — R3¢ — (cos(t), sin(t),O)

des Randes
So == {(x,v,2) € 1R3|x2 +y2 +z22=1,z= 0}

von S*, so erhalt man mithilfe des Satzes von Stokes

21 4 —sin(t)) (—sin(t)
L+f- do = Lf(x,y,z) d(x,v,2z) = J; 5 co;(t) [ cog(t) dt = m.

Wir definieren ¢ : R?> - R,(x,9) ;‘—; + i—i — 1. Da ¢71({0}) kompakt und Rang(¢’) = 1 auf
@~1({0}) ist, lasst sich die Multiplikatorenregel von Lagrange anwenden. Sei (xg,y,) € R?
Extremstelle von f unter der NB ¢(x(,y9) = 0. Dann gibt es ein Ay € R derart, dass

f(x0,90) = =A@ (x0,20)

gilt, d.h.,
2X0
dyy = -1 =2,
$%0) 0 22
2
4X0 = —/\0%.

Multipliziert man die erste Gleichung mit % und subtrahiert dies vom ;C—g—fachen der zweiten
Gleichung, so erhalt man

2 - 2 Yo = 2%
Mithilfe der Nebenbedingung ¢(xg, () = 0 erhalten wir also x € {i%a} und damit y, € {i#a}.

\/TEQ, gb) oder in (—‘/—Ea,—\/—ib)

Ist xqv < 0, so wird f negativ, und daher wird das Maximum in ( 5 Vi

angenommen. Dort gilt f(xg,v9) = 2ab.



