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Aufgabe 1 [6+2+2=10 Punkte]
Betrachten Sie die Familie von Matrizen

2
o

A, = , acR.

S O W
N = O

2x

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenrédume von A,.
(b) Fiur welche a € R ist A, dhnlich einer Diagonalmatrix?

(c) Untersuchen Sie die Matrizen A, auf Definitheit in Abhéngigkeit des Parameters
ac R

LOSUNGSVORSCHLAG

(a) Das charakteristische Polynom von A ist
3—X2 0 2

pAN=] 0 1-X « =B=NA=A2a+1) =B =NA\A—2a—1).
0 2 200 — A

Die Eigenwerte von A sind also 3,0, 14 2a. Zuerst berechnen wir die Eigenvektoren
zu A = 3. Das zu l6sende LGS ist (A — 3[3)u = 0. Es ist

0 0 2 0 0 2
0 -2 «Q ~ |0 2 -«
0 2 2a—3 0 0 3aa—3

Aus der ersten Zeile erhalten wir u3 = 0, dann aus der zweiten us = 0 und wir
kénnen u; beliebig wihlen. Somit ist E3(A) = span(1,0,0)7.
Analog bestimmen wir die Eigenvektoren zu A = 0. Das zu 16sende LGS ist Au = 0.

3 0 2 3 0 2
01 « ~ 10 1 «
0 2 2« 0 0 O
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Mithilfe des -1 Ergéinzungstricks lesen wir ab Fy(A) = span(—3, —a, 1)7.

Fiir die Eigenvektoren zu A = 1 + 2« lésen wir das LGS (A — (1 +2a)I3)u = 0. Es
ist

2—2a 0 2 2—2a 0 2 l—a 0 1
0 —2a o ~ 0 2 -1 ~ 0 1 —%
0 2 -1 0 0 0 0 0 O
Wieder erhalten wir mithilfe des -1 Ergénzungstricks Ey 24 (A) = span(1, %55, o —

)7,

Die Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn fiir jeden Eigenwert die geo-
metrische und algebraische Vielfachheit iibereinstimmen. Ist @« = 1 oder a = —%,
so ist im ersten Fall 3 Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 2. Da jedoch wei-
terhin E3(A) = span(1,0,0)7 ist, die Eigenriiume von A = 3 und A = 1 + 2« also
zusammen fallen, ist die geometrische Vielfachheit nur 1. Im zweiten Fall hat aus
dem selben Grund der Eigenwert 0 algebraische Vielfachheit 2 und geometrische
Vielfachheit 1.

Somit ist A genau fiir & € R\ {—3,1} diagonalisierbar.

Da A = 0 ein Eigenwert von A ist, ist A hochstens semi-definit. Fiir a > —% ist A
positiv semi-definit. Fiir a < —% ist A indefinit.



Aufgabe 2 [5+5=10 Punkte]
(a) Die Funktion f : R?* — R sei definiert durch

3 .
f(l',y) _ ﬁa fiir (xvy) # (070)
0, fur (z,y) = (0,0).
(i) Untersuchen Sie f auf Stetigkeit.
(ii) Zeigen Sie, dass f iiberall partiell differenzierbar, im Nullpunkt aber nicht

differenzierbar ist.

(b) Gegeben sei eine Funktion g € C°°(IR?), welche im Ursprung einen kritischen Punkt

mit der Hessematrix (1 (1)) besitzt. Weiter gelte ¢(0,0) = 2.

(i) Wie lautet explizit die Taylorentwicklung 75 bis zur zweiten Ordnung von g
im Entwicklungspunkt 0 € R??

(ii) Es bezeichne R = g — T, das Restglied in der Taylorentwicklung von g bis zur
zweiten Ordnung um 0 € R?. Fiir welche k € N gilt

R
LI
Va2 +y?
fiir ||(z,y)|| — 07

LOSUNGSVORSCHLAG
(a) (i) Fir (z,y) # (0,0) ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Wir
wiihlen die spezielle Folge (zx, yx) = (4, 75) — (0,0), k — oo. Einsetzen ergibt

1

% 1
f(ﬂﬂk,yk) = 2k1 = § # 0.

z

Damit ist f unstetig in (0, 0).
(ii) Die Funktion ist fiir (z,y) # (0,0) offensichtlich partiell diferenzierbar. Zu
untersuchen ist also der Ursprung. Es is

% f(h,O)—f(0,0) 0

3710.0 =i L8200 2o
und
a_ym’o)_;l}_ﬂ% h =jmy, =0

Wiire die Funktion im Ursprung differenzierbar, so wére sie dort auch stetig.
Da dies nicht der Fall ist, kann f auch nicht differenzierbar sein in (0, 0).

(b) (i) Da die Funktion einen kritischen Punkt in (0,0) besitzt, muss Vg(0,0) =
(0,0)T gelten. Damit erhalten wir als Taylorpolynom zweiter Ordnung

Ty(x,y) = 9(0,0) + Vg(0,0) - (‘Zj) +% (@) ’ G (1)> <§)>

1
=2+ 5(3:2 + 2zy).



(ii) Nach dem Satz von Taylor gilt fiir das Restglied R = g — Ty = O(||(z, y)[]?),
und damit

im @)
k
l@wll=0 | /22 1 2

fir alle £ < 3, d.h. k£ = 1,2. Flir k£ > 3 ist im Allgemeinen keine Aussage
moglich.

=0



Aufgabe 3 [5+5=10 Punkte]

(a)

(b)

Sei f:R xRy xR — R gegeben durch
f(t,z,y) =logzx +y*t —4, t,x,ycR, z>0.

Zeigen Sie, dass die Gleichung f(t,z,y) = 0 in einer Umgebung des Punktes
(1,1, —2) lokal nach y aufgelost werden kann.

Die erhaltene Funktion werde mit (¢, z) — y(t, ) bezeichnet. Berechnen Sie Vy(1, 1).
Wenden Sie die Methode der Lagrange-Multiplikatoren an, um die Kandidaten

fiir lokale Extrema der Funktion f : R? — R, f(z,y) = 22 + y?, auf der Menge
{(z,y) € R*: z +y* = 1} zu finden.

LOSUNGSVORSCHLAG

(a)

Es gilt f(1,1,—2) =log1+4 — 4 =0, sowie fiir alle z > 0,t,y € R,

Y’ 4
Vit z,y) = % , und Vf(1,1,-2)=| 1
2yt —4.

Insbesondere ist d,f(1,1,—2) = —4 # 0. Nach dem Satz {iber implizit definierte
Funktionen existieren daher Umgebungen U von (1,1) und V von —2, sowie eine
stetig differenzierbare Funktion 3 : U — V mit f(¢,z,y(t,z)) = 0, d.h. ¥ ist lokal
um (1,1, —2) eine eindeutige Auflosung der Gleichung f(¢,z,y) = 0 nach y.

0 f(1,1,2) 1
Vi, 1) = ( 2:558;1333) -(1)-
T, f(1,1,2) 4

Die Nebenbedingung kann geschrieben werden als g(z,y) = 0 mit g : R*> — R,

Ferner gilt

g(z,y) =z +y* - 1.

Es gilt Vg(z,y) = (211/) # 0 fiir alle (z,y) € R% Daher hat ¢'(z,y) fiir alle

(z,y) € R? vollen Rang, und nach dem Satz iiber Lagrange-Multiplikatoren existiert
ein A € R mit

Vf(z,y) = AVg(z,y).
Mit Vf(z,y) = (;5) erhalten wir das Gleichungssystem

20 =\, 2y=2\y, x+y>*—1=0.

Fall 1: y =0. Dann ist x =1, A = 2.
Fall 2: y # 0. Dann ist A = 1 und damit z = % Eingesetzt in die Nebenbedingung
g(z,y) =0 erhélt man y> =1 —2z = 3, also y = :I:\%.

Insgesamt sind die Kandidaten fiir lokale Extrema von f unter der Nebenbedingung

g = 0 die drei Punkte
1 1 1 1
1707 ar = > a0 =]
(1.0) <2 \/5) (2 \/5)



Aufgabe 4 [3+(4+3)=10 Punkte]
(a) Sei g € C*(|0,00)) und betrachten Sie die Funktion f(Z) := g(||Z||) auf R?. Zeigen
Sie, dass

af@) =g'(lal) + 2520, 7 e (.

(b) Gegeben sei das Vektorfeld F': R? — R? mit

2
~ Tta2ty2 122
Floy,) = | morties
(i) Berechnen Sie das Kurvenintegral f7 F.ds entlang der Kurve v parametrisiert
durch v : [0, 271] — R3,

t cos(t)

~(t) = | tsin(t)
t sin(t)

(i) Berechnen Sie den Fluss von F durch die (nach auBen orientierte) Oberfliiche
der Einheitskugel in R3.

LOSUNGSVORSCHLAG

(a) Zunéchst zeigen wir mithilfe der Kettenregel, dass

Vﬂﬁzymmm%.

In der Tat gilt wegen ||Z|| = /2% + 23 + 23, dass

2% €T
o;||x O\ 23 + 23 + 2 J =1 =123,
H || 1 2 3= 9 5 5 > ||m|| J

r1 + x5 + a3

und damit
- - - N
0;f(%) = 0;9(171)) = ' (171 ||| = 9’(|!37H)H73H~
Wegen A = Z i1 ] miissen wir diesen Ausdruck nochmal nach z; ableiten,

52 (&) = a((WMHQ @11 2 + g 1oy %

7] |lx]* — 7

g"(Il7 |I)||x||2+g(||*l|) T

und iiber alle 7 = 1,2, 3 summieren

IR : ) = 2
Jj=1 j=1 j=1
W20 oz 3||93||2—||af||2
2 tIlrl) —=m ——
g'(I7 II)|| EREAC T
ﬂ|m+fﬂmu



Alternativ: Wegen Af(Z) = divgrad f(Z) miissen wir noch die Divergenz des
erhaltenen Vektorfeldes bestimmen. Diese ldsst sich mit der Kettenregel

V. (hi) = Vh-T+hV -7

fiir Skalarfelder h € C!' und Vektorfelder © € C' bestimmen. Es ist

v (st ) - v (L) 24 Sy

_ izl A=) = g'dlEl) & g1

= - — T+ 3——=
1212 1] 1]
/ g
" g'(lIz])
= g"(IZ]]) + 2=—==-
1]
Hierbei wurde verwendet, dass V - 7 = Z?Zl Ojx; = 3, - = ||Z]|*, und obige

Regel fiir den Gradienten von radialen Funktionen, angewendet auf r — @ mit

dg(r) rg"(r)—gr)
dr r r2

nach der Quotientenregel.

(b) (i)

(i)

Beim Vektorfeld F handelt es sich um ein Gradientenfeld. Das Potential kann
man dabei direkt ablesen, denn

2x
ikl W |

Fr,y,2)= | 0= | = — == = ¢/ (|7]]) =
(z,y,2) a7 47 +2? I | | e e | gl H)H:EH’
T+a? 4y 427

wobel & = (z,y,2) und g : [0,00) = R,

2r 9
g(r) :/1+T2dr:10g(1+7“ )

also
F(z,y,2) = Vieg(1+ || Z]*).

Definiere ®(%) = log(1 + ||Z||*) = ¢(]|Z]|). Fiir das Wegintegral gilt dann
2 2
[Fas= [ Fow)vwa= [ veem)-yea
¥ 0 0

= /0 i %(I)(fy(t)) dt = &(y(2m)) — P(v(0))

= ®(27,0,0) — ®(0) = log(1 + 472).

Den Fluss von F durch die Oberfliche der Einheitskugel kénnen wir direkt

berechnen: das Normalenfeld an die Einheitssphére ist gegeben durch 7i(Z)

”;T” und damit

F:v-nwde:/ -—— . —d5(%) = 1dS5(x) = 4.
/Sz (@) ADdS@) = | T e T W = L 1)
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