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Ubungsklausur

Aufgabe 1 (84-8+4=20 Punkte)

Fiir o, 8 > 0 sei A, 5 € R definiert durch

a 0 a?=p%20

Ay 0 a+p 0 I5;
’ 0 0 15} 0

0 —« 0 0

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A, g.

b) Bestimmen Sie die zu den Eigenwerten gehorigen Eigenrdume.
(Hinweis: Unterscheiden Sie die Fille o = § und « # ).

c) Fur welche o, f > 0 ist die Matrix A, g diagonalisierbar? Geben Sie in diesem Fall eine
Diagonalmatrix D, s € R*** und eine invertierbare Matrix S, 5 € R*** an, sodass 4,5 =
SaﬁDa,ﬁS;lﬁ gilt.

Loésungsvorschlag:

a) Sei A € C. Dann ist

pAa,ﬁ(A) = det(Aaﬁ — )\]) =

0 0 B—=X 0

0 —Q 0 -\
a+pB—-X 0 6]
® (a— N 0 B=X 0
—« 0 A

D a—N(B-N

a+pB—-—XN
— —A

=(a—=MN)(B-N) [)\2 — (a+5))\+aﬁ}
= (@=NB=M(a=NB=N] = (a=X1* B -N)>



Hierbei haben wir die Determinante in (x) nach der ersten Spalte und in (%) nach der
zweiten Spalte entwickelt. Da die Nullstellen von pa, , genau die Eigenwerte von A, 5 sind,

sehen wir, dass a, a, 3, 8 die Eigenwerte von A, g sind.

b) Sei zunéichst o« = 5. Dann ist

0 0 0 O 0000 0000
0 a 0 « 0 a 0 af |« 0101] |«
Apo —al = = =
0O 0 0 O 0 0 00 00 0O
0 —a 0 —« + 0 00O 00 0O
Hieraus ergibt sich
1 0 0
0 0 1
Fi = Kern(Agq — ol) = li A0,
1gAa‘a(a) ern(A,, al) = lin 0 ) 0
0 0 —1
Sei nun « # 3. Dann ist
0 0 a?—p8> 0 00 a2—f2 0
0 0 o 0 0 :
P L g | oo gl 1o
0 0 f—a O 00 B—a 0
0 —«a 0 —a) |- B+ 0 0 0 0
00 a2—f 0
01 0 1
oo B—a o0
0 0 0 0
Hieraus ergibt sich
1 0
Fi =K A I)=1 0 L
ig4, ,(@) = Kern(A, 3 — al) = lin ol 1o
0 -1
Weiter ist
a—fB 0 a®>—p5% 0 a—pB 0 a?=p3% 0\ |:(a—p)
0 Q 0 0 o) 0
Ay — BT = g _ s
0 0 0 0 0 0 0 0
0 -« 0 -0 + 0 0 0 0
1 0 a+p 0
0 « 0 15}
oo 0o o0
0 0 0 0



Hieraus ergibt sich

a+p 0
: . 0 _8
Eig, ,(B) = Kern(4, 5 — 8I) = lin .
0 a

c) Nach Aufgabenteilen a) und b) ist im Fall & = 3 die geometrische Vielfachheit des Eigenwer-
tes «v gleich drei, also kleiner als seine algebraische Vielfachheit (die in diesem Fall gleich vier
ist). Also ist A, s nicht diagonalisierbar, falls « = f ist. Im Fall a # § sind nach Aufgabenteil
b) die Eigenrdume Eig, (a)und Eig, (5) jeweils zweidimensional (d.h., die geometrische
Vielfachheit der Eigenwerte o und [ ist jeweils zwei) und nach Aufgabenteil a) ist auch
die algebraische Vielfachheit von o und g jeweils zwei. Damit stimmen algebraische und
geometrische Vielfachheiten von a und j jeweils iiberein, womit A, g diagonalisierbar ist.
Fiigen wir die in Aufgabenteil b) gefundenen Eigenvektoren (im Fall o # ) zu einer Matrix
Sa,5 zusammen und bilden wir die Diagonalmatrix, die in der Diagonalen die entsprechenden

Eigenwerte enthélt, erhalten wir

1 0 a+p 0 a 0 0 0

0 1 0 — 0 0 0
Sa,p = b und D,p = @

0 0 -1 00 5 0

0 -1 0 « 0 0 0 p

Dann ist S, s invertierbar und es gilt wie gewiinscht A, g = SaﬁDaﬁS;}ﬁ.

Aufgabe 2 ((44+3+3)+10=20 Punkte)
a) Es sei f: R? — R definiert durch

mVat+y? fallsz #0,

0 sonst.

fx,y) =

(i) Untersuchen Sie f auf Stetigkeit.
(ii) Untersuchen Sie, fiir welche v € R?\{(0,0)} die Richtungableitung %(O, 0) existiert und

bestimmen Sie diese gegebenenfalls.

(iii) Untersuchen Sie, ob f in (0,0) differenzierbar ist.

b) Bestimmen Sie das globale Maximum der Funktion f: R3> — R, f(z,y,2) = 4ayz auf der
Menge

M= {(z,y,2) e R¥: 2* + > + 22 < 1}.

Hinweis: Untersuchen Sie zunéchst f auf Maxima in der (offenen) Menge U; := {(z,y, 2) €
R3: 22 + ¢y* + 22 < 1} und dann auf der Menge N := {(z,y,2) € R?: 2* + ¢y* + 22 = 1}.



Loésungsvorschlag:

a) (i) In allen Punkte (zo,y0) € R? mit 2o # 0, ist f als Komposition stetiger Funktionen
stetig. Interessant ist daher nur, ob f in den Punkten (0,yo), yo € R, stetig ist. Hierzu
unterscheiden wir die Félle yy # 0 und gy = 0.

1. Fall: yo # 0:
In diesem Fall ist f unstetig in (0,yy). Denn es gilt (%,yo) — (0,y0) fiir n — oo,

aber

1 1/n /1 1
f<—7yo)_—/ —+y§=\/—2+y§—>|y0|7é0=f(0,y0).
n n n—00

~1/n\V n2

Also ist f in (0, yp) nicht stetig.
2. Fall: yo = 0:
In diesem Fall ist f in (0,0) stetig. Wir behaupten

|f(, ) < |[(z,y)||  fiir alle (z,y) € R?, (1)

wobei ||(z,y)]| := /22 + y? die euklidische Norm ist. Ist x = 0, so ist (1) klar, da
dann f(0,y) = 0 ist. Ist hingegen x # 0, so ist
2]

f(z,y)| = mH(x,y)ll = [I(z, 9,

und damit (1) auch in diesem Fall erfiillt.
Ist nun (2, Yn)neny C R? eine Folge mit (z,,y,) — (0,0) fiir n — oo, so gilt per
Definition der Konvergenz im R?, dass ||(z,,y,)|| — 0 fiir n — oo. Damit erhalten

wir aus (1)

(1)
[f (@, yn)| < [l(@n, )| — 0 (n = 00).

Also gilt lim, 500 f(2n,y,) = 0 = f(0,0). Da die Folge (%, yn)neny C R? beliebig
gewihlt war, folgt, dass f in (0,0) stetig ist.
Zusammenfassend ist also f in den Punkten {(z,y) € R?: z # 0} U {(0,0)} stetig.

(i) Sei v = (v1,v2) € R*\{(0,0)}. Da f(0,0) = 0 ist, gilt fiir jedes ¢ # 0

Flto) = £(0,0)  fto) | T V@ +03) = phy/of + 03 = f(v), falls v #0,

t t

0= f(v), falls v; = 0.
Es folgt
0 — f(0,0
4 0, 0) = iy LV SO0 _ g

Da v € R?\{(0,0) beliebig gewiihlt war, existiert also die Richtungsableitung %(0, 0)
(im Punkt (0,0)) fiir jeden Vektor v € R*\{(0,0)} und es gilt ‘g—v((), 0) = f(v).



(iii) Nach Aufgabenteil b) gilt 01 £(0,0) = 5£(0,0) =1 und 8,f(0,0) = 2L(
nun f in (0,0) differenzierbar, so miisste f'(0,0) = (91 f(0,0) d2f(0,0

und

0. Ware

8

0)
)) =

)

V2

102 % 0.0 = .00 =1 0)- () _ v,

fiir alle v € R?\{(0,0)} gelten. Dies ist jedoch offensichtlich nicht der Fall. Also kann f

n (0,0) nicht differenzierbar sein.

b) Zunichst einmal stellen wir fest, dass f als stetige Funktion auf der kompakten Menge
M ein globales Maximum annehmen muss. Sei also (xg,v0,20) € M mit f(xo,0,20) =
max (g, yem f(2,y, z). Lige (2o, Yo, 20) im Inneren von M, also in Uy := {(z,y, z) € R®: 2? +
y?+ 2?2 < 1}, so hiitte f in (g, yo, o) insbesondere ein lokales Maximum. Dann miisste aber

(o, Yo, 20) ein stationdrer Punkt, d.h.,

axf(%» Yo, ZO) 4y02’0 0 0
gradf(xo, Yo, ZO) - 8yf($(), Yo, Z()) = 41'020 = 0 (2)
azf($0, Yo, ZO) 43703]0 0

sein. Man sieht schnell, dass (2) genau dann erfiillt ist, wenn zwei Koordinaten null sind,

d.h., wenn
(20, Y0, 20) € S := {(2,0,0), (0,9,0), (0,0,2) € R: |, [y, |2] < 1}.

Wiére (xg,y0,20) € S, so wiirde (per Definition von f) f(xo,0,20) = 0 sein. Da f in U
offensichtlich auch positive Werte annimmt, kann (xg, yo, 20) nicht in U liegen. Somit muss
(70, Yo, 20) auf dem Rand von M, also in N := {(x,y,2) € R3: 2% + y® + 22 = 1} liegen.
Um (20, Y0, 20) zu bestimmen, benutzen wir die Multiplikatorenregel von Lagrange. Wir

definieren
h:R® =R, h(z,y,2) =2> +y* +2° — 1.

Dann gilt N = h=1({0}). Weiter ist h € C'(R? R) mit rg h'(z,y, 2) = 1 fiir alle (z,y,2) € N.
Seinun L(z,y,2,\) = f(z,y, 2)+Ah(z,y, 2), (x,y,2,\) € R% Nach der Multiplikatorenregel

von Lagrange muss dann ein A € R existieren, sodass

4y()Z() —2)\[E0 (I)

4 =2\ II

0 = gradL(zo, Yo, 20, \) <~ ToZo | _ Yo (1)
4xoYo —2\zg (I11)
0 wd+yi+-1) (IV)

gilt. Betrachten wir nun die Gleichung (V) := xq - (I) + yo - (I) + 2o - (III), so erhalten wir

12$0y020 —2)\(1’0 + yo + z ) (X) —2X (V)
= \= —6z0Y020-
Setzen wir dies in (I) ein, erhalten wir 4yozg = —2(—6z0y020)r0 = 1222(y020). Da yo, 20 # 0

(anderenfalls wire f(zo, o, 20) = 0, was nicht sein kann), folgt hieraus 1 = 323, also xo =



j:\/ig. Durch Einsetzen von A = —6x0yo2o in (II) bzw. (III) erhélt man genauso yo = j:\/ig

bzw. zy = j:\/ig. Somit muss

g E; €k 3
(:L‘o,yo,zo)GT::{<—,—],— eR”: g,65,6,=%1 .
V3 V3 V3

3
Durch Einsetzen sieht man, dass f(z,y,2) = +4 (\%) = iﬁg fir alle (z,y,2) € T gilt.

Damit muss

4

ma z,y,2) = f(zo,v0, 20) = —=.
(x7y72)>e<Mf( y,2) = f(wo, 0, 20) 3

s

sein.

Bemerkung: Man kann das Maximum von f auf N auch ohne die Methode von Lagrange be-
stimmen, in dem man Symmetrien ausnutzt: Ist (2o, yo, 20) wie oben, so kénnen wir Zylinderko-
ordinaten nutzen und (g, yo, 20) = (7 cos(¢o), 7 sin(¢o), 20) mit eindeutig bestimmtem r € (0, 1],
o € (0,27), 29 # 0 schreiben (man beachte, dass xg, yo, z0 # 0 die Faller = 0,9 € {0,270}, 20 =0

ausschlieit). Betrachten wir nun die Funktion

g: (0,27) = R, g(p) = f(rcos(p),rsin(p), 20) = 4zr* cos(p) sin(p) = 2r?z sin(2yp),

so muss g(yg) = max,ec(0,1) 9() gelten, da die Punkte (r cos(p), rsin(yp), 2) fiir alle ¢ € (0,27) in

N liegen. Je nach Vorzeichen von 2y muss also die Funktion (0,27) 3 ¢ +— sin(2¢) ein Maximum
3m 57 Im
4404
und damit auch |zg| = |yo| impliziert. Da die Menge N und die Funktion f invariant gegeniiber

oder Minimum in ¢y annehmen. Hieraus folgt ¢o € {7, }, was stets | cos(po)| = | sin(po)|

Permutationen (Vertauschungen) der Koordinaten ist, erhalten wir weiter |zo| = |2| und |yo| =
|20], also insgesamt |zo| = |yo| = |20|. Aus der Bedingung x3 + 43 + 28 = 1 folgt dann |zo| = |yo| =

|20] = \/ig und damit f(zo, o, 20) = ﬁg'
Aufgabe 3 ((54+5)+ (5+5)=20 Punkte)
a) Berechnen Sie
(i) den Inhalt |A| der Menge A := {(z,y,2) € R*: 2 €[0,2],0 <y < 1 — 27},

wobei B = {(z,y,2) € R®: z € [0,1], 2% +y* < 1}.

i) [ e dla2)

ii Y, 2),
By 1+ a2+

b) Sei f: R* = R, f(x,y,2) = (y*23, 2zy23, 3xy?2?).

(i) Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f.

(ii) Berechnen Sie fv f(x,y,2) - d(z,y, 2), wobei v(t) := (1 — e~ 12, cos(t)), t € [0, 27].

Hinweis: Rechnen Sie das Integral nicht direkt aus.

Loésungsvorschlag:



a) (i) Wir benutzen das Prinzip von Cavalieri: Fiir z € [0, 2] ist
Q(z) ={(z,y) €R?: (z,y,2) € A}
={(z,y) eR*: 0 <y <1—2"}
ein Normalbereich bzgl. der z-Achse (und damit insbesondere messbar). Es ist

1
‘Q(Z)\:/_lll—xzdx:{x—%x?’} !

= -  fir alle z € [0,2].
3
Da A (als Normalbereich im R?) messbar ist, gilt nach dem Prinzip von Cavalieri
8
A = / 0(2)]dz = & / dz = 3.
0 3

g:[0,00) x [0,27] x R = R?, g(r, ¢, 2) = (rcos(y),rsin(y), 2)

(i) Sei

die Zylinderkoordinatenabbildung. Dann gilt B = ¢(C'), wobei C' := [0, 1] x [0, 27| x [0, 1].
Wir erhalten

f e = [ e ™ ([T ([ i) ae) o
[ ([ AL

r=

:(\/5_1)/01 (/O%dgp> olz=27r(\/§—1)/1 dz = 2m (V2 - 1).

0

dgp) dz

b) Ist g eine Stammfunktion von f, so folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integral-

rechung

9(z,y, 2) =/ 9:(z,y, 2) dz =/ filz,y,z)dz = / y*28 dz = zy®2® + ¢i(y, 2),
9(z,y, 2) I/gy(:my,Z) dy I/fz(x,yw) dy = / 2ryz” dy = zy°2° + co(x, 2),

g(z,y,2) =/gz(x, y, 2)dz =/ fa(x,y,2)dz = /3:vy222 dz = 2y®2® + sz, y).
Man iiberlegt sich schnell, dass ¢i(y, z) = co(z, 2) = c3(z,y) = ¢ € R und damit
g:R* =R, g(n,y,2) = 2y*2* + ¢ (3)

sein muss. Man priift schnell nach, dass g so definiert wie in (3) (mit beliebigem ¢ € R)

tatséchlich eine Stammfunktion von f ist.

(i) Sei g(z,y,2) == zy?23, (z,y, z) € R3. Nach Aufgabenteil b) ist dann g eine Stammfunk-

tion von f und daher

/ f(,y,2) - d(y,2) = g(v(2m)) — 9(1(0)

=g(1— 77,47, 1) — ¢(0,0,1)
= 167*(1 — "),



