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PROBEKLAUSUR FUR UBUNGSSCHEIN
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OHMI OHMII O HMIII Klausur im O Herbst

Name: Vorname: Matrikelnummer:

Blattanzahl Punkte A. 1 | Punkte A. 2 | Punkte A. 3 | Punkte A. 4 Summe

Das ist ein Open-Book Exam.
Verwenden Sie fiir jede Aufgabe ein neues Bearbeitungsblatt.
Erlaubte Hilfsmittel: Vorlesungszusammenfassung, Ubungsblétter der Vorlesung und
deren Losungen, eigene Mitschriebe, Formelsammlung auf Ilias.

Fiithren Sie folgende Schritte vor dem Hochladen aus:

1. Fiillen Sie dieses Deckblatt mit Namen, Vornamen und Matrikelnummer aus, kreu-
zen Sie ,HM I¢, 'HM II“ bzw. ,HM III“ und , Frithjahr* bzw. ,Herbst“ an und
vervollstandigen Sie die Jahreszahl.

2. Tragen Sie auf jedem Bearbeitungsblatt die Nummer derjenigen Aufgabe ein,
die Sie auf diesem Blatt bearbeiten. Versehen Sie den Kopf des Blattes aufler-
dem mit Name, Vorname und Matrikelnummer.

3. Verwenden Sie keine Bleistifte und keine rote Farbe.
Doppelbearbeitungen werden nicht korrigiert. Streichen Sie ungiiltige Losungswege.

Unterschreiben Sie diese Erklirung:

1. Mit dem Upload meiner Klausur bestétige ich, dass ich die Klausur selbststédndig
und ohne die Hilfe Dritter verfasst habe.

2. Ebenso versichere ich, dass ich die Klausur ausschliellich unter Verwendung der von
der Priiferin / von dem Priifer freigegebenen Hilfsmittel erstellt haben.

3. Mir ist bekannt, dass die Priifung mit der Note 5,0 ,nicht ausreichend“ oder mit
,nicht bestanden* bewertet wird, wenn ich das Ergebnis der Erfolgskontrolle durch
Téauschung oder Benutzung nicht zugelassener Hilfsmittel beeinflusse oder selbiges
versuche und dass ich in schwerwiegenden Féllen von der Durchfithrung weiterer
Erfolgskontrollen ausgeschlossen werden kann.

4. Sofern ich die Klausur nicht rechtzeitig hochlade oder auf anderen Weg einreiche, ist
mir bewusst, dass von der Korrektur der Klausur abgesehen werden kann und die
Leistung in diesen Féllen als mit der Note 5,0 ,,nicht ausreichend“ beziehungsweise
mit ,,nicht bestanden* bewertet gilt.
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HM?2 Physik Formelsammlung

Lineare Algebra

Eigenraum: E4(\) = {x € C": Ax = \x}.
geometrische Vielfachheit von A: dim E4()\).
algebraische Vielfachheit von \: Vielfachheit
von A als Nullstelle des Charakteristischen Poly-
noms py.

Ahnliche Matrizen: A, B € C"*" heifien dhn-
lich & 35 € C™" mit B = S~1AS.

A € C™™ heifit diagonalisierbar < A ist dhn-
lich zu einer Diagonalmatrix D < Alg. und geom.
Vielfachheit der Eigenwerte stimmt iiberein

A € R™" symmetrisch < A = AT

A € C™" hermitesch (oder selbstadjun-
giert) & A = A* = AT = A diagonalisierbar,
Eigenwerte reell, Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten orthogonal

A ist orthogonal & ATA =1

A ist unitar < A*A =1

A orthogonal bzw. unitér < Zeilen bzw. Spalten
bilden Orthonormalbasis

Gram-Schmidt: Seien wy, ..., wy € R™ linear unabhangige Vektoren. Wir definieren b; = m und
fir n =2,...,N ¢, = w, — S0 {bi, w,) b;, b, = T Dann bilden by, ...by ein Orthonormalsystem
und lin{by, ..., by } = lin{wy, ..., wy}
Definitheit von A € R™" mit A = AT
positiv definit
semi > >
A st S & Vr e R"\ {0}: 2" Ax 0< VAEW von A: A 0
< <
negativ definit
semi < <

Ansonsten ist A indefinit. Kriterium von Hurwitz: Ist A = AT = (a;;,) € R™"

11

A ist positiv definit <

Am1

Ableitungen

Richtungsableitung: f : D — R" in xqg € D
veR"\{0}:

of 1 flxo +tv) — f(z0)
gy Wo) =1 t
Partielle Ableitung %(m) = aank(:L')

Differenzierbarkeit: Sei f : D — R™, wobei
D C R” offen. f heifit differenzierbar in z¢ € D,
falls A € R™*" mit

(@) — flag) — Al a0)]

S [l = ol

Bezeichnung: f'(zo) = A.

=0.

Kriterium: Sind alle partiellen Ableitungen STJZ
stetig in xg, so ist f in z( differenzierbar.

Q1m
>0 Vm=1,2,...,n

amm

Gradient: f € C'(D,R) = grad f(zo) steht

senkrecht auf der Niveaulinie {z € R" : f(z) =

S (o)}

Kettenregel: (go f) (z0) = ¢'(f(x0)) f'(x0) .
~——

ERan eRpXm ERan
Satz iiber implizit definierte Funktionen:

Sei f: R™™ — R. Um f(z,y) = 0 bzgl. y zu
16sen nahe bei (zg,yo). Bedingung: f(xo,y0) =
0, %(zo,yo) € R™™ ist invertierbar. Es gilt fiir
die Losung y(z),

oy __(of\"(of
0x__<(9y> <(9J:>
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HM?2 Physik Formelsammlung

Satz fiir Richtungsableitung: f differenzierbar in zy = %(mo) = f'(zo)v Vv e R™\ {0}.

f: D — R differenzierbar in zg — %(mo) = grad f(zg)-v Vv e R"\ {0}.
Matrix der Ableitung: f € C'(D,R™), D C R" offen, zy € D

9 2]

Ofm Ofm
3{81 ([L’0> Ce %ﬁ(l’o)

Hesse Matrix f € C*(D,R), D C R" offen, zy € D

ffElrl(xO) fwlxn('ro)

.....

fxnx1($0) fxnxn($0)
Taylorformel f € C?(D,R), g, h € R", S[xg, 2o+ h] C D C R" offen, dann ex. £ € S[xg, zo + A
mit
1
f(xo+h) = f(xo) + h - grad f(zo) + i(Hf(é)h) - h.
Fourierreihen
Sei f : [-m, ] — C integrierbar, dann heiit fir k € Z, ci(f) == 5= [™_ f(t) exp|—ikt]dt der k-te

2m
Fourierkoeffizient von f.
Es gilt der Zusammenhang zu den reellen Fourierkoeffizienten

a(f) = exlf) +e sl = [ foeosthoyar
() = i)~ e x() = = [ f(e)sin(kt)dr

Es gilt
Z cx(f) explikt] = aoéf) + zn: ag(f)cos(kt) + Zn: be(f)sin(kt).
|k|<n k=1 k=1
Optimierung

Satz iiber lokale Extremstellen: Sei f € C?(D,R), D C R" offen, und ¢ € D mit grad f(z,) = 0.

positiv ) . Minimum
efinit . ein lokales
H(zo) negativ —> fhat in 2 Maximum
indefinit einen Sattelpunkt

Multiplikatorenregel von Lagrange Sei p < n, f € C'(D,R), h € C'(D,RP), D C R" offen
und N = {z € R": h(z) = 0}. Hat f in 29 € D lok. Extremum unter Nebenbedingung A = 0 und
rang h'(zg) = p, dann existiert \° € R? mit grad L(zg, \°) = 0, wobei L(z, \) = f(z) + Ah(z).
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Integralsatze

. . e T —
Rotation, Divergenz: v = (vi...v,)", 0; =
0
ox;’

divv =V -v:=01v; +...4+ 0pv,

Opv3 — 0302
n=3 rotv:=V xv:=| dsv; — vs

0109 — Ohvq
Laplace: f(zy,..,x,) Skalarfeld: Af =

"1 07f. Rechenregeln: f,g,v € C!

V(fg) =9V f+[fVyg
Vo (fo) = f (Vo0) + (Vf)

Vix (fo)=f (Vxo)+(Vf)xv (n=3)
A(fg) = (Af)g+2Vf-Vg+f Ag (f,g€C?).
rot(grad f) =0, f€C?

div (rotv) =0, v e C?

div (grad f) = Af, fe€C>

Kurvenintegrale von Skalarfeldern
vilatl =R [ s [ r@) )
Bogenlinge von Raumkurven

Vilatl 2R s(@) = [T IVOl dt
L(v) := s(b) Bogenlinge, 7o = 7o s~ ! natiirliche

Parametrisierung.
Kurvenintegrale von Vektorfeldern

v la,b] = R™ : Av-ds = /abv(y(t))'y/(t) dt

Kurvenintegral Gradientfelder

vilad] R [ arad fs = FO(0) (@)

Vertriglichkeitsbedingung: Sei v =
(v1,...,v,) C* Vektorfeld. Dann v Potentialfeld
= Oju, = Oyvy, Vi, k =1, ...,n. Ist Definitions-
menge von v einfach zusammenhéangend so gilt
die umgekehrte Richtung.

Integralsatz von Gauf} in R?

Lv- ds = /5(8102(%@ — Oyvi(z,y)) d(z,y),

wobei G ’links’ von ~ liegt und G einfach zusam-
menhéngend.

Divergenzsatz in R? (N: duflerer Normalen-
einheitsvektor, G und v wie bei Gaufl mit nat.
Param.)

/w -Nds = /7divwd(x,y)
¥ G
Parameterdarstellung einer Fliche in R3:

F={g(u,v): (u,v) € U}

Integralsatz von Stokes in R3

/v~ ds:/ rot v - do,
I Fo
Gaul, g¢

wobei G und vy wie Dbei
Parameterdarstellung,I' = g o v, 5 = g(G).

Flacheninhalt von ¥ = {g(u,v): (u,v) € U}

[ do= [ 10ug(u,v) x Dugu,v)| d(uv).
F U
Normaleneinheitsvektor: (u,v) € U

0ug(u,v) X Oyg(u,v)

N(g(u,v)) = + 10ug(u,v) X Dug(u, )]

Oberflichenintegrale von ¥ = {g(u,v): (u,v) € U}

fode e

do:=|0ug(u,v) Xy g(u,v)|d(u,v)

/ w - do
F ~—
do:=(0ug(u,v) X0y g(u,v)) d(u,v)

|, Fla(w.0)) 19,90 v)  D,g(u.0)] d(u.v)

= [ wlgluv)) - (Guglu,v) x Oug(u,v) d(u,v)
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Koordinatentransformationen

Transformationsformel A, B C R" abgeschlossen und beschrinkt, g : B — A surjektiv, injektiv
auf B° und det ¢’ # 0 auf B° dann [, f(z)dz = [5 f(g9(y))|det (¢'(v))| dy.

Polarkoordinaten Zylinderkoordinaten Kugelkoordinaten
Y
rsin(pt----57
&
|
7 cos(ip) v
T COS 7 COS ¢ cos ¥
T COS
gr,p) = g(r,p,2) = | rsing g(r,p,0) = | rsinpcos?
rsin @
z 7 sin ¥
det¢'(r, ) =7 detg'(r,p,z) =7 det ¢'(r, ,9) = r? cos ¥
Funktionentheorie

Cauchyscher Integralsatz: f holomorph, G offen und einfach zusammenhangend, v einfach
geschlossen

/Vf(z) dz =0

Cauchysche Integralformel: f holomorph, G offen und einfach zusammenhéngend, v einfach
geschlossen und positiv orientiert, zy im Inneren von

f(z0) = L /)

211 Jy 2z — 2z

Folgerung: holomorphe Funktionen beliebig oft komplex differenzierbar
K f(2)
(%) - / I g
J7(z0) 271 Jy (2 — zp)FHD) :

Satz von Liouville: Ist f: C — C holomorph und beschrénkt, so ist f konstant.

Identitétssatz: G Gebiet, f und g holomorph auf G, M = {z € C: f(z) = g(z)} habe einen HP in
G = f=gauf G

Residuensatz: G einfach zusammenhangend, v einfach geschlossen und positiv orientiert, zo, ..., 2,
im Innern von v, f: G\ {2, ..., 2.} — C holomorph

[yf(z) dz = QWines(f; ;)

Berechnung von Residuen

e hebbare Singularitét: res(f;z9) =0

e f hat in 2y Pol n-ter Ordnung

i o [ 2

s (= 200
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Allgemeines

Arkusfunktionen:

™

arcsin: [—1,1] — [-Z, Z]

arccos: [—1,1] — [0, 7]

272
s s s 2 3T 5w
z 05 T 5 3 3 & % 7
: 1 V2 VB 3 V2 1
sinx |0 5 2 1 5 =R 3 0
cosxl@? : 0 —3 —? —§ ~1
tanz [0 %2 1 V3 foo -3 -1 ¥ 0
sin®(z) + cos*(r) = 1
sin(2z) = 2sin(z) cos(z)
cos(2x) = cos?(z) — sin®(z)
1-— 2
Sm2<x>:<338<x>
1 2
cos?(z) = 14 cos(2z)
2
partielle Integration: [ f'gdx = fg— [ f¢'dx a b
Substitution: [° f(u(z))u/ (z)dz = [“?) f(t)dt ¢ d

u(a)

arctan: R — (=7, %)

cos(z £ y) = cosxcosy Fsinzsiny

sin(z £ y) = sinz cosy £ coszsiny

__ tanzdtany
tan(x + y) " l1Ftanztany
g9(x) | [ g(x)dz
1 In |z|
x
12 tan x
cos? x
1 .
T2 arcsin T
—1
T arccos
—L. | arctanz
1+x2
-1
o a
T ad—be
—C a
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I\ apl. Prof. Dr. Peer Christian Kunstmann

Karlsruher Institut fur Technologie: Marvin SChulZ, MSC

Hohere Mathematik II fiir die Fachrichtung Physik

Ubungs- bzw. Scheinklausur

Aufgabe 1: (6 + 8 + 6 = 20 Punkte)

Es sei
2 V2 0
A=1v2 2 V2| eR3*3.
0 V2 2

(a) Zeigen Sie, dass A die Eigenwerte 0,2 und 4 hat.

(b) Bestimmen Sie fiir jeden Eigenwert A von A eine Orthonormalbasis des zugehoérigen Eigen-
raums F4 ().

(c) Berechnen Sie eine Matrix W € R3*3 so, dass A = W? gilt. Es geniigt wenn Sie W als ein
Produkt von explizit bestimmen Matrizen anzugeben.

Aufgabe 2: (10 + 10 = 20 Punkte)

a) Bestimmen Sie jenes Rechteck, welches in der Menge
E={(z,y) e R?: 22% + y* < 6} (1)

liegt und dessen Seiten parallel zur x— bzw. y—Achse sind so, dass der Umfang des Recht-
eckes maximal ist.

HiNwEIS: Dieses Problem ldsst sich mithilfe der Multiplikationsregel von Lagrange formu-
lieren.

b) Es sei
C={(z,y) eR?:2* -3 <y <2z}

Parametrisieren Sie den Rand 0C der Menge C und berechnen Sie den Umfang von C.
HiNwEIS: Um das Integral [ v/1+ 42:2dz zu bestimmen substituiert man z = %sinh(t). Sie
miissen das Ergebnis nicht vereinfachen!

Aufgabe 3: (6 + 6 + 8 = 20 Punkte)
Es sei

sin(z) sin(y) (z,y) # (0,0)
B2 . [al+To] ’ ’
FiR %R.(x,y)ﬂ{o (z,) = (0,0)

a) Ist f in (0,0) stetig?
b) Existieren die partiellen Ableitungen in (0,0)?
c) Ist fin (0,0) differenzierbar (d.h. total differenzierbar)?

HINWEIS FUR ¢): Wie sieht gegebenenfalls die Ableitung von f in (0,0) aus? Uberpriifen Sie
die Differenzierbarkeit anhand der Definition.


http://www.kit.edu
http://www.math.kit.edu/iana/
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Aufgabe 4: (10 + 6 + 4 = 20 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem

20 +y+2z=0
15, 1
42— =0

xz+2y 7

in einer Umgebungen U C R, V. C R? mit 0 € U und (1,—1) € V nach (y, 2) auflésbar ist.
Sei g : U — V diese Auflésung. Bestimmen Sie dei Ableitung ¢'(0).

b) 1) Klassifizieren Sie die Singularitidten von

2) Bestimmen Sie die Wegintegrale

z
d
/% sin(iz) :

fir k € {1, 2} entlang der Wege 1,72 : [0,27] — C mit

() = 5 explit], 7alt) = - explit].



