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Aufgabe 1 (14 + 6 = 20 Punkte):
Sei
1 10
A= 2 0 2
-1 0 0
(a) Berechnen Sie alle Eigenwerte von A, und fiir jeden Eigenwert den zugehorigen Eigenraum.

(b) Ist A diagonalisierbar? Bestimmen Sie, wenn moglich, eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare
Matrix S mit A = SDS™L.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
(a) Wir beginnen damit, das charakteristische Polynom auszurechnen:

+ —1
I
1-X 1 0 1-X 1 0
pa(\) =det| 2 -2 =det| O -2
-1 0 =X A=1 0 =X
Entw. nach
bSpalte (g )\)det(_o/\ QA) + (A - l)det( IA g) —(1-NA2=2)=—-A=1A=V2)(A+V2).
Wir lesen ab, dass 1,v/2, —/2 die Eigenwerte von A sind. Nun berechnen wir die Eigenraume:
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1-v2 1 0 "
EA(vV2) = Kern(A — V2I) = Kern 2 -2 2 ﬁ+
—1 0 -2 2 Ji-v2 | - (1)

10 V2 V2

0 1 2-v2 \/52
=Kemn|[0 —vV2 2-2V2 :+ =Kemn|{0 1 2—+v2]|=lin{|2-V2]},
1 0 V2 00 0 —1
1+v2 1 0 +
E4(—V?2) = Kern(A + v2I) = Kern 2 V2 2 j+
-1 0 V2 2 J14va | - (-1)
0 1 2+V2 452 10 —v2 -2
=Kemn|0 2 2+2V2 J+ =Kemn|{0 1 2++v2]| =lin{|2+V2]}.
10 -2 00 0 —1
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(b) A ist diagonalisierbar, da die algebraische und geometrische Vielfachheit zu jeden Eigenwert gle-
ich sind (beide sind gleich 1). Die gesuchten Matrizen D, S bestehen aus den Eigenwerten bzw.
Eigenvektoren. Diese lesen wir aus (a) ab und erhalten so:

1 0 0 1 V2 2
D=(0 v2 0 |, S=10 2-v2 2+v2].
0 0 —2 -1 -1 -1

Aufgabe 2 (10 + 10 = 20 Punkte):
Bestimmen Sie jeweils alle lokalen Extrema der Funktion und entscheiden Sie, ob es sich dabei um lokale
Maxima oder lokale Minima handelt.

(a) f:R? =R, f(z,y) = 2> — y* + 22y — .
(b) g: RZ = R, g(z,y) = (1+ 212)679527?/2.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

(a) Es gilt f € C?(R? R) als Polynomfunktion. Wir betrachten zuniichst die notwendige Bedingung
fiir lokale Extrema, d.h. wir suchen alle (z,y) € R? mit
—2y + 2z

2 _
0% grad f(z,y) = (39” 2y 1)

Losen dieses Gleichungssystems liefert y < 2 und 0 = 322 +2z—1=3(x— %)(a: + 1), und damit
die kritischen Stellen (%, §) und (—1,-1).
Wir berechnen zunéchst fiir (z,y) € R? die Hesse-Matrix

Hy(z,y) = (6; _22>

und tiberpriifen dann die Bedingungen aus der Vorlesung:

. (%, %) Hier gilt Hf(%, %) = (; 22) und det Hf(%, %) = —-8<0, d.h. Hf(%, %) ist indefinit.

Nach Vorlesung hat f in (4, 1) kein lokales Extremum.

o (—1,—1): Hier gilt H;(-1,-1) = (26 _22) und det H;(—1,—-1) = 8 > 0, sowie
(Hf(—1,—-1))11 = —6 < 0, d.h. Hy(—1,—1) ist negativ definit. Nach Vorlesung hat f in

(=1, —1) ein lokales Maximum.

(b) Esist g € C°(R% R) als Komposition von C°-Funktionen. Wir berechnen zunéchst Gradient und
Hesse-Matrix:

g2 27— 423
gradg(z,y) =e <(4x2 +2)y)

a2 (82t — 1627 + 2 (823 — 4x)y
Hg(xa y)=e ( (8x3 —4x)y (4372 + 2)(2y2 -1)

Zunachst berechnen wir die kritischen Punkte von g. Es gelten

gradg(x,y):0<:>2x—4x3=0=y<:>x6{—2 5

Nun iberpriifen wir, ob die kritischen Punkte lokale Extrema sind:

o (0,0): Hier ist Hy(0,0) = g 92 indefinit wegen det H,(0,0) < 0, also hat g in (0,0) einen
Sattelpunkt und daher keinen kritischen Punkt.

o (£¥2,0): Hier ist Hy(+%2,0) = %(‘4 0 ) negativ definit und daher hat g in (—¥2,0)

0 -4

sowie in (g, 0) ein (sogar striktes) lokales Maximum.
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Aufgabe 3 (8 + 12 = 20 Punkte):
Die Vektorfelder F,G: R? — R3 seien gegeben durch

y? 52

F =2 G = #

(z,y,2) = | 2y ], (2,9,2) : e
y? ye* + 2xz

(a) Uberpriifen Sie jeweils, ob es sich um ein Gradientenfeld handelt, und bestimmen Sie gegebenenfalls
ein zugehoriges Potential.

(b) Berechnen Sie die Kurvenintegrale

LF' d(z,y, 2), LG« d(z,y, 2)

wobei v: [0,1] — R3,~(¢t) = (1 — t,¢,0) gegeben ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(a) e Zu F: Da F € C'(R3 R?) ist eine notwendige (und hinreichende) Bedingung dafiir, dass F ein
Gradientenfeld ist, dass F’ symmetrisch ist, also dass Oy Fy = 0o F, 02 F3 = O3F5, 03F; = 01 F3
gelten. Nun ist aber

N Fy(x,y,2) = 0:(2y) = 0 # 2y = 9, (y°) = D1 Fa(x,y, 2)

fiir y # 0, was zeigt, dass F' kein Gradientenfeld ist.

e Zu G: Bemerkung: Durch “scharfes Hinsehen” kann man hier direkt erkennen, dass G ein
Gradientenfeld ist und ¢(z,y, z) = x22 + ye* eine Stammfunktion ist. Wenn man das nicht
sieht, kann man z.B. wie folgt argumentieren:

Wie fiir F' iiberpriifen wir die Integrabilitdtsbedingungen
81F2 :0:82F1, 82F3:ez :83F2, 83F1 :2z:81F3.

Da sie erfiillt sind, existiert nach Vorlesung (wir benutzen hier dass R?® einfach zusammen-
hiingend ist) eine Stammfunktion von G. Nach Vorlesung gilt weiter: Ist y: [0,1] — R3 eine
Kurve, die (0,0,0) mit (z,y,z) € R? verbindet, so ist

ML%Z%i/G@ww%d@ww)

nicht von der Wahl von v abhédngig und definiert eine Stammfunktion von G. Wir wéhlen als
~ die Verbindungsgerade v(t) = t(x,y, z) und erhalten so

1 (tz)? x 1
o(z,y,2) = / el? Ny |dt= / 3t202% 4+ y(1 + t2)e'* dt
0 \tye!® + 2t%22 z 0

1

= x2? [t3]1=0 +ylte”],_, = z2° + ye’.
(b) e Zu F: Wir berechnen

12 -1

/F-d(m,y,z):/o F(’y(t))-w’(t)dt:/o o |- 1 dt:/o 2t — 2 dt = [t2 — 1% =

12 0

e 7Zu G: Da G ein Gradientenfeld ist, gilt

[ 6+ dw.) = 601) ~ 9(3(0) =1 -0 = 1.
Aufgabe 4 (10 + 10 = 20 Punkte):
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(a) Sei A= {(x,y) € R?: 22 4+y% <1, z,y > 0} C R?. Berechnen Sie das Integral

/A yo d(z,y).

(b) Sei B = {(x,y,2) € R®: 22 +y* =22, 1 < 2 <4} C R3. Berechnen Sie die Oberfliche

/ 1 do.
B

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(a) Die Menge A lést sich parametrisieren durch Polarkoordinaten (z,y) = g(r, ¢) = (rsin(p), r cos(y))
fir (r, ) € [0,1] x [0, 7/2]. Damit folgt mit der Folmelsammlung ¢'(r, ¢) = r und wir berechnen

1 /2
/ywd(:v,y):/ / 73 sin(p) cos()dpdr
A 0o Jo
1

:/0 TB%[sinz(cp)]gmdr

1
= é/ ridr
0

1

go

(b) Wir nutzen die Parametrisierung g : [0, 27| x [1,4] — B mit

rsin(y)

g9lp,r) = | 7 cos(p)

r

Damit ist g surjektiv und injektiv im inneren von [0, 27] x [1,4]. Wir berechnen

r cos(ip) sin(y)
0p9 % Oprg = | —rsin(e) | x | cos(y)
0 1
r cos(ip)
= | rsin(p)
r

und
1059 % Drgll = v2r.

Damit folgt das Oberflichenintegral

4 27
/ ldo = / V2r dedr
B 1 Jo

4
= 2\/§7r/ rdr
1
= Var [
= \/5 157
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