1 Integralrechnung

1.1 Kurvenintegrale

1.1.1 nicht orientierte: Funktionen

1. Parametrisierung: Funktion — Vektor ¢(t) = (z) = (f&))

2. Betrag der Ableitung der parametrisierten Funktion bestimmen und das Integral des Skalarproduktes
l6sen.

/fﬁ@f/f ) 18u(t)dt

3. Sonderfall: Kurvenlinge L = / e ()|t

1.1.2 orientierte: Vektoren
1. Parametrisierung der Kurve: C = {77]7:': (E(?ﬁ)}

2. Ableitung der parametrisierten Kurve bestimmen und das Integral des Skalarproduktes losen.
b

a

3. Sonderfall: das Integral ist in der Form / Pdx + Qdy gegeben. Dann kann ¥(7) = (g) mit 7 =
c

b(t) = (;8;) direkt eingesetzt werden
b

[ Pio+Qay = [[P@(®).5(0) -5+ Qa(0).9(0) - il (snalog im B

a

1.1.3 Umwandlung orientiert < nicht orientiert

1. orientiert — nicht orientiert
fC dT‘ = fC 77) to)dt
2. nicht orientiert — orientiert
Jo f(F)ds = [ (f(7)- to )dr = [ (f(7) - fo)dii

wobei fiir den Tangentenvektor gﬂt. to = Iizggl

1.2 Flachenintegrale
1.2.1 nicht orientierte: Funktionen
1. Parametrisierung der Flache: F' = {F]F: o(s, t)}

2. Betrag des Kreuzproduktes der Ableitungen der parametrisierten Funktion bestimmen und das In-
tegral des Skalarproduktes losen.

[ @0 [[ siots.0)-1, % Gjasai

3. Sonderfall: Oberfliche O = / / by X dylds dt
G



1.2.2 orientierte: Flussintegral

1. Parametrisierung der Flache: F' = {F]F: b(s, t)}

2. Ableitung der parametrisierten Kurve bestimmen und das Integral des Skalarproduktes 16sen.

P(z,y,2)
/ 7)do = // ) - s X dylds dt oder mit 7= | Q(z,v, 2)
R(z,y,z)
//(P zs zs +R‘ys Z/t)dsdt
G Yt 2t Zs 2t
1.2.3 Umwandlung orientiert < nicht orientiert
1. orientiert — nicht orientiert
Jp0(F)do = [L(U(F) - 7ig)do
2. nicht orientiert — orientiert
Jp f(P)do = [.(f(F) - flg)dd
wobei fiir den Normalenvektor gilt: 7ig = |§S§§t|
1.3 Flussintegrale
1.3.1 Fluss langs einer Kurve
Die Kurve C ist durch (;S( ) = ( 8) gegeben, dann ist 7 = (_yw) und 7y = \%I Fiir den Fluss ergibt sich

dann:

/c (g> = /c <_PQ> dr = /C(—de + Pdy)
/C (Pdz + Qdy) = /C (g )dF: /C (_QP> .

1.3.2 Fluss durch eine Fliche

Die Flache F ist durch 5(5, )= wy(s,t) gegeben, dann ist 77 = (55 X q;t. Fiir den Fluss gilt dann:

[ #was = [[ w0 -ms a

%1

mit do = d(s,t)

1.4 Integralsiatze

Vergroflert sich die Dimension bei der Anwendung eines Satzes, wird dabei vorausgesetzt, dass das Inte-
grationsgebiet , geschlossen® (Der Mathematiker geht nicht mit der Zeit!) ist bzw. es keinen Rand hat.
Verringert sich die Dimension bei der Anwendung eines Satzes, muss eine Integrabilitdtsbedingung an den
Integranden gestellt werden. Trifft keine dieser Bedingungen zu, kann das Integral nur direkt ausgerechnet
werden.



1.4.1 Integralsiitze im R?

Hauptsatz fiir Kurvenintegrale
| arad @i = 1) - 1(@)

Ist fc grad f(F)di = fc, grad f(7)dF so ist das Integral wegunabhéingig.

U= (g) Potential-/Gradientenfeld, d.h. es gibt ein Potential f mit ¥ = grad f, wenn die Integrabilititsbe-
dingung P, = Q, erfiillt ist und ,,C* eine geschlossene Kurve ist [, o vdr'= 0.

Erster Satz von Gaufl, Divergenzsatz

/CU(F)dﬁ:/Cﬁ(F)-ﬁds:/Gdivﬁd(:c,y)

wobei C eine Randkurve und somit geschlossen sein muss.

Zweiter Satz von Gaufl oder Satz von Green
- [ Par+air= [ (@ -P)dy

wobei G ein Gebiet mit der d&uBeren Randkurve C und somit geschlossen sein muss.

Satz von Green, Greensche Formel Sei G ein Gebiet mit der dufleren Randkurve C, dann

B oh dg\
~ [ (555 52 ) = [ taah - nagyita.y)

Dabei ist Af = frq + fyy und % die Richtungsableitung von g in Richtung 7, also % =gradg-n.
Es gilt also fiir den Fluss des Vektorfeldes grad g durch die Kurve C:

/ga—fjds:/gradgdﬁ
o on c

1.4.2 Integralsitze im R?

Die Sitze im R? gelten analog auch fiir R?. Der Unterschied besteht darin, dass man alle Formeln auf drei
Koordinaten beziehen muss. Die entsprechenden Bedingungen stehen im GR auf Seite 198.

/rotﬁdﬁz/ﬁdﬁ
F C

e [, wdd 1aBt sich umschreiben zu [}, rot 7do, falls div @ = 0

Satz von Stokes

Ist ¥ Potentialfeld (also ¢ = grad f), dann ist rot ¥ = 0

o Ist I eine Kurve mit derselben Randkurve C, so ist [, rot #dd = [}.rot ¢ do. Dies ist analog zur
Wegunabhégigkeit von Integralen von Potentialfeldern.

Liegt die Fléche ganz in der x,y-Ebene und zeigt der Normalenvektor in Richtung der positiven
x-Achse, geht der Satz von Stokes in den zweiten Satz von Gauf iiber.



1.5 Potentialfeld

Ein Vektorfeld f heifit

konservativ . falls djcxs Kurven.mtegral I} % I dfcnwegunabhanglg ist, bzw. .
die Kurvenintegrale § f d iiber geschlossene Wege 0 sind.

es eine reellwertige Funktion ® gibt,

Potential- oder Gradientenfeld , falls fiir die gilt: grad ® — j?

Ein Feld ist konservativ genau dann, wenn es Potentialfeld ist! In einfach zusammenhéngenden Gebieten
ist diese Aussage dquivallent zu: f ist wirbelfrei.

Ist @ Potentialfunktion von f, so gilt:
/ Fd7 = & (#(a)) — @ (#(b)) (Potentialdifferenz)
K

Eine notwendige(!) Bedingung, fiir ein Vektorfeld f = (fx, fy, f-) Potentialfeld zu sein ist die Integrabi-

litdtsbedingung
ofc 0f, Ofs Of. 0f, Of.

oy oz’ 9z oz’ 0z Oy

Die hinreichende Bedingung ergibt sich aus oben genannten Bedingungen:

rotf:j{fdfzﬁ

Rechenregeln fiir grad , rot, div, V sind auf den Seiten GR 130 und Rep. 527 zu finden.

1.6 Transformationsformel

Funktionen missen bei der Integration stets derart parametrisiert werden, das sich das Integral folgender-
maflen definieren lasst:

b h(z)  k(zy)

/Gf(w,yw)d(axyw):/ / / f(z,y,2) dzdy da

r=ay=g(z) 2=j(v,y)
Dabei ist ersichtlich, das y(x) nur von einer Variablen abhéingt und z(z,y) von zwei.

Bei der Verwendung neuer Koordinatensysteme verwendet man den Transformationssatz

| @) = [ f(30) e

d(u, v, w)

Man kann bei der Berechnung der Determinante der Jacobimatrix diese Konsequenz der Umkehrformel

verwenden: )
oz, y,2)\ O(u,v,w)\
et (o) = (55

Man sollte die beiden folgenden Determinanten kennen:

Kugelkoordinaten: det (ggié’;g) = p%sin® 6 (oder p? cos? )

Zylinderkoordinaten: det (%) =r



2 Differenzialrechnung

2.1 Stetigkeit

Funktionen sind stetig, wenn sie sich aus stetigen Funktionen zusammensetzen. Soll Stetigkeit in einem
Punkt (zg,y0) gezeigt werden, so gilt es, den Grenzwert zu berechnen.

lim  |f(z,y) — f(zo,y0)]

(z,y)—(z0,Y0)

Ist dies nicht moglich, muss die getrennte Stetigkeit gezeigt werden:

lim f(z,yo) bzw. lim f(zo,y)

T—Tg Y—Yo

In beiden Féllen muss der Grenzwert den Wert der gegebenen Funktion annehmen.

Standardtrick 1: Bei Nullpunktbetrachtung Polarkoordinaten verwenden (auch bei Differenzierbarkeit),
da hierbei eine zusammengesetzte Funktion entsteht f(x,y) — f(r,$) = R(r) - ®($). Dabei entsteht
eine beschriankte Funktion ®(¢) und der Grenzwert von R(r) — 0.

Standardtrick 2: Bei dem Verdacht auf Unstetigkeit im Nullpunkt versucht man eine Nullfolge (z, yn)
anzugeben, fir die die Funktionswerte nicht gegen f(0,0) gehen. Steht im Nenner eine Summe,
versucht man durch geschickte Wahl die Potenzen gleich zu machen, z.B. mit (n2, n) Da die Funk-
tionswerte nicht gegen f(0,0) konvergieren, ist f im Nullpunkt unstetig.

2.2 Differenzierbarkeit

Prinzipiell folgt aus Differenzierbarkeit Stetigkeit. Eine Funktion ist stetig differenzierbar, wenn ihre par-
tiellen Ableitungen stetig sind. Bei partiell differenzierbare Funktionen schreibt man fiir die Ableitung:

of
833,‘

Eine Funktion ist total differnzierbar in @ mit der Ableitung D f(a), falls es einen (Zeilen-) Vektor Df
gibt, so dass gilt:
1
i

—a |¥ — d

[f(@) — f@—Df-(F-2)] =0

8

Ist f differenzierbar, so ist
f'=Df =grad f

Liegt eine vektorwertige Funktion vor, so ist diese partiell differenzierbar, wenn ihre Komponenten es sind.
Die partielle Ableitung ist dann der Vektor aus den Ableitungen der Komponenten. Eine vektorwertige
Funktion ist total differnzierbar in @ mit der Ableitung f (@) = Df ( @), falls es eine Matrix D f gibt, so

dass gilt:
lim — [f’(f) — f(@) - Df - (f—f)] =0

T—a |.13 — CL|

Die Matrix heifit Funktional- oder Jacobimatrix

of of
o ... gL grad fi
Ofm Ofm
Gl Gl grad fp,



2.3 Richtungsableitungen

Fir die Richtungsableitung von f in Richtung ¢ im Punkt a gilt:

of .. o_d o f(@+t0) — f(a)
g7\ @) i= Dafla) := G f(@+10) e i ¢
Ist f in @ differenzierbar, gilt:
of . .
8717((1) = grad f(a) - v

In der Regel werden die Richtungsableitungen mit normalisiertem Vektor ¢ vorgenommen.

2.4 Implizite Funktionen

Der Satz iiber implizite Funktionen sagt aus, dass ein Gleichungssystem bei @ lokal auflésbar ist nach 1,
bis y,. Dazu geht man folgendermaflen vor:

1. Bedingungen zu einem Gleichungssystem der Form f(x,y;(2), yn(z)) = 0 zusammenfassen.

Zo a
2. Voraussetzungen a = y1 (o) = b einsetzen und iberpriifen, ob das Gleichungssystem
Yn(20)

f(@) = 0 erfullt ist.

3. Jacobideterminante bilden (die stets vom Typ n x n ist). Ist diese regulér (det = 0), dann werden y;
bis y,, imlizit definiert.

sh@ ... i
detfz(@) = : : #0
@ ... 2@

Ist det = 0, so ist der Satz nicht anwendbar. Eine Losung kann dann durch Umstellen nach einer
Funktion y; und anschlieBendem Raten herbeizufiihren sein.

4. Die Auflésungen y; bis y,, sind nach # differenzierbar und es gilt: gz = — ( f~)71 fz

7
o
Um die Ableitungen einer impliziten Funktion zu bilden, werden die Voraussetzungen b = | y{(xo) | in
/
Yn (o)

die Ableitung nach der gesuchten Variable der Matrix f eingesetzt. Analog wird bei héheren Ableitungen
verfahren, wobei die erhaltenen Werte fiir die niedrigeren Ableitungen eingesetzt werden.

Standardtrick: Ist eine Funktion f(z,y, 2) in der Nihe eines Punktes P nach z(z,y) auflésbar, konnen
die die Ableitungen dieser indirekt gebildet werden.
dz %
de 4
dz <

2.5 Extremwerte differenzierbarer Funktionen

Notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Extremwertes ist:
grad f(@) =0

Die hinreichende Bedingung liefert eine Untersuchung der Hessematrix, die stets symmetrisch ist.

f//:Hf: Ty fyy  Jfyz
fzx fzy fzz



Nach dem Hurwitz-Kriterium miussen dann die Deteminanten der Matrix untersucht werden. Aus einer
allgemeinen Matrix der Form
aip - Qip

folgt dann mit den Determinaten:

ail @12 ai3
i D3=| as1 age agg |; D4=...
as; asz2 ass

a1l a2

Dy =ay1; Dy =
a21 Aa22

D1 >0, Dy >0, D3 >0, Dy >0,...— positiv definit = Minimum

Dy <0, Dy >0, D3 <0, Dy >0,...— negativ definit = Maximum

Dy >0, Dy >0, D3>0, Dy >0, ... — positiv semidefinit = Minimum oder Sattelpunkt

D, <0, Dy >0, D3 <0, Dy >0, ... — negativ semidefinit = Maximum oder Sattelpunkt

weder definit noch semidefinit — indefinit = Sattelpunkt

D; = 0 = keine Aussage tiber Art des Extrempunktes

2.5.1 Hohenlinienmethoden

Unter eine Hohenlinie versteht man einen konstanten Funktionswert einer mehrdimensionalen Funktion.
flx1,...,x,) = ¢ AuBlerdem ist grad f(Zy) einer Hohenlinie Normalenvektor auf ihr. Bei der Hohenlinieme-
thode zur Untersuchen des Extremwertes einer Funktion am kritischen Punkt @ geht man folgendermaflen
vor:

1. Untersuche das Vorzeichen f(#) — f(a@) in einer Umgebung von a. (Faktorisierung nach Vorzeichen
sinnvoll!)

2. Ist der Ausdruck stets positiv (negativ), liegt ein Minimum (Maximum) vor. Hat der Ausdruck in
jeder Umgebung verschiedene Vorzeichen, hat man einen Sattelpunkt.

3. Wenn der Ausdruck in der Nahe von @ keine weiteren Nullstellen hat, hat man ein striktes Extremum.

2.5.2 Extremwerte mit Nebenbedingungen

Ist eine Funktion f(x1,...,2,) unter den Nebenbedingungen g¢; zu untersuchen, kénnen zwei Methoden
angewandt werden. Entweder kénnen die Nebenbedingungen in f eingesetzt werden. Dann geht man weiter
vor, wie oben, wobei der z-Wert des Extremums aus den Nebenbedingungen bestimmt werden kann. Oder
man geht nach der Standardmethode vor:

1. Uberpriifung der Rangbedingung: Punkte, fiir die gleichzeitig
grad g1
rg : <kund g1 =0, ..., g» =0
grad gi

gilt, erfillen die Rangbedingung nicht und kommen als Extrema in Frage (keine Rnadwerte).

2. Bilden der Hilfsfunktion h(z1,...,Zn, A1,..., Ak) = f—A191 — Argk. MOgliche Extrema sind Losungen
des Gleichungssystems
gradh=0, g1=0, ..., gr =0



3. Die erhaltenen Punkte miissen die Regularititsbedingung rg(grad ¢) = k erfiillen!
4. Zur Feststellung der Art des Extremums wird wie oben beschrieben verfahren. Sattelpunkte kénnen

nur mit Hilfe des Verfahrens aus GR Seite 110 nachgewiesen werden.

Sonderfall: k = n — 1, Determinantenbedingung: Hat man eine Bedingung weniger als Variablen, findet
man alle Kandidaten fiir Extrema als Losungen von

grad f

grad g;
det .

grad gn—1

die gleichzeitig die Nebenbedingungen g1(z1,...,2,) = 0 bis g,—1(x1,...,2,) = 0 erfiilen. Das ergibt n
Gleichungen fiir n Unbekannte.

3 Differentialgleichungen

3.1 Lineare DGL 1. Ordnung

Eine DGL der Form ¢’ = f(z) - g(y) nennt man DGL mit getrennten Variablen. Losungen erhélt man mit
der Methode ,,Separation der Variablen®.

/—E— ! — x) - ﬂ: ) dx ﬁ: x)dr
V== = 1) aly) = = @) de— [ [ @)

Die lineare DGL 1. Ordnung ¢’ +a(z)y = r(z) besitzt die Gesamtlésung y = yp, +y,, wobei y, die Gesamt-
losung der homogenen DGL 4’ + a(z)y = 0 und ¢’ + a(x)y = 0 die partikuldre Losung der inhomogenen
DGL ¢ + a(z)y = r(x) sind.

e Berechnung von yp

1. Raten einer Losung y; # 0

2. yp = ce= 4@ A(z) = [a(z) dz oder

3. Berechnung einer Losung y; mittels Separation der Variablen
Stets hat y;, die Form ¢ - y;.

e Berechnung von y,

1. Raten einer Losung

2. yp = e A@) . [r(2)eA®) da

3. Berechnung mittels Variation der Konstanten: Der Ansatz y,(x) = c(z) - yp(z) fithrt auf ¢ =
r(z)ed®),

Um eine Anfangswertaufgabe zu Loésen, wird die Integrationkonstante ¢ durch Einsetzen der Anfangsbe-
dingungen zg, yo angepasst.

3.1.1 Bernoulli

Typ: |y = f(a)y +g(a)y” ]

Substitution: ’y =yl ‘ mit ’u’ =(1-a) f(z)- u+(1-a)- g(x) ‘




3.1.2 Riccati

Typ: |y = f(2)y + g(x)y* + h(x) |

Zunéchst muss eine Losung fiir y geraten werden, bei der h(x) wegféllt. Diese Losung ist z.

Substitution: Jede andere Losung hat die Form |y = z + L | mit ’ u=—2z29g+ flu—g ‘

3.2 Getrennte Veranderliche

3.2.1 Typ I (getrennte Verdnderliche)

Typ: |y = f(z)g(y)

Es gibt drei Arten von Losungen.

1. Ist g(C) =0 (Wann ist ¢ = 07?), so ist y = C eine konstante Losung.
2. Separation der Variablen: [ ﬁ dy= [ f(z)dz+C

3. Mogliche Losungen, die sich aus 1. und 2. zusammensetzen. Das kann nur an Stellen passieren,
an denen ¢(y) nicht stetig nach y differenzierbar ist.

Oft lassen sich Lésungen nur implizit angeben!
Bei Anfangswertproblemen (AWP)

1. Ist g(yo) = 0, so ist y = yo eine konstante Losung. Weitere Losungen, wenn die Bedingung aus
3. nicht erfillt ist.

2. Separation der Variablen: [ ﬁ dy = [ f(z) dz + C und ¢, yo einsetzen

3.2.2 Typ II (Ahnlichkeits-DGL)

Typ: |y = f (3)

Substitition: ’y =ur s u=42<

mit [ = L(f(u) —u) | (als Typ I lésen)

Bei AWP lésst sich y(zo) = yo zu u(zo) = £ transformieren.

3.2.3 Typ III

Typ: y’:f(az+by+c)‘

Substitition: |u = ar + by + ¢ & y = “=4=° | mit |v' = a + bf(u) | (als Typ I 16sen)

Bei AWP lasst sich y(xg) = yo zu u(xg) = axo + byp + ¢ transformieren.

3.24 TypIV

. _ +by+
Typ: | = 1 (G205

Ist det

Z ’ = 0 148t sich die DGL auf Typ II oder III zuriickfithren

QU



ar+by+c=0

dr+ey+ f=0 bestimmen

Die eindeutige Losung (xg,yo) des Gleichungssystems

Substitition: ’u =y—1yo, t = —x0, ¥ =u' | und den Bruch durch ¢ kiirzen, so dass eine DGL der

Form |u/ = f (%) entsteht. (als Typ II 16sen)

Ein Anfangswert y(Z) = g ergibt tg = & — o und ug = u(to) = § — yo-

3.3 Exakte DGL

Typ: ’P(:z:, y)+Q(z,y)y =0 ‘ oder ’P(x,y) dz + Q(z,y) dy = O‘

1. Ist Py = Q,? Falls nicht: Bestimmung des Eulerschen Multiplikators p(z,y), so dass pP dzx +
pQdy =0
2. Bestimmen einer Stammfunktion F(x,y)

3. Bestimmen der Losungen aus F'(x,y) = C. Falls ein Multiplikator benutzt wurde: Test, ob sich
die Losungsmenge verdndert hat.

4. AWP mit y(xo) = yo so ist F(zg,yo) = C

10



