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Wiederholung

Skalarprodukt und Norm in C" (vgl. 14.19)
Das Skalarprodukt in C* [bzw. in R"] ist definiert durch

(z|y) == ijy_j fir z = (x1, 22, ..., 20), ¥y = (Y1, Y2, - - -, Yn) € C" [bzw. € R"]
j=1

und die Norm ist definiert durch
n 1/2
x| := v/ (z|x) = (Z |:Uj|2> fir o = (v1,29,...,2,) € C" [bzw. € R"].
j=1

Wir schreiben im folgenden K fiir R oder C.

Transponierte und adjungierte Matrizen (vgl. 14.22)

Fiir eine Matrix A = (a;;) € K™ (mit n Zeilen und m Spalten) heifit die Matrix € K"™*",
die durch Vertauschen von Zeilen und Spalten entsteht, die transponierte Matriz zu A und
wird mit AT bezeichnet.

Fir alle k € {1,...,m}, j € {1,...,n} steht an der Stelle (k, ) in der Matrix AT also der
Eintrag aji, der in der Matrix A an der Stelle (j, k) steht.

Im Falle K = C heiit die Matrix € C™*", fiir die an jeder Stelle (k,j) der Eintrag a;;
steht, die adjungierte Matriz zu A und wird mit A* bezeichnet.

Setzt man A := (@;;) € C™*™ (konjugiert komplexe Matriz zu A), so gilt A* = AT = (Z)T.
Beachte: Fiir x € K* = K™*! (Spaltenvektor) ist z7 € K™ ein Zeilenvektor.

Schreibweisen des Skalarprodukts:

Fiir z,y € R” gilt (z|y) = y"z = 2Ty.
Fiir z,y € C" gilt (z|y) = y*

Warnung: Fir z,y € K" ist ay” = (zjy);1 € K™
Rechenregeln: Fir Matrizen A, B, deren Produkt erklart ist, gilt:

(AB)Y = B'AT und (AB)* = B*A*.

Folgerung: Sei A € K™, Dann gilt:
(a) Im Fall K = R ist (Az|y) = (z|ATy) fiir alle x € R™, y € R™.
(b) Im Fall K = C ist (Az|y) = (x|A*y) fiir alle x € C™, y € C".

Beweis: Man schreibe das Skalarprodukt wie oben und benutze die Rechenregeln.



15 Determinanten und Kreuzprodukt

Idee der Determinante: Zu gegebenen Vektoren aq,as,...,a, € R" gibt
det (ay, as, ..., a,) das Volumen des von den Vektoren ay, ..., a, aufgespannten Spates

{Aar + Xoas + ...+ Nay s N € 10,1 fiir j=1,...,n}

an. Hierbei stellen wir uns die Vektoren aq, ..., a, als Spalten einer Matriz vor.
Beispiel: Der von den Einheitsvektoren eq,es, ... e, im R™ aufgespannte Spat ist der
Einheitswiirfel

Q = [0, 1]".

15.1 Definierende Eigenschaften der Determinante

Die Determinante ist eine Abbildung det : K" x K" x ... x K" — K mit den Eigenschaften

-~
n

(D1) det (eq,e2,...,6e,) =1,
(D2) fiir alle j € {1,...,n} und ay,...,a,,b; € K" gilt

det (ay,...,aa; + Bbj, ..., ay)
= adet(ay,...,aj,...,a,) + Bdet (ar,...,b;,... a,),

(D3) det (a1, ...,a,) =0, falls es j # k gibt mit a; = ay.

Bemerkung: Durch die Eigenschaften (D1)—(D3) ist die Determinante det eindeutig bes-
timmt.

(D1) bedeutet eine (naheliegende) Normierung. (D2) bedeutet, dass die Determinante in
jeder Spalte linear ist. Zusammen mit (D3) bedeutet (D2), dass det eine alternierende
Multilinearform ist.

Schreibweise: Ist A € K"*" die Matrix mit den Spalten a4, ao,...,a, € K", so schreibt
man auch

|A] := det (A) := det (a1, aq, ..., a,).

Wir betrachten im folgenden det meist als Funktion auf K"*".

15.2 Folgerungen: (a) Ist eine Spalte = 0, so ist auch die Determinante = 0.

(b) Man kann zu einer Spalte ein Vielfaches einer anderen Spalte dazuaddieren, ohne den
Wert der Determinante zu andern.

(c) Vertauscht man zwei Spalten miteinander, so dndert sich das Vorzeichen der Determi-
nante.



(d) Sind die Spalten von A € K™*" linear abhéngig (dh gilt rg A < n), so ist det (4) = 0.
(e) Es gilt: det (A) # 0 < A ist regulér.

Erinnerung: Fine Matrix € K"*" heifit regular, falls sie invertierbar ist, bzw. falls die
zugehorige lineare Abbildung K" — K" x — Az bijektiv (oder injektiv oder surjektiv) ist
(vgl. 14.18).

Der Rang einer Matrix ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten (oder die Maxi-
malzahl linear unabhéngigier Zeilen).

Bew: (a) folgt sofort aus (D2). (b) folgt leicht aus (D2) und (D3).
zu (c): Wegen (b) und (D2) ist

det (a,..., aj ,..., Gk ,...,ap)
k J
= det(al,...,aj—i—ak,..., ak,...,an)
N—— S~~~
k J
= det(al,...,aj—i—ak,...,—aj,...,an)
~—— ~—~
k J
= det(ay,..., ag ,...,—aj,...,ap)

= —det(a,...,a,).

zu (d): Es sei etwa die letzte Spalte Linearkombination der anderen Spalten. Wegen (D2)
und (D3) gilt dann:

n—1 n—1
det (al,...,an_l, E ajaj) = E ajdet (al,...,an_l,aj) = 0.
j=1 j=1

Wegen (d) muss man bei (e) nur noch zeigen: rg A = n impliziert det (A) # 0. Dazu
bringen wir A durch elementare Spaltenumformungen (analog zu Zeilenumformungen, nur
fiir Spalten statt fiir Zeilen) auf die Gestalt der Einheitsmatrix [,,. Dabei wird nach (D2)
(fir b; = 0) und (b) und (c) det (A) nur mit Zahlen # 0 multipliziert. Wegen (D1) ist
schlieBlich det (1) =1 # 0.

15.3 Der Fall n =2

Es gilt

det ( Z Z ) =ad — bc (das ist das 0 aus 14.18),
denn die Eigenschaften (D1) und (D3) sind klar, und (D2) ist leicht.
Beispiele: (1) ‘ _24 _63 ‘ =2-6—(—3)(—4) =0, die Matrix ist nicht regulér.
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v —4

@0 -1

‘ =1i-(—1) = (—4) -0 = —i, die Matrix ist regulér.

15.4 Der Fall n =3

Es gilt
a b c
vow U w u v
u v ow|=a — +c ‘:avz—l—bwm+cuy—awy—buz—cvx.
vy oz Yy z T oz x

(D1) ist klar, (D2) ist leicht. (D3) braucht eine Fallunterscheidung, die wir unten im all-
gemeinen Fall durchfiihren.

Die Regel von Sarrus gilt fiir n = 3, aber nicht fir n > 4!

Schema:
a b c
wlu v o wl|u
y z |z y z|lx y
S S S NN\
- - - + + o+
Beispiel:
1 00
4 2 0|=1-2-3+0-0-6+0-4-5-0-2-6—-0-4-3—1-0-5=6.
6 5 3

15.5 Der allgemeine Fall

Gegeben sei die Matrix A € K™*" mit den Eintrégen a;j. Fir jedes k € {1,...,n} bezeichne
Ay, € K=Dx(=1) diejenige Matrix, die aus A durch Streichen der ersten Zeile und der
k-ten Spalte entsteht.

Man hat die folgende Formel, die das Berechnen von det (A) auf das Berechnen der Deter-
minanten kleinerer Matrizen zurtickfiihrt:

n

det (A) =) (=1)"ayedet (Ayy).

k=1
Fiir n = 3 steht hier gerade die Formel aus 15.4, fiir n = 2 diejenige aus 15.3.

Beweis: (D1) ist klar, und (D2) ist nicht so schwer. Zum Beweis von (D3) seien zwei Spalten
von A gleich, etwa die kq-te und die k;-te, wobei ky < k1. In der Summe verschwindet dann
det (Ayy) fiir alle k & {ko, k1}, da in diesen Aj; zwei Spalten gleich sind (weder die ko-te
noch die kj-te sind gestrichen worden). Also ist

det (A) = (=1 gy, det (A,) + (=1)"ayy, det (Ay,).

bt



Hierbei ist a1y, = a1, nach Voraussetzung. Wir erhalten Ay, aus Ajg,, indem wir durch
sukzessives Vertauschen benachbarter Spalten die ky — 1-te Spalte (von Ay,) an die ko-te
Stelle bringen. Dazu brauchen wir ky — 1 — kg = k; — kg — 1 Vertauschungen. Also ist

det (Apg,) = (—1)" " 0~ det (A, ).

d 0 0 0
x dy 0 0
Beispiel: Ist A € K" von der Form « % . . 0 |, also eine untere
* % do—1 O
¥ % x  d,
Dreiecksmatriz, so gilt det (A) =dy - dy - ... d,.

15.6 Das Signum einer Permutation

Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung o : {1,...,n} — {1,...,n}. Die Menge S,
aller Permutationen von {1,...,n} hat genau n! Elemente.

Eine Permutation o € S, schreibt man zweckmafigerweise (
(0(1),0(2),. .., o (n).

Fiir eine Permutation o € S, definiert man das Signum (oder Vorzeichen) sgno von o

durch

0(11) 0(22) e 0(”71)) oder auch nur

sgno = H —a(]; : ?(Z).

i<j

") = n(n — 1)/2 Faktoren.

Das Produkt hat genau (2

™ wobei m die

Bemerkung: (a) Es gilt stets sgno € {1, —1}, genauer ist sgno = (—1)
Anzahl der Paare (i, j) mit 4,j € {1,...,n} und i < j, aber o(i) > o(j) ist.

(b) Fiir 0,7 € S,, gilt sgn (0 o 7) = sgn (o)sgn (7). Das folgt aus

o(7(j)) —o(r(®)) _ o(r(j)) =o(r(®)) 7(j) —7(i)
J—t 7(j) — 7(i) J—t
Beispiele: (1) Vertauscht 7 € S, gerade zwei bestimmte Zahlen aus {1,...,n} (eine solche
Permutation heiit Transposition), so gilt sgn T = —1, denn: Vertauscht 7 etwa die Zahlen

ip < i1, so sind die Paare (¢,7) mit i < j und o(i) > o(j) gerade (ig, k) und (k,i;) mit
ip < k < i1 und (ig,7;). Das m in Bemerkung (a) ist also ungerade.

(2) Lésst sich o als Hintereinanderausfiihrung von Transpositionen 7, 7o, . .., 73, schreiben
(dies ist tatséichlich fiir jede Permutation der Fall), so ist sgno = 1 fiir gerades m und
= —1 fiir ungerades m. Das m ist dabei nicht eindeutig bestimmt!

)n =4, 0 = (2,3,4,1): Es ist sgnoc = —1, zB da man durch drei Transpositionen

(3
die 1 nach vorne bekommt. Oder da die Paare (i,7) mit i < j und o(i) > o(j) gerade
(17 4)7 (27 4)7 (37 4) Sind'



15.7 Die Leibnizformel fiir Determinanten

Gegeben sei die Matrix A € K™ mit den Eintrégen a;,. Dann gilt

det (A) = Z SEN O - A15(1)026(2) - - -

O’GSn

(ohne Beweis). Ebenfalls ohne Beweis:
Folgerung: Fiir A € K™" gilt det (A7) = det (A).

dy * %

0 dy =
Beispiel: Ist A € K"*" vonder Form | ¢ ¢

0 O

0 O
matriz, so gilt det (A) =dy -do - ... - d,.

15.8 Determinantenentwicklungssatz

Ano(n)

*  *

* ¥

, also eine obere Dreiecks-

Die Formel in 15.5 nennt man Entwicklung von det (A) nach der ersten Zeile von A =
(a;k)x- Da man weiss, was beim Vertauschen von Spalten geschieht, und wegen det (A) =
det (AT), kann man det (A) nach einer beliebigen Zeile oder Spalte entwickeln:

Fiir jedes [ € {1,...,n} gilt

n

n

det (A) =Y (1) apdet (Ay) = D (=1) ajdet (Ay),

k=1 j=1

wobei Ajj, € K®=Dx@=1) die Matrix bezeichne, die aus A durch Streichen der j-ten Zeile

und der k-ten Spalte entsteht.

Beispiel: Man entwickelt moglichst nach einer Zeile oder Spalte mit vielen Nullen, hier

z.B. nach der zweiten Spalte:

2 0 3
4 25 :—0-‘2?‘+2-‘2§‘—0-’
6 0 7

15.9 Determinantenmultiplikationssatz

Fiir beliebige A, B € K™*" gilt

det (AB) = det (A)det (B).

(ohne Beweis, ginge mit 15.7).

2
4

3
5

‘:2-(2-7—3-6):—8.

Insbesondere gilt fiir eine regulire Matrix A: det (A™') = 1/det (A).
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Interpretation: Die Matrix B habe die Spalten by, ..., b,. Der von diesen Spalten aufges-
pannte Spat hat das Volumen det (B). Dieser Spat wird von der zur Matrix A gehérenden
linearen Abbildung ¢4 : R — R" z — Az auf den von den Spalten Ab,..., Ab, der
Matrix AB aufgespannten Spat mit Volumen det (AB) abgebildet.

Bildet man also mit der zur Matrix A gehorenden Abbildung einen beliebigen Spat ab, so
muss man dessen Volumen mit det (A) multiplizieren.

15.10 Die Cramersche Regel fiir lineare Gleichungssysteme

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Az = b, wobei b € K” und A € K"*" die Spalten
ai,...,a, € K" habe. Wenn die Matrix A regulér ist, so hat das Gleichungssystem eine
eindeutige Losung x = (21,29, ...,2,) € K", wobei fir jedes j € {1,...,n} gilt:

x; =det(ar,..., b ,...,a,)/det (A).
J

Zur Berechnung der j-ten Komponente x; der Losung muss man also die j-te Spalte von
A durch den Vektor b ersetzen, die Determinante berechnen und durch die Determinante
von A dividieren.

Beweis: Wir haben b ="' | x;q;, also ist wegen (D2):

n
det (az,...,_b ,...,an):ledet(al,..., ap 5...,0).
7 =1 J

Wegen (D3) bleibt rechts nur der Summand fiir [ = j stehen, dh z;det (A).

15.11 Eine Formel fiir die inverse Matrix

Sei A € K™ reguliar mit Spalten ay, ..., a, € K*. Geht man zur Berechnung von A~! wie
in 14.18 vor und verwendet die Cramersche Regel 15.10, so erhéalt man

n

1
-1 _
A —det(A)<det(a1,..., ek ,...,an)>

Jk=1
J

Die Formel fiir n = 2 in 14.18 ist ein Spezialfall.

15.12 Orientierung

Die Idee in 15.1 war, dass det (by,...,b,) das Volumen des von by,...,b, € R™ aufge-
spannten Spates beschreibt. Wegen (D2) (und (D1)) nimmt det auch negative Werte an.
Das eigentliche Volumen ist |det (by, ..., b,)|. Aber auch das Vorzeichen von det (by,...,b,)
tragt Information.

Zwischenspiel: Ist V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und ¢ : V. — V eine lin-
eare Abbildung, so kann man ¢ eine Determinante det ¢ zuordnen, indem man eine Basis
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b1, by, ..., b, von V wahlt, die Abbildung ¢ bzgl. dieser Basis durch eine Matrix A darstellt
und det ¢ := det (A) setzt.

Ist namlich ¢y, ..., ¢, eine weitere Basis von V, so erhalten wir die Darstellungsmatrix
A von ¢ bzgl. dieser Basis als A = S™'AS, wobei S die Darstellungsmatrix der Identitét
V — Vist, wenn man “vorne” die Basis cy, ..., ¢, und “hinten” die Basis by, ..., b, nimmt.
Wegen 15.9 ist dann

det (A) = det (S~")det (A)det (S) = det () det (A)det () = det (A) = det ¢,
dh die Definition ist unabhangig von der Wahl der Basis.

Definition: Eine bijektive Abbildung ¢ : V' — V heifit orientierungstreu, falls det ¢ > 0
ist.

Eine geordnete Basis by, by, b3 von R? heiit Rechtssystem, falls det (by, by, bg) > 0 ist.

Satz: Ist by, by, b ein Rechtssystem in R? und ¢ : R® — R? orientierungstreu, so ist auch
w(b1), ©(b2), ¢(bs) ein Rechtssystem.

Beispiel: e, ey, e3 ist ein Rechtssystem, ey, e3, €5 ist kein Rechtssystem.

15.13 Das Kreuzprodukt (Vektorprodukt) im R3

Fiir zwei Vektoren x = (1, %9, 73),y = (y1, Y2, y3) € R? ist das Kreuzprodukt x x y € R3
derjenige Vektor, der senkrecht auf x und y steht, dessen Liange der Flacheninhalt des von
x und y aufgespannten Parallelogramms ist und fiir den det (z,y, x x y) > 0 ist.

Hieraus ergeben sich folgende Rechenregeln:
(1) e1 x ey = e, allgemeiner e, (1) X e5(2) = SgN 0 €4(3) fiir jede Permutation o € Ss.

(2) (ax+ 7)) xy = a(z xy)+ B(Z x y) und = x (ay + By) = a(z x y) + B(x x y) fur alle
a,f € Rund z,7,y,y € R, dh das Kreuzprodukt ist linear in jeder Komponente.

(3) Fiir alle z,y € R? und o € R gilt
rxy=xzX(y+ar)=(r+ay) Xy,

dh man kann zu einer Variablen ein Vielfaches der anderen dazuaddieren.
(4) Es gilt z x y = 0 genau dann, wenn z, y linear abhéngig sind.

Berechnung: Man berechnet x x y formal iiber eine Determinante

€1 €2 € i) — T3Y2

3 To I3 1 I3 Tr1 X9 Ys 3Y

TXY=|2T1 Ty T3 |= er — e+ e3= | T3Y1 — T1Yy3
Y2 Y3 Y1 Y3 N Y2

i Y2 Y3 T1Y2 — T2l

Begriindung: Bezeichnet man die rechte Seite mit z, so sieht man leicht (z|z) =



det (z,z,y) = 0 und (z]y) = det (y, z,y) = 0 ein. Auerdem ist

To X3 r1 I3 T1 To
et (z,y,2) = det (z,z,9) = | | 2 ST R e C 1
Y1 Y2 Ys

Der Flacheninhalt a des von z,y aufgespannten Parallelogramms ist gegeben durch
a = ||z|||ly]|| sin ¢|, wobei ¢ der von z und y eingeschlossene Winkel ist. Wegen (z]y) =
||| ||y cos ¢ erhalten wir

@ = lal Pyl (1 = cos* @) = lalPlyl> ~ (el

Nun rechnet man nach, dass

121 + (z[y)* = [l=[1*]|y[I*
gilt (zur Ubung empfohlen).
Beispiel:

2 ~1 2 ~1 (-1)-3-2-5
c=[-1],y=| 5 |,axy=| -1 |x[ 5 |]=| 2-(-1)-2-3
2 3 2 3 2.5—(=1)-(=1)

Warnung: Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ! So ist zB

(61)(62))(62:63)(62:—61, €1X(62X62>:€1X0:0.

15.14 Das Spatprodukt
Fiir z,y, 2 € R3 heiBt (x X y) - 2 = (z x y|z) das Spatprodukt von x,y, .
Satz: Es gilt (x x y) - 2 = det (z,y, 2).

Beweis: Man weist sofort die Eigenschaften (D1)—(D3) der Determinante nach. Ende
Woche 1
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16 Eigenwerte, Diagonalisierung von Matrizen und
Hauptachsentransformation

16.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition: Sei A € K"*". Ein A € C heifit Eigenwert von A, falls es ein x € C™\ {0} gibt
mit

Az = Az
Jedes solche x heifit Figenvektor zum Eigenwert A (von A).

Der Eigenraum von A zum Eigenwert \ ist
Es(A) ={z € C": Az = A\z}.

Er besteht aus 0 und allen Eigenvektoren von A zum Eigenwert .

Sei V' ein C-Vektorraum und ¢ : V' — V linear. Ein A\ € C heif3t Eigenwert von ¢, falls es
ein v € V' \ {0} gibt mit
e(v) = Av.

Jedes solche v heifit Eigenvektor zum Eigenwert A (von ). Den Eigenraum definiert man
entsprechend.

Beachte: 0 ist kein Eigenvektor!

Beispiele: (1) 1 ist der einzige Eigenwert von 1,,.

di 0 0
(2) Die Diagonalelemente dy,ds, . ..,d, einer Diagonalmatrix D = 0
R |
0 --- 0 d,
sind Eigenwerte von D. Fiir j = 1,...,n ist der j-te Einheitsvektor e; ein Eigenvektor zum

Eigenwert d;.

0

(3) Die reelle Matrix A = ( )

_01 ) hat den Eigenwert ¢ mit Eigenvektor (i)

Wir betrachten von nun an komplexe Matrizen.

16.2 Bemerkungen (geometrische Vielfachheit): Sei A € C"*". Dann gilt:

(a) Ein A € C ist Eigenwert von A genau dann, wenn Kern (A — \[,,) # {0} ist. In diesem
Fall ist E4(\) = Kern (A — AI,).

(b) Zu jedem Eigenwert A von A ist E4(\) ein Untervektorraum von C" mit m :=
dim (E4(X\)) > 1. Die Zahl m heifit geometrische Vielfachheit des Eigenwertes .

(c) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.
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(d) Sind Ay, ..., Ax die verschiedenen Eigenwerte von A, so gilt £ < n und
dim (Ea(A\)) +dim (Ea(A2)) + ... +dim (E4(M\g)) < n
dh die Summe der geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von A ist

hochstens n.

Beweis: (d) folgt aus (c). (c¢) zeigt man durch Induktion nach der Anzahl k ver-
schiedener Eigenwerte. Der Induktionsanfang & = 1 ist klar. Fiir den Induktionsschritt
seien Aq,..., A1 verschiedene Eigenwerte mit zugehorigen Eigenvektoren xq,...,xgi1.
Zum Beweis von deren Unabhangigkeit seien aq, ..., a1 € C mit Zerll a;z; = 0. Durch
Multiplikation mit A bzw. mit Az, folgt

k+1 k+1 k+1

0= ZO&jA.I’j = Z Oéj)\j.’]?j und 0= Zaj)\k+1xj'
j=1 j=1 j=1

Durch Differenzbildung erhalten wir

k+1

k
0= Za] /\k-i-l Z Oéj(/\j — )\k—f—l)xj
j=1

Nach Induktionsvoraussetzung ist dann o;(A\; — Apyq) =0 flir j = 1,...,k, also a;; = 0 fiir
Jj=1,...,k wegen A\; # \p41. Schliellich folgt auch aj41 = 0 wegen x4 # 0.

Beispiel: Die Matrix A aus Beispiel 16.1(3) hat genau die Eigenwerte i, —i und es gilt
Ex(i) =1in{(})}, Ea(—i) =1in{(,)}. Die geometrische Vielfachheit von i und —i ist also
jeweils 1.

16.3 Charakteristisches Polynom und algebraische Vielfachheit

Definition: Sei A € C"*" eine Matrix. Das charakteristische Polynom xa wvon A ist
gegeben durch
Xa(A) =det(A—X\,), XeC.

Das charakteristische Polynom ist ein Polynom vom Grad n (wg. 15.7).

Ein A € C ist Eigenwert von A genau dann, wenn A Nullstelle von x4 ist (vgl 15.2(e) und
16.2(a)).

Definition: Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes A von A ist die Vielfachheit
von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms y 4.

Bemerkung: Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes ist immer < seiner alge-
braischen Vielfachheit.

Sind Ay, ..., \; die verschiedenen Eigenwerte und my, mo, ..., m; die jeweiligen Vielfach-
heiten, so gilt my +mg + ... +my =n (vgl. 5.4).
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Beispiele: (1) Der Eigenwert 1 von [, hat algebraische und geometrische Vielfachheit n:
Esist A;, (1) = C" und xy,(A) =det (I, — AL,,) = (1 = \)".

(2) In Beispiel 16.2 haben ¢ und —i jeweils algebraische und geometrische Vielfachheit 1.

Es ist xa(\) = det ( _1>‘ j ) =X +1=A—9)A+1i).

(3) Der Eigenwert 1 der Matrix A = hat algebraische Vielfachheit 2 und

(1 =X = (A= 1)2 und E4(1) =

[l = =

1
0
geometrische Vielfachheit 1: Es gilt xa(A)

Kern ( 8 (1) ) = lin{(,) }.

16.4 Ahnliche Matrizen

Definition: Zwei Matrizen A, B € C™*" heiflen dhnlich, falls es eine regulare Matrix
S € C™" gibt mit B = S~1AS.

Bemerkung: (a) Es gilt dann A = SBS™!, denn

SBS™' = S(S'AS)S™t = (SS1) A(SS7Y) = A.
=1 =1

(b) Sind A, B ahnlich und B, C &hnlich, so sind auch A, C' dhnlich, denn B = S~'AS und
C = R™'BR implizieren

C =R'S™ASR = (SR)"'A(SR)

und mit S und R ist auch SR regular.

(¢) Ahnliche Matrizen haben dieselbe Determinante und dieselben Eigenwerte mit densel-
ben algebraischen und geometrischen Vielfachheiten. Ist namlich B = S7'AS, so gilt
det (B) = (det(S))"'det (A)det(S) = det(A) und xp(\) = det(ST'AS — \I) =
det (S71(A — AI)S) = det (A — AI) = xa(\). Also sind Eigenwerte und algebraische
Vielfachheiten gleich. Weiter gilt fiir jeden Eigenwert A von A:

Es\) = {z€C":Av= z}={ze€C": S 'Ar = )\S 'z}

= S({yeCr:S'ASy = \y}) = S(Es(N),

wobei wir x = Sy geschrieben haben. Umgekehrt gilt Eg(\) = S7(E4(\)). Da S regulér

ist, haben F4(A) und Ep()) dieselbe Dimension.
Skizze:
S 1 s

o B, on

13



Man kann die Skizze so interpretieren, dass die zur Matrix A gehorige lineare Abbildung
x — Ax in der durch die Spalten der regularen Matrix S gegebenen Basis durch die Matrix
B dargestellt wird.

.. . 3 1 4 0 : : 1 1 . .
Beispiel: Sei A = ( 1 3 ) und B = ( 0 2 ) Die Matrix § = ( 1 1 ) ist regular.

1 _11 ) und S7'AS = B. Also sind A, B #hnlich.

Ist die lineare Abbildung ¢ bzgl. der Standardbasis e;, eo durch die Matrix A dargestellt,
so wird ¢ bzgl. der Basis (i), (fl) durch die Matrix B dargestellt, dh ¢ streckt in Richtung

) um den Faktor 2.

2

Es gilt 71 =1 (

von G) um den Faktor 4 und in Richtung (_11

16.5 Die Spur einer Matrix
Definition: Fiir A = (aj;);, € C"*" definiert man die Spur von A durch

n

Spur(A) = Z aj;-
j=1
Satz: (a) Fiir A,C € C™*" gilt Spur(AC) = Spur(C'A).
(b) Ahnliche Matrizen haben dieselbe Spur.

(c) Ist xa(A) = (=1)"A\" 4+ a1 A\"' + ... 4+ a1\ + a¢ das charakteristische Polynom der
Matrix A € C™" so gilt a,_; = (—1)""!'Spur(A) und ag = det (A).

Beweis: (a) Gilt C' = (cg)w, so gilt
Spur(AC) = Z <Z ajkckj) = Z (Z ckjajk> = Spur(C'A).
j=1 k=1 k=1 j=1
(b) Unter Verwendung von (a) gilt fiir eine regulare Matrix S:

Spur($~'A4S) = Spur(SS~tA) = Spur(A4).
—C
(c) ag = xa(0) =det (A —0-1)=det(A). Aussage iiber a,_; ohne Beweis.
Beispiel: Fiir A = ( (Cl Z > gilt

xa(A) =

a=A b ': ad —bc =\ (a+d) +\2
—— \ ,

16.6 Diagonalisierung von Matrizen
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Definition: Eine Matrix A € C"*" heifit diagonalisierbar, falls sie ahnlich zu einer Di-
agonalmatrix D ist, dh falls es eine regulare Matrix S € C"*" so gibt, dass ST!AS eine
Diagonalmatrix ist.

Beispiel: Nach dem Beispiel in 16.4 ist A = ( 1 3

3 1 > diagonalisierbar.

Bemerkung: Auf der Diagonalen von D miissen dann die Eigenwerte von A stehen, gemafl

d 0 - 0

ihrer algebraischen Vielfachheit wiederholt. Ist namlich D = 0 ' S , SO ist
P (|
0 --- 0 d,

jedesd € {d; : j=1,...,n} ein Eigenwert von D mit algebraischer Vielfachheit = Anzahl
der j € {1,...,n} mit d; = d. Der Eigenraum zu d ist

Ep(d) =Kern (D —dI) =lin{e; : j € {1,...,n},d; = d},
also stimmt die geometrische Vielfachheit von d mit der algebraischen Vielfachheit tiberein.

Satz: Eine Matrix A € C"*" ist genau dann diagonalisierbar, wenn fiir jeden Eigenwert
von A geometrische und algebraische Vielfachheit iibereinstimmen.

Eine entsprechende Matrix S erhélt man folgendermaflen: Man wahle in jedem Eigenraum
eine Basis und schreibe die Vektoren als Spalten s, ss, ..., s, in eine Matrix S. Ist A; der
Eigenwert zum Eigenvektor s;, so erhalt man AS = SD, wobei D die Diagonalmatrix mit
A1, A2, - .., A, auf der Diagonalen ist (die Matrix SD hat die Spalten A;s1, AaSa, ..., Ausy).
Die Matrix S ist regular und es ist ST'AS = D.

2 11
Beispiel: Wir betrachten A= | 1 2 1 |. Es gilt
1 1 2
2— A 1 1
xaA)=det(A—=X)=| 1 2-X 1 |=-A-4)A-1)
1 1 2—A

also ist 4 Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 1, und 1 ist Eigenwert mit algebraischer
Vielfachheit 2. Fiir die Eigenraume gilt

-2 1 1 1
E4(4) = Kern 1 -2 1 =lin{| 1 |}
1 1 =2 1
und
1 11 1 0
EA(1) = Kern 1 1 1 ) =ln{ 0 , 1 }
111 -1 -1



dh fiir jeden Eigenwert von A sind algebraische und geometrische Vielfachheit gleich und
A ist diagonalisierbar. Wir setzen

1 1 0
S = 1 0 1
1 -1 -1
und erhalten
1 1 1 1 4 0 0
S‘lzg 2 -1 -1 und S7'AS=0 1 0
-1 2 -1 0 01

Bemerkung: Folgende Eigenschaften sind ebenfalls dquivalent zur Diagonalisierbarkeit
von A € C™™:

(a) A hat n unabhéingige Eigenvektoren, dh C™ hat eine Basis aus Eigenwerten von A.

(b) Die Summe der geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von A ist n.

16.7 Orthogonale und unitare Matrizen
Definition: Eine Matrix A € R™" mit AT A = I,, heiit orthogonal.
Eine Matrix A € C™*™ mit A*A = I,, heif3t unitar.

Beispiele: Die Matrix \/ig ( bl ) ist orthogonal. Die Matrix ( (z)

—1 . e
1 1 ) 1st unitar.

0

Bemerkung: (a) Eine unitire Matrix A € C™" ist regulir, es gilt A™! = A* und
|det (A)| = 1 (fiir eine orthogonale Matrix A gilt A~' = AT und det (A) € {—1,1}).

(b) Eine komplexe [bzw. reelle] Matrix ist genau dann unitér [bzw. orthogonal|, wenn ihre
Spalten (und dann auch ihre Zeilen) eine Orthonormalbasis des C™ [bzw. des R"] bilden.

(c) Ist A unitér [bzw. orthogonal], so gilt ||Ax — Ay|| = ||z — y|| fir alle 2,y € C" [bzw. fiir
alle z,y € R"], dh die zugehdrige lineare Abbildung erhilt Abstande.

Beweis zu (b): Ist A unitdr mit Spalten a4, ..., a, € C", so gilt A*A = ((aj|ax) ) k.
zu (c¢): Ist A unitér, so gilt fir x,y € C" und z := = — y:

1Az — Ay||* = [|A2|* = (Az]A2) = (2| &4 72) = (2]2) = = — yl*.

=1

16.8 Symmetrische und hermitesche Matrizen
Definition: Eine Matrix A € R™" mit A = AT heifit symmetrisch.
Eine Matrix A € C™*"™ mit A = A* heifit hermitesch oder selbstadjungiert.
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Beispiele: Die Matrix A € R**2 aus dem Beispiel in 16.4 ist symmetrisch. Die Matrix

0 —2¢ \. )
(22. 0 )1st hermitesch.

Satz: (a) Eine hermitesche Matrix A hat nur reelle Eigenwerte. Die Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten sind paarweise orthogonal.

(b) Jede hermitesche Matrix A 148t sich diagonalisieren, wobei die Matrix S unitar gewéhlt
werden kann. Fiir reelle symmetrische Matrizen kann S orthogonal gewahlt werden.
Beweis zu (a): Fiir jedes x € C™ gilt

(Az|z) = (z|A*z) = (2|Ax) = (Az|z), dh (Az|z) € R.

Sei A ein Eigenwert von A und z ein zugehériger Eigenvektor. Dann gilt

(Azlz)

(s

Mlz|* = (A\z|z) = (Az|r) € R, also \ = eR.

Ist u # X ein weiterer Eigenwert mit Eigenvektor y, so gilt

AMzly) = (Azly) = (Azly) = (z|Ay) = (z|py) = p(zly),
also (x|y) = 0 wegen \ # p.

Bemerkung: Allgemeiner gilt, dass sich eine Matrix A € C"*" genau dann unitar diago-
nalisieren laf3t, wenn sie normal ist, dh genau dann, wenn AA* = A*A gilt.

Es sei noch der folgende tiefliegendere Satz angegeben:

16.9 Satz (Jordan-Normalform): Zu jeder Matrix A € C"*" gibt es eine reguldre
Matrix S so, dass S71AS die folgende Blockmatrix-Struktur hat

J, 0 - 0
stas—g=| Y
PR |
0 0 J
wobei jedes J; (Jordanblock) die Gestalt
A 100 0
0
Jj = : 0
A1
0 0 A
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hat, dh auf der Hauptdiagonalen steht bei J; ein Eigenwert, auf der Nebendiagonalen
stehen Einsen.

Insgesamt stehen in der Jordannormalform J auf der Diagonalen die Eigenwerte von A,
gemaf ihren Vielfachheiten wiederholt und auf der Nebendiagonalen stehen nur Einsen
und Nullen. Dabei ist die Anzahl der Einsen gerade n minus die Summe der geometrischen
Vielfachheiten aller Eigenwerte.

Bemerkung: Die Spalten der Matrix S erhélt man hier durch eine geeignete Wahl von
Basen in den Hauptrdumen Kern ((A — AI,,)"), wobei A die Eigenwerte von A durchlauft.

010
Beispiel: Sei A= | 0 0 1 |.Dann gilt y4(\) = =3, dh 0 ist einziger Eigenwert mit
000
0 0 1
algebraischer Vielfachheit 3. Es gilt A>= | 0 0 0 | und A* = 0, also dim Kern (4) = 1,
0 00
dim (Kern (A?)) = 2 und dim (Kern (A?)) = 3.
Folgerung: Sei A € C"" und seien A, A9, ..., \, die Eigenwerte von A, wobei jeder

Eigenwert gemafl seiner algebraischen Vielfachheit wiederholt sei. Dann gilt
det (A) =A1-Ag-...- A, und Spur(A) =M+ X+ ...+ Ay,

dh det (A) ist das Produkt der Eigenwerte und Spur(A) ist die Summe der Eigenwerte.

16.10 Definitheit reller symmetrischer Matrizen

Definition: Sei A € R™" symmetrisch und ¢ : R* — R, z — 27 Ax, die zugehorige
quadratische Form.

A heiBt positiv definit, falls 27 Az > 0 fir alle z € R™ \ {0}.

A heift negativ definit, falls 27 Az < 0 fiir alle x € R™\ {0}.

A heifit positiv semidefinit, falls fiir alle x € R” gilt: 27 Az > 0.

A heift negativ semidefinit, falls fiir alle z € R™ gilt: 27 Az < 0.

A heifit indefinit, falls es z, 7 € R™ gibt mit 27 Az > 0 und 27 A% < 0.

Bemerkung: Ist A = (ajx);; € R™", so gilt

q(z) = 2" Ax = Z Zajkxjxk fir alle x = (21, x9,...,2,) € R™.

j=1 k=1

31

Beispiel: Fiir A = ( 1 3

) und z = (71, 27) € R? gilt
a” Az = 327 + 2179 + 2971 + 375 = 327 + 22179 + 323 = 227 + 225 + (31 + 72)°.
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Also ist A positiv definit.

Satz: Sei A € R™" symmetrisch. Dann gilt:

A ist positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind.

A ist negativ definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind.

A ist positiv semidefinit genau dann, wenn A > 0 fiir alle Eigenwerte von A gilt.

A ist negativ semidefinit genau dann, wenn A < 0 fiir alle Eigenwerte von A gilt.

A ist indefinit genau dann, wenn A sowohl positive als auch negative Eigenwerte hat.

Beweis: Seien Aq, ..., A\, die Eigenwerte von A (geméaf algebraischer Vielfachheit wieder-
holt). Diagonalisiere A mit einer orthogonalen Matrix S: STAS = D, wobei D die Spalten
A€, ..., Ape, hat. Schreibe x = Sy, wobei y = (y1,...,¥y,). Dann ist x = 0 dquivalent zu
y = 0 und

2T Az = 4T STASy = y" Dy = Z )\jy?.

j=1
Folgerung: Sei A € R**? symmetrisch. Dann ist A indefinit genau dann, wenn det (A) < 0
ist.

A ist positiv definit genau dann, wenn det (A) > 0 und Spur(A4) > 0 ist.

A ist negativ definit genau dann, wenn det (A) > 0 und Spur(A4) < 0 ist.

Kriterium von Hurwitz: Eine symmetrische Matrix A = (a;);x € R™" ist positiv
definit genau dann, wenn alle Hauptunterdeterminanten positiv sind, dh wenn

air ... Qim
>0

aml1 -+ Omm

fiir alle m =1,2,...,n gilt.

16.11 Allgemeine quadratische Formen

Definition: Eine allgemeine quadratische Form ¢ : R — R hat die Gestalt q(z) = 27 Az +
2bTx + ¢, wobei A € R™™ symmetrisch ist und b € R”, ¢ € R sind.

Beispiel: q(x1,70) = 2129 + 43y + 22090 + 7 = ($1 xQ)((l) (1))(?) i
2
T
2( 2 1)<I2)+7.

16.12 Quadriken und Hauptachsentransformation

Sei q(r) = 27 Az + 2bTx + ¢ eine allgemeine quadratische Form auf dem R". Die Menge
{z € R": q(z) = 0} heiit Quadrik und fir n = 2 auch Kegelschnitt.
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Fiir Quadriken gibt es bestimmte Normalformen.

Satz: Sei q(x) = 27 Az + 2bTx + ¢ eine allgemeine quadratische Form auf dem R™. Sei
r = rg(A) und Ay,...,\, die von Null verschiedenen Eigenwerte von A (geméf ihrer
Vielfachheit wiederholt). Dann gibt es eine orthogonale Matrix V' € R™*™ mit det (V) = 1
und einen Vektor p € R"™ derart, dass die Quadrik {y € R" : q(Vy + p)} durch eine der
folgenden Gleichungen gegeben ist:

Z )\jy? +p5 = 0, fallsrg(Alb) =1g(A)=r,
j=1

Z ANys 427y, = 0, falls rg (Alb) > rg(A) =r.

J=1

Bemerkung: Ist im ersten Fall g # 0, so kann man durch —f dividieren und fiir jedes
j =1,...,r Zahlen a; > 0 definieren durch |\;/8| = 04;2. Sind v1,v9, ...,v, die Spalten
von V, so heifien die Geraden p + lin{v;}, j = 1,...,r, Hauptachsen und die zugehorigen
a; Achsenabschnitte.

Beweisidee: Im Fall » < n setze A\.;; = ... = A, = 0. Diagonalisiere A durch eine
orthogonale Matrix V mit det (V) = 1, dh VT AV = D. Dann gilt fiir jeden Vektor p € R™:

q(y) :==q(Vy+p) =y VT AVy +2(b" + p" A)Vy + q(p).

Dabei ist y"V'AVy = 77 \jy7. Wir konnen den linearen Term 2(b" 4 p" A)Vy eli-
minieren, wenn wir p finden mit p”A = —b", dh wenn das lineare Gleichungssystem
A(—p) = blosbar ist, dh wenn rg (A|b) = rg (A) = r gilt. Das fithrt auf die erste Gleichung,.

Der Fall rg (A|b) > rg (A) = r ist komplizierter und fithrt auf die zweite Gleichung.

EMWMﬁaA:<i‘f)m:(if)CZMmmmmzﬂm+%%+cm
T = (i;) e R2.

Das charakteristische Polynom von A ist

9-\ -2
="y 6y

also hat A die Eigenwerte A\; = 10 und Ay = 5. Die zugehorigen orthonormierten Eigen-
vektoren vy, v, und die entsprechende Matrix V' sind

- (4) (1) ()

Das lineare Gleichungssystem —Ap = b hat die eindeutige Losung p = (f) Damit sind die
neuen Koordinaten y = (Z;) gegeben durch

()5 (502) () (1)

20

‘:AW—wA+5Q

Ende
Woche 2



Wegen
qp) =pTAp+20"p+c=—pTb+20"p+c=b"p+c=—34+24 = —10

erhalten wir als Gleichung der Quadrik in den neuen Koordinaten 10y? + 5y2 — 10 = 0,
2

also y; + % —1 = 0. Das ist eine Ellipse. Die Hauptachsen sind p+lin{v, }, p+lin{v,} mit

den Achsenabschnitten a; = 1 und ap = /2.
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17 Differentialgleichungen

17.1 Beispiel

Wir betrachten die Auslenkung (aus der Ruhelage) y eines an einer Feder befestigten
Massepunktes mit der Masse m. Nach dem Hookeschen Gesetz ist die Riickstellkraft F' bei
Auslenkung y proportional zu y und es gilt F' = —ky, wobei k die Federkonstante ist. Nach
Newton ist aulerdem F' = ma, wobei a die Beschleunigung des Massepunktes ist.

Betrachten wir y als Funktion der Zeit ¢, so ist ¢/(t) die Geschwindigkeit des Massepunktes
und y”(t) seine Beschleunigung. Wir erhalten somit die folgende Differentialgleichung

i 1 k:
my' (1) = —ky(t) baw. y'(0)+ —y

(t) =0.
Dabei wird man erwarten, dass die Anfangsbedingungen

y(0)  Auslenkung zur Zeit t =0
y'(0)  Geschwindigkeit zur Zeit ¢ = 0

den Verlauf der Ldsung y : [0,00) — R beeinflussen.

Bemerkung: Bei uns wird die Variable, nach der differenziert wird, ¢ oder x heiflen.

17.2 Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Definition: Eine (explizite) Diffferentialgleichung n-ter Ordnung ist eine Gleichung der
Form

y"(z) = fz,y(@),y'(x),...,y" (), (1)
wobei f : QQ — R eine Funktion auf Q C R*! ist.

Eine Lésung von (1) ist eine n-mal differenzierbare Funktion y : I — R auf einem Intervall
I C R so, dass fiir alle x € I gilt:

(1) (z,y(2),...,y" D(2)) € Q
(ii) y™(2) = flz,y(2),...,y" V(@)

Ein Anfangswertproblem besteht aus einer Gleichung der Form (1) zusammen mit An-
fangswertbedingungen

y(xo) = Yo,y (x0) = y1, . .. ,y(n_l)(xo) = UYn—1, (2)

wobei (Zo, Yo, Y1, - - - Yn—1) € Q ist.

Eine Losung des Anfangswertproblems (1), (2) ist eine Losung y : I — R von (1) mit
xo € I, fiir die (2) gilt.

Im Beispiel aus 17.1 ist n = 2 und f(x, z9,21) = —%zg.
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17.3 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Seien I, J C R Intervalle und f: I — R, g: J — R stetig. Eine Differentialgleichung der
Form

y' = f(x)g(y) (1)
heifit Differentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen (oder Variablen). Das An-
fangswertproblem '~ Hae(w)

Yoo = o @
mit xg € I, yo € J behandelt man wie folgt:
Fall g(yo) = 0: Eine Losung ist gegeben durch y(z) = yo, x € 1.

Fall g(yo) # 0: Ist y : I — R eine Losung von (2) mit g(y(z)) # 0 fiir alle z € I, so gilt

POt wel,
und mittels Substitution n = y(t), dn = y/(t) dt:
SO T/ (t) dt @ .
/ —77:/ v :/f(t)dt, vel
w90 Ju 9W(®) s

Nun 16st man nach y(x) auf. Losungen sind eindeutig, solange man nicht iiber eine Nullstelle
7o von g hinwegintegriert.

Beispiele: (1) y' = a(x)y, wobei a : I — R stetig. Setze A(z) := [, a(t)dt, x € I, wobei
b € I fest ist. Dann gilt A’ = a auf I und Losungen sind gegeben durch In |y(z)| = A(x)+¢,

also durch

yx) =ce@, zel,

wobei ¢ € R eine Konstante ist. Eindeutige Losung mit der Anfangswertbedingung y(z¢) =
Yo 1st

y(zr) = yoefwo a(t)dt, xel
(fiir yo # 0 kann némlich die rechte Seite nicht Null werden).

(2) ¥ = (1—y)y (logistisches Wachstum): Es ist klar, dass y(z) = 0 und y(z) = 1 Losungen
sind. Wir betrachten die Anfangsbedingung y(x¢) = yo € (0,1) und erhalten

/yL_x_m
Yo (1_77)77 o

Wir schreiben ((1 —n)n)~' = (1 —7)~' +n~!, so dass das linke Integral

(7 20m) - ()
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ist. Wir erhalten so

_ (L — -t

ylx)=1-— (—e 4 1) , T € [zg,00).
1 —yo

Die Losung ist eindeutig (da y(x) € (0,1) fiir alle z).

(3) v = \/lyl, y(0) = 0. Eine Losung ist gegeben durch y(z) = 0, eine andere Losung
durch y(z) = x|z|/4. Die zweite Losung verlauft durch die Nullstelle von g(y) = /|y|. Es
gibt noch weitere Losungen dieses Anfangswertproblems.

17.4 Lineare Differentialgleichung erster Ordnung
Sei I C R Intervall und seien a,b: I — R stetig. Wir betrachten das Anfangswertproblem
fiir die lineare Differentialgleichung
y = a(z)y+b(z) (1)
y(ro) = Yo,
wobei zg € I und gy € R ist.
Fundamentale Eigenschaft linearer Differentialgleichungen:

Sind y, z : I — R Losungen der inhomogenen Gleichung

Yy =a(x)y +b(x), (2)
so ist w:=y — 2z : I — R Losung der zugehorigen homogenen Gleichung
y' = a(z)y, (3)

(denn:
w =y -2 =ay+b—(az+b) =aly — z) = aw).
Ist umgekehrt w : I — R Losung von (3) und y : I — R Lésung von (2), so ist auch
z:=y+w: I — R Losung von (2).
Folgerung: (1) Wenn (1) l6sbar ist, ist die Losung eindeutig (vgl. Beispiel 17.3(1)).
(2) Ist yp eine Losung von (2), so gibt es zu jeder Losung ¢ von (2) ein ¢ € R mit

ij(x) = celro D" L y(2), zel

Setze A(x) = f;) a(t)dt, x € I. Eine Losung yp : I — R von (2) erhdlt man aus dem

Ansatz (Variation der Konstanten)
yp(z) = c(x)e?™@, zel.

Die eindeutige Losung von (1) ist dann gegeben durch

y(x) = yoeA(z) + €A(z) / G_A(t)b<t> dt, z €.

Zo
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17.5 Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

Bei der linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung hat die rechte Seite f in 17.1(1) die
Form

fz, 20,21, oy 2n-1) = —Ap_1(T)2n—1 — ... — a1 (x) 21 — ap(z)z0 + b(z),
wobei ag, ai,...,a,-1,b : I — R stetige Funktionen auf einem Intervall I sind (es ist
@ = I x R™ hier). Die “inhomogene Gleichung” ist
y ™ a1y Y+ bayy fay=bx), xzel (1)

und die zugehorige homogene Gleichung ist

v+ g™V ay +ay=0 zel. (2)

Bemerkung: Die “Fundamentale Eigenschaft” aus 17.4 gilt entsprechend, dh: sind y, z
Lésungen von (1), so ist y — z Losung von (2); ist y Losung von (1) und w Lésung von (2),
so ist y + w Loésung von (1).

Satz: Zu jedem xz € I und jedem Vektor (yo, y1,- .., yn—1) € R™ hat das Anfangswertprob-
lem

Y (@) + ana @)y V(@) + .+ a(@)y (@) + ag(x)y(r) = bx), zel
y(zo) = Yo, ¥'(v0) =1, -, y("fl)(ﬂ?o) = Yn

genau eine Losung y : I — R. Diese Losung ist n-mal stetig differenzierbar, dh y € C™(I).

Bedeutung: Sei
L ={y: I —-R: ylost (2) }.

Dann ist fiir jedes zp € [ die lineare Abbildung v¢,, : & — R" y ~—
(y(x0), 9 (x0), - ..,y V(x0)), bijektiv. Insbesondere hat .# die Dimension n. Jede Basis
von .Z (bestehend aus n Funktionen ¢, ¢o, ..., ¢, : I — R) heiBt Fundamentalsystem von

(2).
Gegebene ¢1,...,¢, € £ sind linear unabhéngig (und damit ein Fundamentalsystem)

genau dann, wenn fiir ein (und dann fiir jedes) xy € I die Vektoren ¢, (¢1), ..., Yu,(dn)
linear unabhangig sind.

Ist ¢1,...,¢, ein Fundamentalsystem, so gibt es zu jeder Losung y : I — R von (2)
Konstanten ¢y, co, ..., ¢, € R mit

y(x) = c101(x) + caa(x) + ... + cuon(z), =€ L.

Ist yp : I — R eine Losung von (1), so gibt es zu jeder Losung y : I — R von (1)
Konstanten ¢y, co, ..., ¢, € R mit

y(x) = yp(x) + c191(x) + cago(x) + ... + cup(x), z€ 1.
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Beispiel: In der Differentialgleichung y”(z) + k/my(x) = 0 ist ai(z) = 0, ap(z) = k/m
und b(z) = 0 (hier ist I = R).
Ein Fundamentalsystem bilden z.B. ¢1(x) = sin(y/k/m x) und ¢o(z) = cos(\/k/m ).

Bemerkung: Sind die Funktionen a,,_1,...,a1,a9 : I — R konstant, so spricht man von
einer Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

17.6 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Zur Losung der homogenen Gleichung
Y™ a1y L ay +agy =0
macht man den Ansatz y(x) = e**, der auf
ANy N e N+ ay=0

fiihrt. Die linke Seite heif3t charakteristisches Polynom der Differentialgleichung.

Sind Ay, ..., \; die verschiedenen Nullstellen des charakteristischen Polynoms, so sind die
Funktionen e*®, e*2% .. eM? linear unabhingige Losungen der homogenen Gleichung.

Bemerkung: Auch wenn die Koeffizienten a,,_1, ..., aq, ag reell sind, sind die Nullstellen
Aj im allgemeinen komplex.

Ist jedoch A\; = a+if € C\ R Nullstelle, so ist auch )\_j = « — i Nullstelle. In diesem Fall
sind e** sin(fz) und e** cos([x) zwei linear unabhéngige Losungen.

Bemerkung: Hat die reelle Nullstelle \; jeweils die Vielfachheit m;, so sind

6>\1$7 'T6>\1$7 o ,l‘m1_16>\1m

m; linear unabhangige Losungen der homogenen Gleichung.
Falls \; = o; +i3; € C\ R Nullstelle der Vielfachheit m; ist, so ist auch )\_j = o —if;
Nullstelle der Vielfachheit m; und die 2m; Funktionen

%" sin(B;x), €% cos(B;x), xe®” sin(B;x), xe®” cos(B;x), . . ., x™ e sin(B;z), 2™ e cos(B;)

sind linear unabhéngig.

Auf diese Weise erhalt man aus den Nullstellen des charakteristischen Polynoms der ho-
mogenen Gleichung ein Fundamentalsystem.

Beispiele: Ein Fundamentalsystem der Gleichung vy” + 4y’ + 4y = 0 ist gegeben durch
e 2 we~?* (das charakteristische Polynom ist hier A* + 4\ + 4 = (X + 2)? und —2 ist
doppelte Nullstelle).

Ein Fundamentalsystem der Gleichung y* —y = 0 ist gegeben durch e®, e *,sinz, cosz
(das charakteristische Polynom ist A* —1 = (A2 +1)(A2—=1) = A=) (A +4)(A—1)(A+1)
und die (einfachen) Nullstellen sind , —i, 1, —1).
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17.7 Variation der Konstanten fir Gleichungen n-ter Ordnung

Sei ¢1, ¢a, ..., ¢, ein Fundamentalsystem von
Y™+ an g™+ any + agy =0,
wobei n > 2 ist. Zur Losung von
Yy ta, iy Y+ ay +agy =b(z), xel,
wobei b: I — R eine stetige Funktion ist, macht man den Ansatz
yp = a1 (2)61(2) + Ca(8)6a() + .. + Cu(@)bula), @€ L.

Verlangt man .

> =0

k=1

auf I fir j =0,1,...,n — 2, so erhalt man als n-te Gleichung

n

o =b auf I

k=1

Wir schreiben die n Gleichungen als System:

¢1(x) P2() oo Pa(T) () 0

¢ (x) Ph(x) - Pp(x) cpx) | :

: : : : | o

V@) 9 ) e e V) )\ @) b(x)
=:®(z)

Nach 17.5 ist die Matrix ®(z) € R™" fiir jedes « € I invertierbar, also

cjl(x) 0
02(':15) =&(x)"! O , zel
¢ () b(x)

Im Fall n = 2 erhalten wir etwa

<2£3>  0u(@)dh(2) i 2 (7)1 (2) <_<lf§ix)[)7lzix))>

Die Funktionen ¢y, ¢y, ..., ¢, erhalt man durch Integration.
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Beispiel: Die Funktionen ¢1(x) = €, ¢o(x) = e * bilden ein Fundamentalsystem der
Gleichung " — y = 0. Hier gilt ¢1¢, — po¢| = —2. Fiir eine Lésung yp von

y' —y=bx),

wobei b : [0,00) — R stetig sei, erhalten wir nach dem obigen Ansatz ¢} (z) = e *b(z)/2
und y(z) = —e*b(x)/2. Eine Losung ist somit gegeben durch

T e—t x et
yp(x) = ex/ —b(t) dt — e_x/ —b(t)dt, x>0.
0o 2 0 2

Man verifiziere, dass dies tatsiachlich eine Losung der Gleichung ist.

17.8 Ansatze fiir spezielle rechte Seiten

Die Variation der Konstanten aus 17.7 gibt zwar Losungen fiir beliebige rechte Seiten b(x),
ist aber etwas unhandlich.

Gegeben sei die Differentialgleichung
™ 4+ a1y 4y +agy =0
mit charakteristischem Polynom
PA) = A"+ ap A" a )+ ag.
Hat die rechte Seite b(z) der inhomogenen Differentialgleichung die Gestalt

cos(fx)

(bo + b1z + ...+ bpa™)e { sin(Bz)

so fithrt der Ansatz
yp(z) = [(Ao + A1z + ... + Aa™) cos(Bx) + (By + Bix + ... + Bpa™) sin(fBx)] e,
falls p(a + i3) # 0 gilt, bzw.
yp(z) = 2"[(Ao + A1z + ... + Apz™) cos(fz) + (By + Biz + ... + Bpz™) sin(fBz)] e,

falls o + 73 eine Nullstelle der Ordnung v von p ist, zu einer Losung y, der inhomogenen
Gleichung. Man beachte, dass a und/oder 3 hierbei = 0 sein kénnen (im Falle a = 0 ist
der Exponentialterm = 1, im Falle 8 = 0 ist cos(fx) = 1 und sin(fz) = 0).

Beispiel: Im Beispiel 17.1 schreiben wir w := /k/m > 0 und betrachten also die Differen-
tialgleichung y” +w?y = b(z). Das charakteristische Polynom ist A +w? = (A —iw) (A +iw).
Ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung ist gegeben durch sin(wz), cos(wz). Die
duBere Anregung sei von der Form b(x) = sin(ux).
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Fall ;2 # w? Der Ansatz yp = asin(uz) + Bcos(ux) fihrt auf y%» = —p?yp und weiter
auf @ = 0 und B8 = (w? — p?)~!. Somit erhalten wir yp(x) = (w? — p?) 'sin(pz) als
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Die eindeutige Losung der inhomogenen
Gleichung mit den Anfangswerten y(0) = ¢'(0) = 0 ist dann

1
y(x) = 5 sin(ur) — sin(wz), x €R.
—u

w(w? — p?)
Die Losung ist auf [0, c0) beschrénkt.

Fall © = w: Der Ansatz yp(x) = ax cos(wz) + Bz sin(wx) fithrt (nach Rechnung) auf 5 = 0
und a = —1/(2w). Somit erhalten wir yp(z) = —4- cos(uz) als eine spezielle Losung
der inhomogenen Gleichung. Die eindeutige Losung y der inhomogenen Gleichung mit den
Anfangswerten y(0) = 3/(0) = 0 ist dann

1
y(x) = —% cos(wz) + 52 sin(wz),z € R.

Diese Losung ist auf [0, oo) nicht beschrankt! Die &uflere Anregung mit der Eigenfrequenz
des Systems fithrt hier zur Resonanzkatastrophe.

Man zeige, dass fir p — w die Losung des Anfangswertproblems mit rechter Seite sin(uz)
gegen die Losung mit rechter Seite sin(wx) konvergiert (fiir jedes feste = > 0).

Zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage in Satz 17.5 bringen wir zunéchst ein fiir diese
Zwecke oft verwendetes Lemma.

17.9 Gronwall-Lemma: Sei I = [0, b] ein Intervall und & : I — R eine stetige Funktion.
Es gebe a > 0 und g € R mit

h(x)§ﬁ+a/xh(t)dt, z el
0

Dann gilt h(z) < fe®* fiir alle z € I.

Beweis: Sei ¢ > 0. Wir zeigen h(z) < (8 + ¢)e®® =: g(x) auf I. Da dies fiir x = 0 stimmt
und die Funktionen stetig sind, gibt es anderenfalls ein xy € (0,b] mit h(z) < g(x) fir
x € [0,2¢) und h(zo) = g(xp). Wir haben dann aber (wg. a > 0)

0

h(zo) <6+5—|—a/x0h(t)dt §ﬁ+€+a/$ g(t)dt = 34 ¢c+ [(B + €)e™]g” = g(xo)
0 0
im Widerspruch zu h(xy) = g(zo).

17.10 Eindeutigkeit der Losungen linearer Differentialgleichungen n-ter Ord-
nung (Bonus)
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Wir behandeln den Fall xq = 0. Sei b > 0. Sind y, z Losungen des Anfangswertproblems

Y™ (@) + a1 (@)y" V(@) o+ a(@)y (@) +ao(2)y(x) = blz), @ €[00
y(O) = Yo, y,(O) =Y, -, y(n_l)(o) = Yn-1,
so ist ¢ := y — z eine Losung der homogenen Gleichung mit Anfangswerten ¢(0) = ¢/(0) =
= ¢"(0) = 0.
Wir setzen h(z) := Z;:g |¢U)(x)]?. Dann ist h(0) = 0 und

[y

K() =23 690" (a)

J

Il
o

Die Koeffizienten a; der Differentialgleichung sind auf [0, b] beschrénkt, etwa durch K. Wir
schatzen mithilfe der Differentialgleichung und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ab

n—1
(Zm @N69@)) < nk? 3" 69 (@)
j=0

und verwenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung nochmals:
n—1
Z ¢V (2)U ) (z) < VI+nK?2) |69 (2)]* = VI + nK?h(z).
j=0

Also gilt 1/(z) < 2v/1 4 nK?h(z) und wir erhalten durch Integration (beachte h(0) = 0):
h(z) <2V1 +nK2/ h(t)dt, z€]0,b)].
0

Wir wenden das Gronwall-Lemma mit § = 0 und o = v/1 + n/? an und beachten h(x) > 0.
Wir erhalten h(z) = 0 auf [0, ].

Somit gilt y = z auf [0, ].

17.11 Inhomogenitaten mit Spriingen

In linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung treten in Anwendungen auch Inho-
mogenitéten b(x) mit Spriingen auf, z.B. stiickweise konstante Funktionen. Wir betrachten
das Anfangswertproblem

Yy (2) + a1y V(@) + . ay () Fagy(z) = b(x),
y(a) =y, v'(a) =w1, ...,y" (@) = Y1,

auf dem beschriankten, abgeschlossenen Intervall I = [a,7] C R und verlangen, dass es
t1 < ... <ty in I so gibt, dass die Funktion b auf I\ {t1,...,ty} stetig ist und fiir jedes
j=1,..., N die einseitigen Grenzwerte b(¢;%) existieren, aber b(t;—) # b(t;+) ist.

30



Wir  konnen  die  Differentialgleichung  sukzessive  auf den  Teilintervallen
la, t1], [t1,t2], ..., [tn—1,tN], [tn, T 16sen, wobei wir jeweils die “Endwerte” der Losung auf
dem vorigen Intervall als Anfangswerte fiir das folgende Intervall nehmen. Die Losung
y ist dann n — 1-mal stetig differenzierbar auf I und n-mal stetig differenzierbar auf
I\ {ti,...,ty}. In den Punkten t,...,tx ist y~V nicht differenzierbar, aber die
einseitigen Grenzwerte y™(t;4) existieren und sind durch die Differentialgleichung
gegeben.

1 ,z€l0,1]
0 ,z>1
verwenden die Formel aus dem Beispiel in 17.7. Die Losung des Anfangswertproblems mit
y(0) = ¢/(0) = 0 ist gegeben durch

Beispiel: Wir betrachten y” — y = b(x) auf [0,00) mit b(x) = und

coshx — 1 ;o €10,1]
coshz —cosh(z —1) |,z >1

y(r) = /090 sinh(z — t)b(t) dt = {

An der Stelle x = 1 ist ¥ nicht differenzierbar.
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18 Fourierreihen

18.1 T-periodische Funktionen

Definition: Sei 7' > 0. Eine Funktion f : R — C heifit T-periodisch, falls f(x+T) = f(x)
fiir alle z € R gilt.

Es gilt dann auch f(z + kT) = f(x) fur alle z € R und alle k € Z.

Bemerkung: (a) Eine T-periodische Funktion f : R — C ist eindeutig bestimmt, wenn
man ihre Werte auf einem Intervall [a,a + T) kennt (hierbei ist @ € R beliebig). Jede
Funktion f : [a,a 4 T') lésst sich eindeutig zu einer T-periodischen Funktion f: R — C
mit f = f auf [a,a + T) fortsetzen.

(b) Ist f : R — C eine T-periodische Funktion, so ist g : R — C, definiert durch g(z) :=
f (%x), eine 27-periodische Funktion. Wir werden uns i.w. auf 27-periodische Funktionen
beschranken.

Beispiele: sinx, cosz und e definieren 27-periodische Funktionen. Die Funktion z +
cos(2x) ist 2m-periodisch, aber auch m-periodisch.

18.2 Integration und Differentiation komplexwertiger Funktionen

Sei f : [a,b] — C eine Funktion. Fiir jedes x € [a, ] ist f(z) eine komplexe Zahl mit Real-
und Imaginarteil. Durch u(z) := Re(f(x)) und v(z) := Im(f(z)) werden Funktionen
u,v : [a,b] — R definiert mit f(z) = wu(z) + iv(x) fir alle x € [a,b] (Bezeichnungen
u=:Ref,v=:Imf).

Die Funktion f heifit (Riemann-)integrierbar, falls v und v integrierbar sind. In diesem

Falle setzen wir b b b
/ f(z)dx ::/ u(:p)dx+i/ v(z) dz.

Das Integral ist C-linear, dh: Ist g : [a, b] — C eine weitere integrierbare Funktion und sind
a, B € C, soist af 4+ Bg integrierbar und es gilt

/ab(af—i-ﬁg)d:v:a/abfdx—l—ﬁ/abgda:.

Analog heifit f differenzierbar in xy € [a,b], falls v und v differenzierbar in z, sind, und
in diesem Falle ist f'(zg) := u/(x) + iv'(zo) (Ableitung von f in ).

Auch die Ableitung ist C-linear. Es gelten die Produkt-, Quotienten- und die Kettenregel,
wobei in der Kettenregel fiir f o g die Funktion f : [a,b] — C komplexwertig ist, aber
g :[c,d] — la,b] reellwertig.

Folgerung: Der Hauptsatz gilt fiir komplexwertige Funktionen. Weiter gelten die Regeln
der partiellen Integration und der Substitution.

Erinnerung: Fir w = u + v € C mit u,v € R ist

eV ="t = ¢e"e" = e“(cosv + isinv).
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Beispiele: (1) Fiir w =u+iv € C\ {0} mit u,v € R und a < b gilt

b wb wa
e — €
/ e dy = ——n—.
a w

Beweis: Wegen

%e“’x = %(e“’”(cos(vx) +isin(vr))) = ue™(cos(vx) + isin(vz)) + " (—vsin(vr) + v cos(vx))

= (u+w)e"(cos(vr) +isin(vr)) = we™™

folgt die Behauptung aus dem Hauptsatz.
(2) Fir I,k € Z gilt

27 27
) ) ) 27 k=1
ikx —ilx o i(k—1)x _ )
e e dr = / e dr = {
/0 0 0 k#l

(3) Ist f : R — C eine 2m-periodische Funktion, die iiber beschrankten Intervallen inte-
grierbar ist, so gilt fiir jedes a € R:

2w

(z)dz = /aamf(x) dz = /_ f(z) dx.

0

Wir werden 2m-periodische Funktionen meist auf [—7, ) betrachten und tiber dieses In-
tervall integrieren.

18.3 Trigonometrische Polynome

Definition: Eine Funktion f : R — C heifit trigonometrisches Polynom, falls es ein n € N
und Koeffizienten ¢;, € C, |k| < n, gibt mit

flx) = Z cre® xeR.

[k|<n

Bemerkung: Ein trigonometrisches Polynom f der obigen Form ist 27-periodisch, und es
gilt
1 [" ,
2—/ f(x)e * dy = ¢}, fiir jedes k € Z.
™ —T

18.4 Fourierkoeffizienten einer Funktion

Definition: Sei f : R — C eine 27-periodische Funktion, die iber [—, 7] integrierbar ist
(bzw. auch nur f : [—m, ) — C integrierbar). Fiir jedes k € Z heifit

f) = ah) =5 [ s i
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der k-te Fourierkoeffizient, und (f(k))gez heiit Folge der Fourierkoeffizienten von f.

Fourier (1822): Fiir jede 27m-periodische Funktion f sollte ihre Fourierreihe

Z f(k)e*® .= lim Z f(k) e
k=—o00 e |k|<n
gegen f konvergieren.
Es hat einige Zeit gedauert, diese Idee zu prézisieren (geeigneter Integralbegriff, ver-
schiedene Konvergenzbegriffe etc).
18.5 Absolut summierbare Fourierkoeffizienten
Sei (cx)gez mit Y oo |cx| < co. Dann lasst sich durch

n

f(z) == lim Z cpe”

eine 2m-periodische stetige Funktion f : R — C definieren, die insbesondere iiber [—, 7]
integrierbar ist. Es gilt )
f(k)=c¢, firalle k € Z.

Somit ist hier

f(z) = i f(k)e™  fir alle z € R.

k=—00
Mithilfe der folgenden Eindeutigkeitsaussage:

Bemerkung: Sind f, g stetig und 27-periodisch mit f(k) = g(k) fir alle k € Z, so gilt
f =g auf R.

erhalt man auch:

Folgerung: Tst f : R — C stetig und 27-periodisch und gilt 3222 | f(k)| < oo, so ist

fle)y=Y_ flk)e* firallex € R.

k=—00
Die Konvergenz ist hier sogar gleichméafig.
Beispiele: (1) Wir betrachten die 27-periodische Funktion f : R — C, die durch f(z) :=
fir « € [—m, 7) definiert ist.
Es gilt f(0) = 0. Fiir k # 0 ist

A 1 4 . 1 1 .
k) = — —ikz der = —pr—— —ikz
1 (k) 271'/ e M E TS

" 1 [ 1 : —1)ki
__/ —,B_kadx: ( ) Z'

—T
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Die Funktion f ist nicht stetig und es gilt >, |f (k)| = oo.
(2) Sei die 2m-periodische Funktion f auf [—m,7) gegeben durch f(z) = 2% Fiir k = 0 ist

S S LAV IS U
f(0) / o dr = 537

2 J_, m

™ 2

Fiir k # 0 ist

R i . 21 2 [T 2 (—1)ki  2(—1)k
f(k’) 1 / l,Qe—zkw dr = T e—zkac + / _k( ) ? ( ) )

o ), 2 —ik

-~

Hier gilt ), | (k)| < oo, also

2T +2 i (D" i fir alle z € [—m, 7]
r© = — (& — .
3 - k:2 Y )
k40

Insbesondere erhalt man fur z =
w2 <1
oy
k=1

18.6 “Reelle” Fourierkoeffizienten

Fiir 2m-periodische Funktionen f definiert man haufig auch
1 ™
ag = ag(f) := —/ f(z)cos(kx)dx (k€ Np),
™ —T
1 K
b :=bp(f) :== —/ f(z)sin(kz)dz (k € N).
™ —T

Diese Fourierkoeffizienten haben den Vorteil, dass sie fiir reellwertiges f auch reell sind.

Umrechnungsregeln: Es gilt ¢y = ao/2 und fiir k£ € N:

ay — by, ay, + iby,
C_ =
92 ) k 92 )

Cr = ap = ¢ + C_k, bk = i(Ck — C_k).

k2 muss man ersetzen durch

Die Fourierreihe Y ;7 cge’
% + ; ay, cos(kx) + by, sin(kx).

Auch die Summanden dieser Reihe ist fiir reellwertiges f reell.
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Beispiele: (1) Im Beispiel 18.5(1) ist ¢_y = —¢; fiir £ > 1, also a5 = 0 fiir £ > 0 und
b, = 2¢c; = 2(—1)k*1/k fiir k > 1. Die Fourierreihe ist eine reine Sinus-Reihe (das liegt
daran, dass die Funktion ungerade ist).

(2) Im Beispiel 18.5(2) ist ¢, = c_y, also by = 0 und a;, = 2¢,, = =25, Die Fourierreihe ist

eine reine Cosinus-Reihe (was daran liegt, dass die Funktion gerade ist).

Bemerkung: Ist f gerade, dh f(—z) = f(z) fir 2 € (=7, 1), so gilt
2 x
by =0, ke N und a; = —/ f(z) cos(kz) dz, k € Ny.
T Jo
Ist f ungerade, dh f(—z) = —f(z) fir x € (—m,7), so gilt

2 x
ar =0, ke Ny und bk:;/ f(z)sin(kx) dz, k € N.
0

18.7 Stiickweise stetige und stiickweise glatte Funktionen
Definition: Eine 27-periodische Funktion f: R — C heift

(a) stickweise stetig, falls es
— T =20 <1 <T<...<Tp=T
so gibt, dass fiir jedes j =0,...,n — 1 gilt:

(i) f:(xj,xj41) — C ist stetig,

(ii) die einseitigen Grenzwerte f(z;+) = lim+f(x) und f(zj31—) = lim  f(z) ex-
T—T; T—=Tj41—
istieren in C.
(b) stickweise glatt, falls es
— T =20 <T1 < T <...<Zp,=T

so gibt, dass fiir jedes j =0,...,n — 1 gilt:

(i) f:(zj,z;41) — C ist stetig differenzierbar,

(ii) die einseitigen Grenzwerte f(x;+), f(x;41—) und f'(z;+) = hm+ (@), fl(zjm—) =

lim f/(x) existieren in C.
Pz
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In den Punkten z; muss f nicht stetig sein, der Funktionswert f(z;) spielt keine Rolle.

Bemerkung: Ist f stetig, so ist f stiickweise stetig. Ist f stetig differenzierbar, so ist f
stiickweise glatt.

Ist f stiickweise stetig, so existieren in jedem Punkt z € R die einseitigen Grenzwerte
f(z+) und f(z—).
Beispiele: (1) Die Funktionen in den Beispielen 18.5(1) und (2) sind stiickweise glatt.

1 ,zel0,m)

(2) Sei f: R — C 2m-periodisch mit f(z) = { 1 ,z€[-m0)

glatt.

Dann ist f stiickweise

18.8 Darstellungssatz fiir 2r-periodische Funktionen
Sei f: R — C 27w-periodisch und stiickweise glatt. Dann gilt fiir jedes x € R:

gike _ F(@4) + flz—)
Z f B 9 :

k=—o00
Ist f stetig in z, so konvergiert die Fourierreihe gegen f(z).
Bemerkung: Ist f 2m-periodisch, stiickweise glatt und stetig, so befinden wir uns in der
Situation von 18.5, dh es gilt > 7 [f(k)] < oc.
Beispiel: Fiir die 2m-periodische Funktion f mit f(x) = z fir x € [—7, 7) gilt nach Beispiel
18.6(1) by = 2(—1)"*1/k fiir k > 1. Also ist

% _1yk+1
$:2Z< 1k)+ sin(kx), x € (—m,m),

da f in diesen Punkten stetig ist.

An der Stelle z = 7 ist f unstetig. Setzt man z = 7 in die Reihe rechts ein, so erhélt man
den Wert 0. In der Tat ist f(7—) =7, f(7+) = f(—7+) = —7 und also w = 0.

Beispiele zu 18.7: Sei f : R — C 27-periodisch und gegeben durch

(a) f(z) =In|z| fir z € [—m,7) \ {0} und f(0) = 0. Wegen lim, .o f(z) = —o0 & C ist f
nicht stiickweise stetig. Da f nicht beschrénkt ist, ist f iiber [—m, 7| nicht integrierbar.

= +/|z| fir x € [—7, 7). Dann ist f stetig auf R. Wegen lim, o f'(z) =00 € C
und lim,_o_ f'(z) = —oo ist f aber nicht stiickweise glatt. Der Darstellungssatz 18.8 ldsst
sich auf f nicht anwenden.

18.9 Skalarprodukt und Orthogonalitat

Auf dem C-Vektorraum der auf [—m, 7] stetigen komplexwertigen Funktionen definiert

(f]9) / e



ein Skalarprodukt (vgl. 14.19, beachte dass f = 0, wenn (f|f) = 0 gilt, da f stetig ist). Die
zugehorige Norm (vgl. 14.19), gegeben durch

I£12= VT = (55 |

—T

™

Fa)Pdr)”

heilt L2-Norm.

Bemerkung: Man kann diese Definitionen ausdehnen auf Funktionen, die iiber [—, 7]
integrierbar sind. Jedoch gilt dann nicht mehr, dass || f||2 = 0 schon f = 0 impliziert! Ein
Beispiel ist etwa f, gegeben durch f(x) =0 fir z # 0 und f(0) = 1.

Definiert man fiir & € Z die Funktion e;, durch ey(x) := €%, s0 ist (ex)rez ein Orthonor-

malsystem, dh (exle;) = o (vgl. 14.20). Fiir integrierbares f : [-m,7) — C ist dann
f(k) = (flex), k € Z. Anhand dieser Eigenschaften rechnet man nach:

Satz: Sei f : [—m,m] — C integrierbar und n € N. Dann gilt
F1I3 =D IFRIP+ 1 = > Fkex]l3.
k=—n k=—n

und fiir alle Koeffizienten (7;)xj<n in C gilt:

If =D mells=1F = D f®)exlls + D 1 (k) = wl,

k=—n k=—n k=—n

was bedeutet, dass > ;_ f (k)er bzgl. der L2-Norm die beste Approximation von f in
lin{ey : |k] < n} ist.

Beweis: Wir erinneren an
(alb) =0 = |la+0[* = |lall* + [|b]|*,

was fiir jedes Skalarprodukt und die zugehorige Norm gilt. In beiden Féllen ist a =
= f(k)er. Im ersten Fall ist b = Y ,_  f(k)e, und im zweiten Fall ist b
D k= () = M)ex.

Es reicht zu zeigen, dass fiir beliebige (fx) k<, und g = >, prey gilt:

(alg) =0 wnd gl = |l

Das rechnet man nach:

lgll3 = (zk: fier] zl:ulel) = szzl:ukm (exler) =Y Ikl



und

Besselsche Ungleichung: Ist f : [—m, 7| — C integrierbar, so gilt

> ®EE< I/l

k=—0c0

Dies folgt aus dem Satz. Entsprechendes gilt fiir beliebige Orthonormalsysteme. Fiir das
hier vorliegende Orthonormalsystem gilt aber sogar die

Parsevalsche Gleichheit: Ist f : [—7, 7] — C integrierbar, so gilt

Y R =111

k=—o00

A

Insbesondere konvergiert die Fourierreihe ), f(k) fir n — oo gegen die Funktion f

in der L*>-Norm, dh ||f —>7_ f(k)ex]l2 — 0 fiir n — oo. Man sagt: die Fourierreihe
konvergiert im quadratischen Mittel gegen die Funktion f.

Bemerkung: Die Umrechungsregeln aus 18.6 zeigen, dass fiir reellwertige Funktionen f
gilt:
2

3 Itk = @)

A (ar(f)* 4+ be(f)?).

+

DN | —
NE

e
Il

k=—o00 1

Bemerkung: Die Frage, ob man zu jeder Folge (cx)rez mit Y, |cx|* < 0o eine Funktion f
findet mit f(k) = ¢ fiir alle k € Z, fithrt {iber die Vorlesung hinaus. (Das geht tatséchlich:
— Lebesgue-Integral, — L*(—m, 7). Die Eigenschaften hier in 18.9 gelten auch noch fiir
quadratintegrierbare Funktionen f, dh fiir Funktionen, fir die f und |f|* iiber (—7,7)
uneigentlich integrierbar sind.)
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19 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Wir schreiben hier Vektoren z im R™ mit den Komponenten zi,zs,...,z, als n-Tupel
T1

(x1,...,2,) oder als Spaltenvektor x = : . Gelegentlich schreiben wir der Deut-
Tn

lichkeit halber #.

Fiir n = 2,3 schreiben wir haufig ( i ) bzw. | vy

N

19.1 Konvergenz von Folgen in R”

Definition: Eine Folge (2*),en von Vektoren in R™ heifit konvergent, falls es einen Vektor
2% € R" gibt mit
|z* —2°| -0 (k — o0).

Wir schreiben dann limy o 2% = 2° oder 2% — 2° (k — o0).

Bemerkung: Wegen ||7]* = >77_, |y;]? gilt:
i — 7 (k—>oo)<:>fiirallej:1,...,n:f§—>xj (k — o0).
.. - ek . - 0 ..
Beispiel: Sei 7% := 1= 1/k fir k € N. Dann gilt ¥ — 1 fiir £ — oo.

19.2 Offene und abgeschlossene Mengen in R"
Definition: Ist 2° € R” und r > 0, so heif}t

K@% r)={x eR": ||z — 2% <7}

offene Kugel um x° mit Radius 7.

Eine Teilmenge @ C R" heifit offen, falls es zu jedem z° € Q ein (von z° abhiingiges) r > 0
gibt mit K (2°,r) C Q.

Beispiele: R ist offen. Offene Kugeln sind offen. Der Wiirfel (0, 1)™ ist offen.

Beweis fiir offene Kugeln: Wir zeigen, dass K(y°, s) offen ist. Dazu sei z° € K(3°,s), dh
|2°—9°|| < s. Wir setzen r := s—||2°—¢°|| (Idee aus Skizze) und zeigen K (z°,7r) C K (yo, ).
Dazu sei z € K (2% r), dh ||z — 2°|| < r. Dann gilt

lz =9Il = llz — 2” + 2 =" < lo — 2 + [|]2° = ]| <7 + 2" =" = 5,
also r € K(¢°, s).

Ende
Woche 4
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Definition: Eine Teilmenge A C R™ heifit abgeschlossen, falls R™ \ A offen ist.

Satz: Eine Teilmenge A C R™ ist abgeschlossen genau dann, wenn fiir jede Folge (2%)gen
in A, die in R" konvergiert, der Grenzwert lim;, 2* wieder zu A gehort.

Beispiele: R" ist abgeschlossen. Endliche Mengen sind abgeschlossen. Abgeschlossene
Kugeln
{x eR": ||z — 2% < r}

sind abgeschlossen.

19.3 Stetigkeit von Funktionen

Sei D C R” nichtleer und f : D — R™ eine Funktion. Dann gibt es Funktionen fi,..., f, :
D — R, die Komponentenfunktionen von f mit

fl(ZU) fl(ﬂfl, e ,ZL‘n)
flz) = f(zq,...,2,) = : = : fir alle x = (z1,...,2,) € D.

fm(2) fm(z1, ... xp)

Definition: Die Funktion f heifit stetig in 2° € D, falls fiir alle Folgen (2*)ey, in D mit
zh — 20 gilt: f(2%) — f(2°). Wir schreiben dafiir auch

lim f(z) = f(2°).

z—20

f heiBt stetig in D, falls f in jedem z° € D stetig ist.

/2 1 o2
Beispiel: Sei D := {(z,y) € R? : 2 > 0} und f: D — R?, f(z,y) = ( arctfm—(zaﬂ )

Dann ist f in D stetig: sei (zo,y0) € D und (zy), (yx) Folgen mit x; — o, yx — Yo-
Dann gilt auch \/ 34yl — \/ z3 4+ y2 und (wegen xo > 0 und der Stetigkeit von arctan)
arctan(yy/xy) — arctan(y/z). Also f(xk, yx) — f(x0,%0)-

Bemerkung: Wegen 19.1 ist f stetig in 2° (bzw. in D) genau dann, wenn jede Kompo-
nentenfunktion f;, j = 1,...,m, stetig in 2° (bzw. in D) ist.

Beispiele: (1) Sci / : R? — R, f(z,y) :{ it :Eiiii . Egg; |

Punkt (z,y) # (0,0) stetig. f ist aber in (0,0) nicht stetig, denn fiir z, =y, = 1/k gilt

f ist in jedem

2
1
fapyp) =5 ==/A0 (k— oo).
227 2
Y@+ )t L (zy) #(0,0)
2) Sei f: R2 — R, fz,y) = zy| y 1 ) wobei 8 > 1. Die
2) 5t ] Jey) 0 )= (0.0) ’
Funktion ist in jedem Punkt (z,y) # (0,0) stetig. f ist auch (0,0) stetig, denn wegen
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lzy| < (2 +y?)/2 gilt

yl”" 2yl 81
= <[yl /2—=0 (y—0)

/(2 y)|

(3) Sei ¢ : R — R™ linear. Dann ist ¢ stetig. Wegen ||¢(Z) — ¢(7)|| = ||¢(Z — )| reicht
es, Stetigkeit in 7% = 0 zu zeigen. Fiir ¥ = (x1,...,1,) € R" gilt

@)l =11 z0(EN] <Y lwillloE)] < |7
j=1 j=1

> lo(Ele

Fiir ||Z|| — 0 gilt also ||¢(Z)]| — 0.
(4) Kompositionen von stetigen Funktionen sind stetig. Die Addition + : R” x R" — R”"
und Multiplikation R x R™ — R" sind stetig, des weiteren Skalarprodukt, Matrix-Vektor-

Produkt, Multiplikation von Matrizen, Determinante und Kreuzprodukt im R3?. Auch die
auf den reguldren Matrizen erkldrte Matrixinversion ist stetig (Cramersche Regel!).

Satz: (a) f: D — R™ ist stetig in g € D genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0
so gibt, dass fur alle z € D mit ||z — || < d gilt: || f(x) — f(zo)]] < €.

(b) Sei D offen. f: D — R™ ist stetig genau dann, wenn fiir jede offene Teilmenge @) von
R™ die Menge f~(Q) (das Urbild von Q) offen ist.

Beispiel: Fiir jedes b € R ist die Menge M, := {(z,y) # (0,0) : zy/(z* + y*) < b} eine
offene Teilmenge von R: D := R?\ {(0,0)} ist offen, f : D — R, f(z,y) := zy/(z* + v?),
ist stetig in D, Qp := (—00, b) ist offene Teilmenge von R. Also ist f~1(Q;) = M, nach dem
Satz offen.

19.4 Differenzierbarkeit von Funktionen R D I — R"

t
Sei f: I —R" t— f(t)= f1.( ) eine Funktion, wobei I C R ein Intervall ist.
fn(t)
Definition: Die Funktion f heifit differenzierbar in ty € I, falls es einen Vektor a € R”
gibt mit
0= T

t—to t—1p

In diesem Fall heifit a Ableitung von f in to, geschrieben f’(ty) := a. Ableitungen nach
einem reellen Parameter ¢ schreibt man auch gerne mit Punkt, also f(to).

J heit differenzierbar in I, falls f in jedem ¢, € I differenzierbar ist, und f heifit stetig
differenzierbar in I oder eine C'-Funktion, falls f : I — R™ zusitzlich stetig ist.

42



Bemerkung: Wegen 19.1 ist f differenzierbar in ¢y [bzw. in I] genau dann, wenn jede

Komponentenfunktion f;, j = 1,...,n, differenzierbar in ¢ [bzw. in ] ist. Es gilt dann
‘ fi(to)
f(to) = :
fn(t())

AuBerdem ist f : I — R" stetig genau dann, wenn alle fj I — R, j=1,...,n, stetig
sind.

Beispiele: Sei f: I — R? f(t) = ( zg; ) gegeben durch
(1) z(t) = rcost, y(t) = rsint mit r > 0 und I = [0, 27] (Kreisrand um (0,0) mit Radius
r). Dann gilt 1:( ) = —rsint, y(t) = rcost, und f ist C*.

(2) z(t) = e tcost, y(t) = e tsint mit I = [0,00) (logarithmische Spirale). Dann ist
i(t) = —e'cost—e 'sint
y(t) = —e'sint+e'cost,

und f ist O

19.5 Raumkurven

Definition: Eine Raumkurve ist eine stetig differenzierbare Abbildung v : I — R", wobei
I C R ein Intervall ist.

Meist ist I von der Form [a, b]. Die Menge v(I) C R™ heiBt Spur von ~ oder Bild von .

Sind v, : [ — R" und v : J — R" Kurven, so heifit v, eine Umparametrisierung von
~1, falls es eine stetig differenzierbare und bijektive Abbildung ¢ : I — J gibt, fiir die
¢~ 1 J — I ebenfalls stetig differenzierbar ist und fiir die gilt

1(t) =1(o)), tel

Insbesondere haben v; und v, dieselbe Spur. Die Bemerkung in 19.4 und die Kettenregel
aus HM I zeigen, dass dann auflerdem gilt:

n(t) = 42(0(t)o(t), tel
Ist ¢ monoton wachsend [bzw. fallend], heiit die Umparametrisierung orientierungserhal-

tend [bzw. orientierungsumkehrend].

Eine Kurve v : I — R™ heiit reguldr, falls 4(t) # 0 fiir jedes t € I gilt. Damit ist auch jede
Umparametrisierung reguléar.

Eine Kurve v : [a,b] — R™ heiit geschlossen, falls v(a) = v(b) gilt, und doppelpunktfrei,
falls v : [a,b) — R™ injektiv ist.
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2
Beispiele: (1) Seien 71,7 : [0, 1] — R? gegeben durch v, (t) = ( i ) und Y (t) = ( ; )

ist 7o nicht regular. Insbesondere ist v, keine

0
Umparametrisierung von vy, obwohl 7, und 7, dieselbe Spur haben.

Dann ist v, reguldr. Wegen 44(0) = ( 0

(2) Sei 71 : [-1,1] — R?, n(t) = < ! ) und 7 : [~7/2,57/2] — R2, 35(t) = ( sint

t sint )’
Dann haben v, und 7, dieselbe Spur. 7, ist regular und 7, ist nicht reguléar. v durchlauft
das Bild von 5 dreimal.

19.6 Bogenlinge von Raumkurven: Ist v : [a,b] — R" eine Raumkurve, so ist ihre
Léinge (oder Bogenlinge) gegeben durch

b
L) = [ I3

Bemerkung: (a) L(y) dndert sich nicht unter Umparametrisierung.

(b) Eine regulare Kurve 7 : [a,b] — R™ ldsst sich nach der Bogenldnge s parametrisieren:

t
wit) = [ I3)ldr, ¢ o]
ist streng monoton wachsend und stetig differenzierbar. Die Umkehrabbildung ¢
[0, L(7)] — [a, b] ist also ebenfalls C* und 7 := 7 o ¢ hat die Eigenschaft

-
Hd_Z” =1 firalle s € [0, L(7)].

Diese Parametrisierung heifit auch naturliche Parametrisierung. Haufig behalt man den
Buchstaben v bei und schreibt einfach v(s), Ableitungen nach der Bogenlidnge s werden
iblicherweise mit Strich geschrieben.

Beispiele: Die Abbildungen aus Beispiel 19.4(1) und (2) sind Raumkurven.

(1) Sei v : [0,27] — R?, ~(t) = ( rcost

rsint

. 27
< rsimi ) Hdt:/ rdt = 27nr.
rcost 0

Das ist der Umfang eines Kreises mit Radius r. Die natiirliche Parametrisierung ist wegen

t t
s:/ H”')/(T)HdT:/ rdr = rt
0 0

) o 9 -, _ [ rcos(s/r)
hier gegeben durch 4 : [0, 27r] — R?, 3(s) = ( rsin(s/r) )

). Dann gilt (vgl. 19.4):
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—t
(2) Fiir die logarithmische Spirale v : [0,00) — R?, y(t) = ( Z,t(;?sz > berechnen wir

unter der Verwendung der Formel fiir 4(¢) aus Beispiel 19.4(2):

L(y) = / e'\/(cost +sint)2 + (cost —sint)2 dt = \/5/ e tdt = /2.
0 0

Hier gilt fiir ¢ > 0O:

5= /Ot 15(7)|| dr = \/é/ot e Tdr =V2(1—et).

Auflésung nach t ergibt

Die natiirliche Parametrisierung ist hier also

V2—s V2

cos In %=

7:0,V2) = R? A(s)=| %2, V& .
52 sinln 2=

19.7 Richtungsableitungen

Sei D C R" offen und f: D — R™ eine Funktion.

Definition: f heifit in 2° € D in Richtung v € R™\ {0} differenzierbar, falls der Limes
0 (0

% t—0 t

in R™ existiert. 2 (2°) heift Richtungsableitung von f in 2° in Richtung v.

Bemerkung: Da D offen ist, gibt es § > 0 mit 2° + tv € D fiir t € (=4,6). Setzt man
g(t) = f(a® +tv), [t| < 4, so ist 2L (2%) = (0) (vgl 19.4).

19.8 Partielle Ableitungen

In der Situation von 19.7 heiflen Richtungsableitungen von f in Richtung der Einheitsvek-
toren ey, ..., e, partielle Ableitungen von f, dh

9 oy OF

al’k o 8ek
fir k =1,...,m. Man schreibt oft auch nur f,, (x°).
Beispiele: (1) D = {(z,y,2) € R* : z > 0} ist offen. Sei f : D — R, f(z,y,2) =

e P cosy + In z. In jedem Punkt existieren alle partiellen Ableitungen, und es gilt

of of of 1

— = —e “cosy, —— =—e Tsiny, — =-.
Ox

dy 0z =z

(%) partielle Ableitung von f nach xj, im Punkt x°
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Hier wurde jeweils in der Notation das Argument (x,y, z) unterdriickt!

. i (I ?J) # (0 0)
2) Sei R — R, f(x, = { eys AT T
2) St ] ) 0" (e) = (0.0)
tungsableitungen im Punkt (0,0). Sei v = (§,n7) € R*\ {(0,0)} eine Richtung. Es gilt

fiir t #£ 0:
f((0,0) + (&, m) = f(0,0) _ f{t&,tn) 1 &n

Wir betrachten Rich-

t Tt ey
Der Limes fiir ¢ — 0 existiert in R genau dann, wenn £n = 0 ist, dh genau dann, wenn
& =0 oder n = 0 ist. Also existiert %(O, 0) genau dann, wenn v ein Vielfaches von e; oder
ein Vielfaches von e, ist.
ala|'/2|y[*/2
(3) Sei f : R? — R, f(z,y) = @24y (@,y) #(0,0) . Wir betrachten Rich-
0 , (z,y) = (0,0)
tungsableitungen im Punkt (0,0). Fiir (§,7) # (0,0) gilt hier

f((0,0) +t(&,m)) — f(0,0) _ f(t&,tn) _ €[]l

t t 3 €242
und wir erhalten fir ¢ — 0:
a&mn) £2+n?

fiir jede Richtung (£,7n) # (0,0).
Ubung: Existiert in 2° die Richtungsableitung von f in Richtung v und ist a € R\ {0},

so gilt of of
I(aw) (=) = a%(m())'

19.9 Differenzierbarkeit

Sei D C R" offen und f : D — R™ eine Funktion, sowie 2° € D. Idee der Differenzierbarkeit
in 19.4 (und in HM I) war im Fall n = 1:

f(x) = f(2°) + f'(2°)(z — 2°) fiir z nahe 2°.
Dabei ist f'(zg) € R™ = R™*! dh h +— f'(2°)h ist eine lineare Abbildung R — R™.

Definition: f heifit differenzierbar in z° € D (gelegentlich total differenzierbar in zV), falls
es eine lineare Abbildung A : R” — R™ gibt mit

I1f(x) = f(2°) = Alx — 2]

0
le =] -0 =)

bzw.

I/ (2% + h) — f(%) — Ah|

—0 (h—0).
il
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In diesem Fall ist die lineare Abbildung A eindeutig bestimmt und heifit Ableitung von
fin 2°, Bezeichnung: f'(z") := A. Andere Bezeichnungen: D f(z°), J;(z°), Jacobimatriz,
Funktionalmatriz. Es ist A € R™*™,

f heiBt differenzierbar in D, falls f in jedem 2° € D differenzierbar ist.

0

O soist f stetig in 2°.

Satz: (a) Ist f differenzierbar in x
(b) Ist f differenzierbar in 2°, so existieren in 2° alle Richtungsableitungen von f und es
gilt
of
v
Insbesondere gilt dann

(%) = f/(2°)v  fiir alle v € R™\ {0}.

ﬁ(.750) = f'(2°)ex  k-te Spalte von f'(z°),k =1,...,n,

(?xk
und
g—cﬁ(xo) B—Q(wo) %(wo)
of of fs
f’(:co):<% :L'O)>m - on @) @) e ga?)
0wy, j=1k=1 : : :
sha@) o) | o)
Im Fall m = 1 ist also
f@%z(%ﬂﬂ)%ﬁﬁ)”.g%@%>eR“"(%Mm&ww

Ende
Beispiele: (1) Die Funktion f aus Beispiel 19.8(2) ist nicht differenzierbar in (0,0), da in Woche 5
(0,0) nicht alle Richtungsableitungen existieren.
(2) Die Funktion f aus Beispiel 19.8(3) ist nicht differenzierbar in (0,0): Es gilt f,(0,0) =
0= £,(0,0). Wére f differenzierbar in (0, 0), so wire f'(0,0) = (0 0) und somit %(O, 0) =

0. Nach Beispiel 19.8(3) ist aber 5355(0,0) = 1/2 # 0.

z|:1:\1/2y2

(3) Die Funktion f: R* = R, f(z) = { a0 (@) #(0,0) ist in (0,0) differenzier-

0 . (z,y) = (0,0)
bar: Zunachst berechnen wir f,(0,0) = 0 und f,(0,0) = 0. Unser Kandidat fiir A € R'*?
ist also A := (0 0). Nun schétzen wir ab:

IfGey) = 10,00 = A [f.p)] ol O
I (;’) — (8) I 02 42 (22 + y2)3/2 = (22 4 y2)1/2
fir (7) — (3). Somit ist f in (0,0) differenzierbar, und es gilt f(0,0) = (0 0).
(4) Sei f: R™ — R™, f(x) = Bz, wobei B € R™*". Fiir x,h € R" gilt

< |.T’1/2 =0

f(x+h)— f(x) =B(x+h) — Be = Bx + Bh— Bx = Bh.
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Wir wéhlen also A := B in der Definition und erhalten, dass f auf R™ differenzierbar ist
mit f'(z) = B fiir jedes z € R". Insbesondere ist f’ : R"™ — R™*" konstant.

(5) Sei f : R" — R, f(z) = 2T Bz, wobei B € R™™ symmetrisch sei. Dann gilt fiir
x,h € R™

flx+h)— f(x)= (@ +h)T"B+h) — 2" Bx = 2" Bh+ p” By, +h" Bh = 227 Bh + h” Bh.
=27 Bh

Die Abbildung h +— 227 Bh ist linear, und es gilt
|f(z +h) — f(z) — 227 Bh| = |k Bh| < max{|\| : A EW von B} - | Al

(vergleiche Beweis in 16.10: Die Abschétzung ist klar, wenn B eine Diagonalmatrix ist. Ist B
keine Diagonalmatrix, so diagonalisiere B durch eine orthogonale Matrix S, dh D = STBS
bzw. B = SDST. Dann folgt:

\W"Bh| = |h"SDSTh| = |(STh)D(S"Th)| < max{|\| : A EW von D} -||STh|?
= max{|\|: A EW von B} - |A|?

wegen [|STA|l = |[A].)

19.10 Kriterium fiir Differenzierbarkeit, stetige Differenzierbarkeit
Sei D C R" offen und f: D — R™ mit Komponentenfunktionen fi,..., f,, : D — R.

Definition: f heifit in D partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen 37]2 auf D
existieren, und stetig partiell differenzierbar in D, falls die partiellen Ableitungen zusétzlich
auf D stetig sind.

Satz: Sei f auf D partiell differenzierbar und 2° € D. Sind alle partiellen Ableitungen %

0

stetig in 2, so ist f in 2° differenzierbar.

Definition: Eine stetig partiell differenzierbare Funktion f : D — R™ heifit stetig dif-
ferenzierbar, geschrieben f € C'(D,R™).

Beispiel: Fiir die Funktion f aus Beispiel 19.8(2) gilt f, = % und f, =
22 Hy) 208 puf R? \ {(0,0)}. Also ist f € C*(R*\ {(0,0)},R).

(@2+y2)2

19.11 Ableitungen hoherer Ordnung

Sei D C R" offen und f : D — R. Existiert die partielle Ableitung 0f/dxy, so kann
Of /0xy : D — R wieder partiell differenzierbar sein. Man gelangt so gegebenenfalls zu
partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

o of
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Entsprechend werden (falls vorhanden) Ableitungen héherer Ordnung definiert.

; : . 03
Schreibweisen: Toaoy = faay ete.

Definition: Sei £ € N. f : D — R heiflt k-mal stetig (partiell) differenzierbar, falls alle
partiellen Ableitungen von f der Ordnung < k auf D existieren und dort stetig sind.
Bezeichnung in diesem Fall: f € C*(D,R).

f: D — R* heiit k-mal stetig differenzierbar, f € C*(D,R™), falls fiir alle Komponenten-
funktionen f;, j =1,...,m gilt: f; € C*(D,R).

Satz von Schwarz: Ist k¥ € N und f € C*(D,R), so sind partielle Ableitungen einer
Ordnung < k unabhangig von der Reihenfolge der Differentiationen.

Beispiel: Fiir die Funktion f aus Beispiel 19.8(2) existieren partielle Ableitungen beliebiger
Ordnung in R?\ {(0,0)}. Also ist f € C*(R?\ {(0,0)},R) fiir jedes k € N. Man schreibt
dafiir auch f € C>°(R?\ {(0,0)},R).

19.12 Der Gradient

Ist D C R” offen und f : D — R partiell differenzierbar in D, so ist der Gradient von f in
2% € D der Vektor der partiellen Ableitungen in 2°, also
o)
0
L (x
s | B

2L ()

Oxn

Man schreibt statt grad f(z") auch V f(z°?) (“Nabla f”), wobei der Vektor

0
o1

dxa

0
Ozn

als Differentialoperator verstanden wird, der auf die reellwertige Funktion f wirkt und
daraus die vektorwertige Funktion Vf : D — R"™ macht.

Bemerkung (Zusammenhang mit der Ableitung): Ist f : D — R" in D differenzier-
bar, so gilt fiir 2° € D:
grad f(2°) = f/(2°)7 € R™! = R"

(beachte f'(z%) € R™*™).

Satz: Sei f: D — R in 2° € D differenzierbar und grad f(z°) # 0. Dann gilt fiir jeden
Vektor v € R™ mit [jv] = 1:

Jgrad faO)] < 2 (0) < Jlsrad 70|

49



Dabei gilt Gleichheit rechts genau dann, wenn v = grad f(z°)/||grad f(z°)] ist (dh “der
Gradient zeigt in Richtung des stiarksten Anstiegs von f”).

AuBerdem steht grad f(z°) senkrecht auf der Niveaulinie {x € R™ : f(z) = f(2°)}.
Beweis: Es ist

of

B (z) 129 f'(@%)v = (grad f(2°))"v = (grad f(z°)) - v.

Nun verwendet man die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

19.13 Kettenregel

Sei D C R” offen und f : D — R™ differenzierbar in 2° € D. Sei G C R™ offen mit
f(D) C G, und sei g : G — RP differenzierbar in y° := f(2°). Dann ist go f : D — R?
differenzierbar in 2%, und es gilt:

(gof)(a’) =g (f(z")) f'(z")

ERan eRpXm eRan

(“aulere Ableitung mal innere Ableitung”).

Beispiele: (1) Sei F': R® — R differenzierbar und ¢ : I — R" differenzierbar, wobei I C R
ein Intervall ist. Dann ist F o ¢ : I — R, t — F(¢(t)) differenzierbar, und es gilt

—~ OF
(Fog)(t)= ) 7-(6()g;(t), tel,
j=1 9
wobei ¢1,¢9,...,¢0, : I — R die Komponentenfunktionen von ¢ sind. Ist n = 3 und
()
schreibt man F(x,y, z), ¢(t) = | y(t) | und F(t) = F(z(t),y(t), 2(t)), so gilt

dF _OFds  OFdy  OFd:
dt Oz dt Oydt Ozdt

(2) Sei f : R™ — R differenzierbar und B € R™™, sowie I' : R™ — R, F(x) := f(Bz).
Dann gilt

VF(z) = F'(z)" = (f(Bx)B)" = B (f'(Bx))" = B_ (V/[)(Bx).
€R™ S

19.14 Der Umkehrsatz

20



Sei D C R" offen, f € CY(D,R"), 2° € D und f'(z°) € R™*" regular. Dann gibt es offene
Mengen U und V mit 2° € U C D, 3° := f(2°) € V derart, dass f : U — V bijektiv ist
und die Umkehrabbildung f~!: V — U stetig differenzierbar ist mit

W = (FUw)) s vev.

Bemerkung: Die Eigenschaft reguldr ersetzt hier fiir n > 1 die Bedingung f'(zq) # 0, die
im Fall n = 1 vorausgesetzt werden muss.

ACHTUNG: Der Satz besagt nur, dass es lokal eine Umkehrfunktion zu f gibt. Auf ganz
D muss dies nicht gelten!

T COS

Beispiel: Sei D := (0,00) x R C R? und f(r,p) := < rsin o

f € CY(D,R?), sowie

p [ cosp —rsing
f(n(ﬂ)—(smgp rcos ), r>0,0cR.

). Dann ist D offen und

Wegen det f'(r, ) = r > 0ist f'(r, ¢) fiir alle (1, ¢) € D regulér, und nach dem Umkehrsatz
ist f lokal bijektiv.

Andererseits ist f(r, o) = f(r, ¢+ 2n) fiir alle (r, ) € D, dh f: D — R? ist nicht injektiv.
Esist f(D) =R\ {(0,0)}, aber f: D — R?\ {(0,0)} ist nicht bijektiv.

19.15 Der Satz iiber implizit definierte Funktionen

Motivation: Die Gleichung y — z? = 0 lasst sich eindeutig nach y auflésen durch y = 2.
Die Auflosung von x — 3? = 0 nach y ist hingegen global nicht mehr moglich.

Fiir gegebene (g, y0) mit 2o — y2 = 0 und yo > 0 bzw. yo < 0 ist diese Auflosung lokal
noch moglich (durch y = /z bzw. y = —/z fiir (z,y) nahe (xg,yo)). Jedoch ist in keiner
Umgebung von (z, o) = (0,0) eine Auflésung durch eine Funktion moglich.

Satz: Sein > m, p:=n—m, D C R"” offen und f : D — R™ stetig differenzierbar mit
Komponentenfunktionen fi, fo,..., f,n : D — R. Wir schreiben die Variablen in R" als
(z,y) mit € R? und y € R™, sowie

2] 0 2] 0
a(ey) o g y) | i ry) o i (ny)
f(x,y) = : : : : e R™™,
Ofm Ofm Ofm Ofm
Ge(ry) o Pm(ry) | Fe(ry) . gm(ny)

wobei wir den linken Block als 2 (z,y) € R™*? und den rechten Block als g—z(x, y) € Rmxm
bezeichnen.

Ist (2°,4°) € D mit f(z°¢°) = 0 und g—i(azo,yo) reguldr (dh det g—g(xo,yo) # 0), so gibt
es offene Umgebungen U von 2% und V' von 4/°, sowie eine stetig differenzierbare Funktion
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g : U — V derart, dass fiir alle z € U und y € V' gilt: det g—i(:c, y) # 0 und

flz,y) =0 <=y =g(),

dh durch die Funktion g : U — V ist (lokal um (xg,¥o)) eine eindeutige Auflésung der
Gleichung f(z,y) = 0 nach y gegeben (bzw. {(z,y) € U x V : f(x,y) = 0} ist Graph der
Funktion g : U — V).

Bemerkung: Ableitungen von g kann man nach der Kettenregel aus

f(z,9(z)) =0, zel,

berechnen: es ist
af af

0= %(I,g(l‘))jLa—y(l‘,g(x))g’(l‘), reU,

also

§@) = ~(SLwoe)) Fw o). aev

Beispiele: (1) f : R? - R, f(z,y) = y — 2% Hier ist g—g(xo,yo) = 1 fiir alle xg, yo mit
f(xo,90) = 0.
(2) f:R? - R, f(x,y) =z — y*. Hier ist g—gj(xo,yo) = —2ypo.

sinh(yz) + (z — z)* — 1
cos*(my) + z — 2% /2

oo 0=(0 1)

Da diese Matrix regulér ist und f(2,0,1) = 0 gilt, ist in einer Umgebung von (2,0, 1) eine

Auflésung des Gleichungssystems f(z,y,z) = (8) nach y und z (jeweils als Funktion von

x) moglich. Dh es gibt Funktionen gy, ¢ : U — R, definiert auf einer offenen Umgebung U
von 2, und eine offenen Umgebung V' C R? von (0, 1) derart, dass fiir alle (z,y,2) € U x V

gilt:
e = g) = (1) = ()
Die Funktion g = (g;) ist dabei C'! mit
g'(m):<§igg>=—(é _12)_12—£<2,o,1)=—<é f)(i):(g)

(4) (siehe 17.3) Seien I,J C R Intervalle und f : I — R, g : J — R stetig, sowie z¢ € I,
Yo € J mit g(yo) # 0. Zur Losung des Anfangswertproblems

(3) Sei f: B® — B2, fla,y,2) = (
Hier gilt

) und (x07y0a20) = (2,0, ]')

Y = f(x)g(y), y(xo) = wo,
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muss man

nach y auflosen. Setzt man

F(z,9) ::/y:/%—/x:f(t)dt

so ist F' € C' und man muss F(z,y) = 0 nach y auflosen. Wegen

oF 1
a—y(%,yo) N 9(vo) #0

ist dies in einer Umgebung von (g, 3p) nach dem Satz moglich.

Als Bonus:

Beweisidee 19.15 = 19.14: Setze F(z,y) =y — f(z). Bs ist 9L (z,y) = —f'(z) regular.
Also kann man y — f(z) = 0 lokal nach x auflésen. Die Auflosung ist f~1.

Beweisidee 19.14 = 19.15: Setze F(z,y) = (f(iy)). Dann ist F'(z%¢4°) =

I, 0

( o of ) (2%, 4°). Wegen det g—g(xo,yo) # 0 ist F'(2°,9°) reguldr. Setze g(z) := zweite
or Oy

Komponente von F~!(z,0). Dann gilt:

v=aa) = (1) = (1)) =0 o e = (§) s =0

y (z

19.16 Der Satz von Taylor
Sei D C R" offen, | € Ny, f € C'*1(D,R) und 2° € D.
Fiir h = (hy, he, ..., h,) € R" schreiben wir

%, ) d "9
h-V = hla_xl"’hanQ +hna—xn—;hja—%,
p 91 of —~ f
. 0y ._ 0y _ , 0y _ 0y .
(h-D)f() = gre@®) + ot b = (2) ;h]axj(w) grad f(a) - h
und
(h-V)? = (ih ) Z e (h- V)2 f(a°) = i b2 (0
](9% (‘3&: oz’ 7 0x;0my,
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Entsprechend definiert man fir £ =1,2,...,1 4+ 1:

(h- V) -:(ih-i)k (h- V) f(a0) == i hjh, - b 't (%)
' — ](%j ’ ’ 2 ]kalef)xj2---8mjk ’

J= J1:J25-Jk=1
Beispiel: Fiir n =2, h = (hy, hy) und f € C*(D,R) hat man also
(h - V)2 f = B3 fow + Taho foy 4 hoha fyo + B3 fyy = 13 faw + 2haho fuy + 3 fyy-
Zur allgemeinen Betrachtung von (h - V)2 f(2") definieren wir die Hesse-Matriz von f in

R i
oz \ T zoxn \ L :( 82f 0>n

8xj8xk o

H: (2% = )
(@) ' . o
filfnan (xo) e fl'nl'n (’TO)
Nach dem Satz von Schwarz ist H;(2°) symmetrisch, wenn f € C*(D,R). Damit ist
(h-V)2f () = b Hy(a")h,
Fir x,y € R™ bezeichne
Slz,yl ={z+tly—=x):te[0,1]}
die Verbindungsstrecke von x und y.

Satz von Taylor: Unter den obigen Voraussetzungen seien x° € D und h € R"™ mit
S[z°,2° + h] € D. Dann gibt es ein & € S[2°, 2° + h] mit

1 1 1 1
F@4h) = @) 45 (h-V) f(2%)4 5 (V) f(2%)+. -+ﬁ(h'V)lf(xo)er(h'V)Hlf(f)-
Bemerkung: (a) Fiir [ = 0 erhélt man einen mehrdimensionalen Mittelwertsatz.
(b) Der Ausdruck

L (B NV (0
Ty (h) = f(a°) +Z%

k=1

heiBt I-tes Taylorpolynom von f in z°. Statt h schreibt man auch z — z°.

(c) Fir I =1, f € C*(D,R) erhalten wir, wenn h € R" mit S[z°, 2° + h] C D:
1
f(2° +h) = f(2") + grad f(z°) - h + §hTHf(§)h
fiir ein £ € S[x° 2% + h] C D. Schreibt man = — 2 statt h, so ist 2¥ + h = .
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Beispiel: Sei f: R? = R, f(z,y) = ¢* 2 und (zg,y0) = (2,0). Dann ist f € C*(R* R)
und f:r = 6yf7 fy = .Ieyf, sowie frx - 62yf7 fmy - ey(f + fy) = (ey + xe?y)f) fyy -
zeV(f + f,) = (ze¥ + 22e®) f. Wir erhalten

f(2,0) =1, f,(2,0) =1, £,(2,0) = 2, f2,(2,0) = 1, £,,,(2,0) = 3, £,,,(2,0) = 6,

und damit ist das zweite Taylorpolynom von f in (2,0) gegeben durch
1
To20)(h1,ho) =1+ 1+ hy + 2hy + éhf + 3h1hg + 303
bzw., wenn man h; = x — 2 und hy = y berticksichtigt, durch

1
1+(x—2)—|—2y+5(3:—2)2+3(9(:—2)y+3y2.

19.17 Lokale Extremstellen
Sei D C R" offen und f: D — R.

Definition: f hat in 2° € D ein lokales Mazimum [bzw. lokales Minimum], falls es ein
§ > 0so gibt, dass K(2°,8) C Dund f(z) < f(2°) [bzw. f(z) > f(2°)] fiir alle x € K(2°,0)
gilt.

Ein lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum.

Satz iiber lokale Extremstellen: Sei 2° € D.

(a) Hat f in 2° ein lokales Extremum und ist f in 2% partiell differenzierbar, so ist
grad f(z") = 0.

(b) Sei f € C*(D,R) und grad f(2°) = 0. Dann gilt:

(i) Ist Hy(2") positiv definit, so hat f in 2° ein lokales Minimum.

1) Ist ") negativ definit, so hat f in z° ein lokales Maximum.

ii) Ist Hy 0 iv defini h in 2° ein lokales Maxi

1) Ist x") Indennit, so hat f in x° keln lokales Extremum, sondern einen Sattelpunki.
"'IHfO'dﬁ' h in 2° kein lokales E d I Sattelpunk

Beispiel fiir einen Sattelpunkt: Sei f : R? — R, f(z,y) = zy. Dann ist grad f(z,y) =
(¥) und grad f(zo,y0) = (8) gilt nur fiir (zo,v) = (0,0). Fir die Hessematrix gilt

H¢(z,y) = ( (1) 0 ) Diese Matrix hat eine negative Determinante und ist daher in-

definit (siehe 16.10). Somit hat f in (0,0) einen Sattelpunkt. Fiir (z,y) im ersten oder
dritten Quadranten ist f(z,y) = zy > 0, fir (z,y) im zweiten oder vierten Quadranten ist

f(z,y) =2y <O.

Bemerkung: Trifft in (b) keiner der Falle (i), (ii) oder (iii) zu, so ist H;(z") (positiv oder
negativ) semidefinit (vgl. 16.10), und es ist keine allgemeine Aussage moglich.
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Nullstellen des Gradienten heiflen auch kritische Punkte.
Im Beweis von (b) verwendet man Bemerkung 19.16(c), dh
f(@®+h) = f(a°) + hTHy(€)h,

und die Tatsache, dass man wegen f € C? ein 6 > 0 so findet, dass H(€) fiir £ € K(a°,6)
dieselben Definitheitseigenschaften wie H;(z°) hat.

Beispiel: D = R?, f(x,y) = 2% — 122y + 8y>. Hier gilt
fo=232"—12y, f, = —12x + 24y>.
Wir formen aquivalent um:

0 322 — 12y = 0 z? =4y yi=y
<~ <~
0) —12x +24y> =0 2 = 22 =

y €{0,1} T { 0\ /2 }
22 = o — y <o) 1)
Wir berechnen die Hessematrix

6x —12
e = )

grad f(z,y) = (

Es ist

—12 0
also ist H¢(0,0) indefinit und f hat in (0,0) kein lokales Extremum sondern einen Sat-

telpunkt. Weiter ist
12 —12
Hy(2,1) = ( —12 48 )

wegen det H¢(2,1) > 0 und 12 > 0 positiv definit (siehe 16.10). Also hat f in (2,1) ein
lokales Minimum.

det H;(0,0) = det ( 0 ~12 ) = —24 <0,

19.18 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen
Sei ) # D C R" offen, f € C'(D,R), p € Nmit p < n und h € C'(D,R?) mit Komponen-
tenfunktionen hq, ho, ..., h, : D — R, sowie S :={x € D : h(z) = 0}.

Man sagt “f hat in 2° € D ein lokales Maximum [Minimum] unter der Nebenbedingung
h = 07, falls x° € S und es ein § > 0 gibt mit K(z° ) € D und f(x) < f(2°) [bzw.
f(x) > f(2%)] fiir alle z € K(2°,0) N S.

Héufig ist S abgeschlossen (siehe 19.2) und beschrdnkt, dh es gibt K € R mit ||z| < K fiir
alle x € S.
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Satz: Ist ) # S C R™ abgeschlossen und beschrankt und f : S — R stetig, so ist f(5)
abgeschlossen und beschrankt und es gibt a,b € S mit

fla) < f(z) < f(b) fiir alle x € S.
(Vergleiche mit 8.14.)

Beispiel: Seien n = 3, p = 2 und D = R?, sowie

x2+y2—2)

flx,y,2) =z +y+z, h(x,y,Z)Z( et

Dann sind f, h stetig differenzierbar auf D und
S={(z,y,2) eR®: 2> +¢y* = 2,0+ 2z =1}.

Die Menge S ist abgeschlossen (fiir eine Folge (zk,yk,2x) in S mit (zg,yg, 2x) —
(70,90, 20) € R gilt (29,90,2) € S) und beschrinkt: Sind (x,y,2) € S, so gilt
22 + 9> = 2 und somit |z| < V2. Alsoist |2| = [I — 2| < 1+ |z] < 1 + /2 und

(2,9, 2)] <4/24 (1+V2)? = K.
Nach dem Satz gibt es 6,56 S mit f(a@) < f(V) < f((;) fiir alle 7 € S.

19.19 Multiplikatorenregel von Lagrange
Seien n, D, n, f, p, h und S wie in 19.18. Setze

L(ZE, )\1, )\2, Ce 7/\p) = f(ZL‘) + )\1h1(1’) + /\th(l') 4+ ...+ /\php(l’)
fir x € D und Ay, Ag,..., A\, € R (L : D x R? — R heiBt Lagrangefunktion).
Satz: Hat f in 2° € D ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung h = 0 und gilt
rg h'(2°) =p [W(2°) hat vollen, dh maximalen, Rang],
——
eRan
so gibt es AY, X3, ..., A) € R (Lagrangemultiplikatoren) mit
grad L(z°, A0, A9, ..., A)) = 0.

Bemerkung: (a) Beachte, dass die Zeilen von &/(z) € RP*"™ gerade
grad hy (z°)7, grad ho(2°)7, ... grad h,(2°)7 sind. Die Voraussetzung an den Rang
von 1/ (2%) bedeutet also, dass grad hy(2?), grad ho(2°),. .., grad h,(z°) linear unabhingig
sind.

(b) Die Bedingung grad L = 0 stellt ein Gleichungssystem mit n + p Gleichungen fiir die

0 ,.0 0

n + p Unbekannten 29,29, ..., 29, A}, A3, ..., A) dar, nédmlich

N 8l’k

p
O_ﬁ(x(])—i_z)\()%(xo)’ ]{;:1,2,...,”
=1



Gleichungen aus 22 =0, k=1,2,...,n) und
oxy,

hi(z°) =0, j=1,2,...,p

(Gleichungen aus % = 0, diese sind gleichbedeutend mit z° € S).

(¢) Zur Bestimmung der Extrema versucht man, dieses Gleichungssystem zu l6sen. Kann

man den Satz anwenden, so findet man die gesuchten Extremstellen unter den Losungen
diese Gleichungssystems. Kann man den Satz nicht anwenden, so ist dies nicht sicher!

Beispiel (Fortsetzung des Beispiels aus 19.18): Wir wissen schon, dass es @, be S gibt mit:
f hat in @ [bzw. in b] ein globales Minimum [bzw. Maximum| unter der Nebenbedingung

h =0.
p [ 2z 2y O
h(l’,y,Z)—( 1 O 1)7

Wir haben
und rgh/(x,y,z) < 2 ist dquivalent zu z = y = 0, was jedoch fir (x,y,z) € S wegen
2% + y? = 2 nicht vorkommt. Also ist

rgh'(z,y,2) =2 fir alle (z,y,2) € S,
und die Voraussetungen des Satzes sind insbesondere in @ und b erfiillt. Hier ist
L(x,y, 2, A\, M) =2 +y+ 2+ M(2® +y° —2) + Aoz + 2 — 1)
und
Ley=1+42\z+ Xy, Ly=14+2\y, L,=1+ Xy, Ly, =2 +9y*° =2, Ly,=2+2— 1.

Man erhilt Ay = —1, \; #0, 2 = 0, z = 1 und y = £v/2 (der genaue Wert von )\, ist nicht
wichtig).

Wegen f(0,4v2,1) = 14+ 2 ist @ = (0,—v/2,1) die Minimal- und b = (0,+/2,1) die
Maximalstelle. Der maximale Wert von f auf S ist f(b) = 1 + /2 und der minimale Wert
von f auf S ist f(@) =1 — /2.

19.20 Rotation, Divergenz, Laplace

Sei ) # D C R™. Eine Funktion f : D — R heifit Skalarfeld (auf D) und eine Funktion
v : D — R" heifit Vektorfeld (auf D).

Bemerkung: Ist f € C! ein Skalarfeld auf D, so ist grad f = V f ein Vektorfeld auf D.

Partielle Ableitungen schreiben wir im folgenden als



Definition: Sei ¥ : D — R" ein C'-Vektorfeld auf D mit Komponentenfunktionen
V1,09, ...,0, : D — R. Dann definiert man die Divergenz von v durch

dive = Vﬁ: 811}1 +82U2+...+8n1)n = Zajl)j

und im Fall n = 3 die Rotation von ¥ durch

Oyv3 — D303
rotv:=V X U := 831}1 - 811)3
811)2 — 821]1

Bemerkung: (a) div ¢ ist ein Skalarfeld und rot ¢ ist ein Vektorfeld.

(b) Vektorfelder mit dive’ = 0 heiBen quellenfrei und Vektorfelder mit rot % = 0 heifen
wirbelfrei.

(c) Fiir C*-Skalarfelder f : D — R definiert man den Laplaceoperator durch

Af =divgrad f ==V - Vf =Y 92f,

=1
und fiir C?-Vektorfelder 7 : D — R” durch
A’Ul
AUQ
AU = )

Av,

Beispiele: (1) Sei v : R — R", ¢(¥) := Z. Dann gilt divJ(Z) = n fir jedes ¥ € R"™. Im
Falle n = 3 gilt rot 7 = 0 auf R3.

—y 0
(2) Sei ¥ : R3 — R #(z,y,2) = x |. Dann ist rotd(z,y,2z) = | 0 | fur alle
0 2

(7,9, 2) € R3.

(3) Sei f: R®™ — R eine C?-Funktion und A € R™*" orthogonal, sowie g := f o A, dh
9(Z) = f(AZ). Dann gilt Ag = (Af) o A:

Wir schreiben hier fiir Dv statt ¢’ fiir die Ableitung eines Vektorfelds v. Es gilt dann
div ¥ = Spur (D%).
Nun haben wir nach der Kettenregel (sieche 19.13):
Ag = div(Vg) =div(AT(Vf)o A)
Spur (D(AT(V f) 0 A)) = Spur (A7 D((V f) o A))
= Spur (AT((D(Vf))o A)A).

29



Nach Satz 16.5(a) ist dies

— Spur (((D(Vf)) 0 A) AAL) = Spur (D(Vf)) 0 A) = (div (Vf)) o A = (Af) o A

AAT
=I

Bedeutung: Ist Jf := fo A, so gilt Af = J7LAJf fiir jede C?-Funktion f : R® — R, dh

A ist invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen.

19.21 Rechenregeln
Produktregeln: Seien f,g: D — R und ¢ : D — R" C*-Funktionen. Dann gilt:

V(fg) = gVf+fVyg
V- (fv) = f(V-9)+(Vf) v
Vx(fi) = f(Vx®)+(V)xT (n=3)
A(fg) = (Af)g+2Vf-Vg+ f(Ag) (f,g€C?).

Zum Nachrechnen wende man die eindimensionale Produktregel aus HM I auf die einzelnen
partiellen Ableitungen an:

9i(¢) = (0;0)¢ + ¢(0;1).

Hintereinanderausfithrung: Sei D C R? Sind f : D — Rund ¢ : D — R? C*
Funktionen, so gilt:

rot (grad f) = 0, dh Vx(Vf)=0
div (rotv) = 0 dh V- (V7)=0
rot (rotv) = V x (V x ¥) = graddivi — Av = V(V - 0) — Av.

Die beiden ersten Regeln folgen aus dem Satz von Schwarz.

19.22 Potentialfelder

Sei ) # D C R™ offen. Ein stetiges Vektorfeld ¢ : D — R™ heifit Potentialfeld (oder
Gradientenfeld, konservatives Feld), falls ein C'-Skalarfeld (ein Potential) f : D — R
existiert mit v = V f auf D.

Bemerkung: (a) Wegen 19.21 ist ein C''-Potentialfeld v : D — R? wirbelfrei in D.

(b) Nach dem Satz von Schwarz gilt fiir ein C'-Potentialfeld ¢ : D — R™ mit Komponenten
V1, Vo, Uy o D — R:

v'(7) =v'(¥)", TeD,

~——

cRnXn

dh fiir alle 7,k =1,...,n ist
Ojvp = Ogv; auf D.
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20 Kurvenintegrale und Integralsatze im R?

20.1 Kurvenintegrale von Skalarfeldern

Definition: Sei D C R" offen und f : D — R stetig. Fiir eine reguldre Kurve v : [a,b] — D

(siche 19.5) setzt man
[ i = [rowpona

(beachte, dass v(t) und 4(t) Vektoren aus R" sind).

Bemerkung: (a) Ist 4 eine orientierungserhaltende Umparametrisierung von ~y (siehe
19.5), so gilt f,y fds= fifds.

(b) Fir f = 1 ist f7 ds die Lange von v (vgl. 19.6). “ds = ||§(¢)|| dt” heifit skalares
Linienelement von 7.

(c) Ist v wie oben und setzt man p : [a,b] — D, p(t) := v(a + b — t), so durchlauft p die
Spur von 7 in umgekehrter Richtung. Diese Kurve wird auch mit —v bezeichnet. Es gilt

dann
/ fds= / f ds.
- v
(d) Sind v; : [aj-1,a;] — D, j = 1,2,...,m, reguldre Kurven mit v;(a;) = 7v;+1(a;), so
bezeichnet man auch v : [ag, am] — D, v(t) := v,(t), falls t € [a;_1, a;], als Kurve. In den
Punkten aq,as, ..., a,_1 muss v nicht differenzierbar sein, dh die rechts- und linksseitigen

Ableitungen in diesen Punkten miissen nicht tibereinstimmen. Man schreibt v = v, + v +

..+ Y und definiert
/ fds:= Z fds.
Y j=1 Vi

(e) Ist v geschlossen, so schreibt man auch
/ fds= 7{ fds.
g g

20.2 Kurvenintegrale von Vektorfeldern

Definition: Sei D C R™ offen und #': D — R" stetig. Fiir eine reguldre Kurve ~ : [a,b] —

D (siehe 19.5) setzt man
b
/17- ds = / (y(t)) - 4(t) dt
¥ a

(beachte, dass y(t) und () Vektoren aus R" sind und dass - das Skalarprodukt im R"
bezeichnet).

“d§ = A(t) dt” heiit vektorielles Linienelement von 7.
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Bemerkung: Mit T'(t) := uiﬁiiu

haben wir “ds = T'(t) ds” (vgl. 20.1) und also

/ﬁ-d§:/(ﬁ-f)ds
v Y

(dazu betrachte man T als Funktion auf der Spur von ~, was jedenfalls geht, wenn -~y
doppelpunktfrei und nicht geschlossen ist; ansonsten muss man v zusammensetzen wie in
Bemerkung 20.1(d)). Die Gleichung bedeutet, dass von dem Vektorfeld ¢ entlang - nur der

Tangentialanteil integriert wird.
/U-d§:—/17~d§,
- g

dh das Kurvenintegral eines Vektorfeldes éndert bei Orientierungsumkehr der Kurve das
Vorzeichen (vgl. aber mit 20.1 Bemerkung (c)).

(2) Ist f: D — R ein C'-Skalarfeld und 7 : [a,b] — D eine Kurve, so gilt

(Tangenteneinheitsvektor an die Kurve v im Punkt ~(t))

Beispiele: (1) Es gilt

/ Vf-d3= f(3(6)) — flx(a)).

Das liegt an

S0 = F60) 40 = (VHGE) -40)
——
(VHAGE)T
und dem Hauptsatz (aus HM I):

fO) - o) = [ Gra@)

(3) Sei 7: R? — R, #(z,y) = (7¥) und () := (°)), t € [0, 2n]. Dann ist 4(t) = ((201)

sint cost
und )
T [(—sint —sint
[oa= [ () () =
. 0 cost cost

Sei ' : R?\ {(0,0)} — R?, wi(x,y) = (4% 4)). Auch hier gilt

27 . .
—sint —sint
/w.§:/ ( o ) ( o )dt:27r.
- 0 cost cost

20.3 Gebiete und einfach zusammenhangende Mengen
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Definition: Eine Teilmenge K C R" heifit konvex, falls fiir je zwei Punkte x,y € K gilt:
Slx,y] € K (S[z,y] ist die Verbindungsstrecke von x und y, siche 19.16).

Beispiele: K(0,1) ist konvex, K(0,1) \ {0} ist nicht konvex.

Definition: Sind z°, z!,..., 2™ € R", so heifit

Sl 2. . 2™ = S0 2 u Szt 2 UL U Sz™ Tt 2™

Streckenzug durch 20, 2, ... 2™,

Ein Streckenzug ist eine Kurve im Sinne von 20.1 Bemerkung (d).

Definition: Eine offene Teilmenge G C R"™ heifit ein Gebiet, falls es zu je zwei Punkten
x,y € G einen Streckenzug S[z%, z',...,2™] C G gibt mit 2° = z und 2™ = y, dh wenn
man je zwei Punkte aus GG durch einen ganz in G liegenden Streckenzug verbinden kann.

Beispiele: Ist G offen und konvex, so ist G ein Gebiet. R™ \ {0} ist ein Gebiet. {(x,y) €
R?: x # 0} ist kein Gebiet.

Definition: Ein Gebiet G heifit einfach zusammenhdngend, wenn es fiir jeden Streckenzug
S[z% 2zt ..., 2™ C G mit 2% = 2™ ein ¢ € G und Kurven o, V1, %, -+, %m : [0,1] — G
gibt mit v;(0) = 27, v;(1) = ¢ und S[yo(t), 71(£),12(t), - . ., Ym(t)] C G fir jedes t € [0, 1].
Dh: Man kann jeden geschlossenen Streckenzug in G' zu einem Punkt zusammenziehen,
bzw. anschaulich: “G' hat keine Locher.”

Beispiele: R? \ {0} ist nicht einfach zusammenhéngend. Konvexe Mengen sind einfach

zusammenhangend.

Gibt es in G einen Punkt ¢ € G mit S|z, ] C G fiir jedes © € G (solche Gebiete heifien
sternférmig), so ist G einfach zusammenhéngend.

20.4 Kurvenintegrale und Potentialfelder

Satz 1: Sei G C R” ein Gebiet und v : G — R™ ein stetiges Vektorfeld. Dann sind
aquivalent:

(i) v ist Potentialfeld in G.
(ii) Fiir je zwei Punkte x,y € G ist fy U+ ds unabhéngig von der Kurve v : [a,b] — G mit

v(a) =z, y(b) =y.
(iii) Fiir jede geschlossene Kurve 7 : [a,b] — G gilt

j{ﬁ~d§:0.
v

Satz 2: Ist G einfach zusammenhingend und ¢ : G — R™ ein C'-Vektorfeld, so ist aufler-
dem aquivalent:
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(iv) Fir alle j,k =1,...,n gilt: 0;v, = Opv; auf G (Vertrdglichkeitsbedingung).

Beispiele: (1) Sei #(z,y) = (;ﬂ’l) auf G := R% @G ist konvex, also einfach zusam-
menhéangend. Hier gilt

O,v1 = 0,(2ry) = 21 = 0,(2° + 1) = D,vy auf R%

Nach Satz 2 ist ¥ ein Potentialfeld auf R2. Berechnung eines Potentials f wie in Beispiel
19.22(2).

(2) Sei W(z,y) = ( 2 ty? ) fir (z,y) € G :=R?\ {0}. Dann ist @ ein C'-Vektorfeld, das
+y7

die Bedingung (iv) erfiillt: Es ist
y J—
O = gy — O

Fiir die Kurve 7 aus Beispiel 20.2(3) gilt aber

/w-dé’:?m
”

Also ist @ nach Satz 1 kein Potentialfeld auf R? \ {(0,0)}. R?\ {(0,0)} ist nicht einfach

zusammenhangend.

Auf z.B. {(z,y) € R?: z > 0} (was konvex, also einfach zusammenhingend ist) ist « aber
ein Potentialfeld und f(z,y) := arctan(y/x) definiert ein Potential.

20.5 Integration iiber Teilmengen im R?

Sei R := [a,b] x [¢,d] C R? ein Rechteck. Man erklirt Integrierbarkeit und Integral fiir
beschrankte Funktionen f : R — R ahnlich wie in 10.1 und 10.2, indem man Zerlegungen
a=x9<11<...<x,=bund c=yy <y <... <y, =>bund die daraus resultierenden
Zerlegungen [r;_1,%;] X [yk—1,y], J = 1,...,n, k = 1,...,m von R betrachtet. Ist f

integrierbar, schreiben wir
J[ f@ay)
R

Satz 1: Sei f: R — R stetig. Dann ist f integrierbar und es gilt

[ senien= [ [sevaa=["[ repia.
R

fiir das Integral.
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Beispiel:

// zyd(z,y) = / </01xydy>dac—/01 [xy;]z:;dx—/olgdx— [%2} —i.

[0,1]x[0,1]

Definition: Ist B C R? beschriankt und f : B — R beschrinkt. Dann heifit f iiber B
integrierbar, falls es ein Rechteck R gibt mit B C R und die Funktion f; : R — R,

folz,y) == { f(‘%’ v) ’Ei’zg zg , integrierbar ist. Man setzt

/fxy (z,y) /foﬂﬁy (z,9).

Satz 2: Ist f: B — R stetig, wobei

B :={(z,y) :x € [a,b],y € [c(z),d(x)]}

und ¢, d : [a,b] — R stetige Funktionen sind, so ist f iiber B integrierbar und

/ f(z,y) d(:c,y)z/j( C(f)f(x,y)dy> de.

Entsprechendes gilt, wenn die Rollen von z und y vertauscht werden, dh fiir Mengen

C={(v,y):y € lc,d],x € [a(y), b(y)]},

wobei a, b : [c,d] — R stetig sind. Es ist dann
d b(y)
/ fla,y)d(a,y) = / ( f(z,y) dfﬁ) dy.
G c a(y)

Beispiele: (1) Sei B := {(z,y) : z,y > 0,2* + y* < 1}. Dann ist

1 pvV1-22 1 1 . 1
//a:d(:p,y):/ / xdyd:p:/ V1 —22dx = [——(1—:102)3/2 ———
o Jo 0 3 o 3

B

(2) Sei B :={(x,y) : y > 0,2? + y* < 1}. Dann ist

//d(a:,y):/_ll(/Omdy)dx:/imdx:%
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der Flacheninhalt von B.

Bemerkung: (a) In Satz 2 ist B abgeschlossen. Integriert man nur iiber die offene
Menge
inn (B) :=={(z,y) ra <z <bc(r) <y<d(x)},

(das Innere von B), so dndert sich das Integral nicht (f ist aber als stetig auf B vorausge-
setzt!).

(b) Lésst sich eine abgeschlossene Menge A schreiben als A = U;.lzl A;, wobei jedes A; von
der Form B oder C ist und inn (A;),inn (As),...,inn (A,) paarweise disjunkt sind, so gilt
fiir stetiges f: A — R:

l/f(:v,y) d(z,y) = JZ://Aj Fz,y) d(z,y).

(¢) Wir werden im folgenden iiber Gebiete G C R™ integrieren. Die Funktionen f werden
stetig sein auf G := G U JG, wobei G (der Rand von G) die Menge aller Randpunkte von
G ist, dh die Menge aller ¥ € G mit K(Z,¢) NG # 0 und K(Z,e) N (R™\ G) # 0 (“in jeder
Umgebung von 7 liegen Punkte aus G und Punkte aus R\ G”).

Beispiel: Fiir G = inn (B) von oben gilt

0G ={(z,y) : x € [a,b],y € {c(z),d(x)}}{(a,y) : y € [c(a),d(a)]}U{(b,y) : y € [c(b), d(D)]}.

20.6 Gauf3scher Integralsatz im R?

Sei G C R? ein Gebiet so, dass sich Bemerkung 20.5(b) auf G anwenden lisst. Der Rand
O0G von G bestehe aus endlich vielen regulédren Kurven vy, ..., vy, dh v := v 4+. ..+, (im
Sinne von Bemerkung 20.1(d)) ist doppelpunktfrei und hat 0G als Spur. Die Orientierung
von 7 sei so, dass G “links von ~ liegt”. In dieser Situation schreibt man statt fv suggestiv

auch faa'

Satz: Sei D C R? offen mit G C D und 7 = (*!) € C'(D,R?). Dann gilt:

v2

fggﬁ' 45 = / / (Or0s(,y) = Doon (2, ) dlz, ).
G

Bemerkung: Manchmal wird auch §, ., vi(z,y) dz+vy(x,y) dy statt ¢, U- d3 geschrieben.

Wir betrachten den Fall eines offenen Rechtecks G = (0,b) x (0, d) und parametrisieren die
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vier Seiten jeweils durch die Bogenlange. Dann ist

b d b d
]{ v-ds = / v1(z,0) dz +/ va(b,y) dy —/ vi(z,d) dx —/ v2(0,y) dy
oG 0 0 0 0

d b
— [ by - w0 dy - [ ned) - @0 do
0 0

/
~~ ~~

:fé’ Ova(z,y) dz :fod Bov1(z,y) dy

= [ (owstw0) - Bos(w.) )
G

20.7 Stokesscher Integralsatz im R?

Seien G, 0G, D und ¢ wie in 20.6. Die rechte Seite im Satz lasst sich schreiben als

é/(vX s )-ggd(x,y).

Bemerkung: Hier kann in der dritten Komponente statt 0 auch eine beliebige Funktion
v3 € C'(D,R) stehen.

20.8 Divergenzsatz im R?

Seien GG, 0G, D wie in 20.6 und sei w = (5;) € CY(D,R?). Der Rand JG sei parametrisiert
durch (s) = (zgg), 0 < s < L (dh also bzgl. der Bogenlinge). Dann ist 7'(s) = T(s) =
(;:Ez)) und || T(s)|| = 1. Setzt man N(s) := (_3’;2)), so ist N(s), T(s) ein Rechtssytem in
R2. Da G “links von ~” liegt, ist N (s) senkrecht auf 0G und nach auflen gerichtet (dufSere
FEinheitsnormale).

Setzt man v := (*w“f), so erhélt man aus 20.6:

éGw-J\?ds—//(V-u?)d(x,y).

Wegen vy = —wsy und vy = wy ist namlich
G-ds=7-Tds=w-Nds
und 811}2 — 821)1 == alwl + 82w2.

Bemerkung: In faGu_)' . Nds wird der Anteil des Vektorfeldes @ in duBerer Normalen-
richtung aufintegriert. Das Integral ist also der Fluss des Vektorfeldes durch 0G (aus G
heraus). Die Divergenz V - 4 ist ein Maf} fiir die Quelldichte des Vektorfeldes.
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Insbesondere gilt: Ist @ quellenfrei in D (dh V - @ = 0 in D), so ist §,, @ - Nds = 0 fiir

alle G wie in 20.6 mit G C D (und umgekehrt). End
nde

Beispiel: Sei 7 > 0 und G := {(,y) : 2% + 3> < r?}. Wir parametrisieren 0G = {(z,y) : Woche 8
2?+y* = r?} durch y(t) == (1)), t € [0, 27]. Anhand einer Skizze ist klar, dass N (y(t)) =

rsint

(S°1) bzw. N(z,y) = (Z;\/—”zzizz) fir (z,y) € 0G.

[ Parametrisieren wir nach der Bogenlinge, so ist Y(s) = (::Z?If((j;:;), s € [0,27r], und
F'(s) = T(s) = (L), sowie N(s) = (527) |-

Das Vektorfeld sei gegeben durch w(z,y) = (;Z’) Dann gilt @ € C'(R? R) und

j{zﬁﬁds://dexy //y—|—2 (x,y)
oG

Vr2—z?
= // y+2)dydx:4/ Vr2 —x2dx.

T‘Q—IZ

Wir substituieren z = r§, de = r d§ und erhalten

1
7{ w-ﬁd3:4r2/ V1 —E2dé = 2mr.
oG -1

20.9 Greensche Formeln
Seien G, G, D wie vorher und f € C?(D,R), g € C'(D,R). Dann gilt die 1. Greensche

Formel:
]{ g—ds—// gAf+Vg- Vf) d(z,y).

Zum Beweis sei @ := gV f in 20.8. Man beachte gV f - N = g— und
V- =V-(gVf)=Vg-Vf+g(V-Vf)=Vg-Vf+g(Af)

(Produktregel aus 19.21).
Sind f,g € C*(D,R), so gilt die 2. Greensche Formel:

(o510 )as —// gAT — JAg) d(z.).

Zum Beweis subtrahiere von der 1. Greenschen Formel die Formel, in der die Rollen von f
und ¢ vertauscht sind.
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Beispiel: (1) Seien G, 0G, D wie in 20.6 und u € C*(D,R) mit Au =0 in G und u = 0
auf 0G. Mit f = g = u in der ersten Greenschen Formel erhalt man

/ Vu-Vud(z,y) =0.

Da Vu - Vu = [|[Vu|? > 0 stetig in G ist, folgt ||Vu(x,y)|| = 0 fiir alle (z,y) € G und
weiter Vu(z,y) = 0 fir alle (z,y) € G.

Mit der folgenden Bemerkung erhélt man, dass u auf G konstant ist. Da u stetig ist, ist u
auch auf G konstant. Da nach Voraussetzung aber u = 0 auf G C G ist, folgt u = 0 auf
G.

Bemerkung: Ist G ein Gebiet und u € C'(G,R) mit Vu = 0 in G, so ist u auf G konstant.

Begriindung: Zu je zwei Punkten Z,i € G findet man eine Kurve v : [0,1] — G mit
7(0) = Z und ¥(1) = y. Nach Beispiel 20.2(2) ist

u(@) — u(@) = u(7(1) - / Vf.ds=0,

Hat man ein u € C'(D,R) mit Au = 0 in G und % = 0 auf 0G, so folgt genauso, dass u
auf G konstant ist, aber z.B. u = 1 ist auch eine Losung.

Beispiel: (2) Seien u, o € C*(D,R) mit ¢(z,y) = 0
Vo(z,y) = 0 fiir alle (z,y) € G somit ¢ = 0 u nd ¢
Greenschen Formel erhalten wir

[ @iy = [[uap ey

(vergleiche partielle Integration).

fir alle (z,y) ¢ G. Dann ist auch
= 0 auf 0G. Aus der zweiten

21@’

20.10 Bemerkung: Die Sitze in 20.6-20.8 gelten auch, wenn statt C! auf D nur voraus-
gesetzt wird:

Das Vektorfeld ¢ (bzw. w) ist auf G stetig differenzierbar und die Komponentenfunktionen
sowie ihre partiellen Ableitungen lassen sich stetig auf G fortsetzen. Man schreibt dafiir:

7,0 € CHQ).
Entsprechend wird definiert: f € C?(G,R), falls f € 02(_G,R) ist und sich f und alle

partiellen Ableitungen der Ordnung hochstens 2 stetig auf G fortsetzen lassen.
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21 Oberflachenintegrale und Integralsitze im R’

Wir beschiftigen uns zunichst mit Volumenintegralen im R3 bzw. gleich allgemein mit
Integralen im R™ (vgl. mit 20.5).

21.1 Integrale iiber Teilmengen von R"

Sei @ := [a1,b1] X [ag,ba] X ... X [an,b,] ein Quader im R™ und f : @ — R beschrénkt.
Man erklart Integrierbarkeit von f und das Integral von f diber () d&hnlich wie in 10.1 und
10.2 (HM I). Dabei muss man jedes der Intervalle [a;,b;], 7 = 1,2, ..., n, zerlegen:

aj = 2j0 < 2j1 < oo < Zm() = by,

und Supremum und Infimum von f auf den “kleinen” Quadern

[1lzik6)-1 k)]

j=1
betrachten (hierbei ist k(j) € {1,2,...,m(j)} fir jedes j = 1,2,...,n).
Ist f iber () integrierbar, schreibt man

/ flzy,xe, .. xy) d(xy, 29, ... 2p)
Q

fiir das Integral und im Falle n = 3 auch
] re.2dwp.2)
Q

Satz: Ist () wie oben und f : Q — R stetig, so ist f liber () integrierbar und

/Qf(xl,...,xn)d(xl,...,xn):/:1(...( ainf(xl,...,xn)dxn>...>dx1,

wobei die einzelnen Integrationen rechts in beliebiger Reihenfolge ausgefiihrt werden
konnen.

Bemerkung: Sei B C R" beschrankt. Die Definition in 20.5 fiir Integrierbarkeit und
Integral beschrankter Funktionen f : B — R gilt entsprechend (es ist nur “Rechteck R”
durch “Quader )" zu ersetzen; Integrierbarkeit und Integral sind unabhangig von dem

Quader @ mit B C Q).

Der folgende Satz gilt analog auch in hoheren Dimensionen.
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21.2 Integration iiber projizierbare Teilmengen von R?

Sei B C R? von der folgenden Form:
B ={(r,y,2) € R*: (2,9) € By, g(z,y) < 2 < h(z,y)},
wobei g, h : By — R stetig mit g < h und
By ={(z,y) €R* 12 € [a,], u(2) <y < v(x)}

mit u, v : [a,b] — R stetig.
Ist dann f : B — R stetig, so ist f iiber B integrierbar und es gilt

// flx,y,2)d(x,y, 2) = /ab (/u::) (/g:::)y) flx,y,2) dz) dy> dx.

Bemerkung: (a) Die Rollen von z,y, z konnen vertauscht werden (vergleiche Satz 2 in
20.5).

(b) Fiir f =1 erhélt man das Volumen vol(B) von B.
Beispiele: (1) Sei r > 0 und
B={(z,y,2): 2 +y* +2* <r’}
(Kugel um 0 mit Radius r . Mit a = —7“ b=r, ux) = —r2—a2 v(xr) = Vr? — 22

—/12 — (22 4+ y?), h(z,y) — (22 + y?) erhalten wir

Vr2—z? x2+y VrZ—zZ
/// d(x,y,z):/ / / dzdydmz/ / 2y/1%2 — (22 + y?) dy dx.
—rJ V222 r2— (z2+y —rJ —/r2—z2
B

Wir substituieren im inneren Integral y = /72 — 227, dy = v/r? — 22 dn und erhalten

/ 212 — (22 +192) dy = 2(r* — 2? / V1—n2dn = n(r* — 2?).
P2
Somit ist : , .
vol(B) = w/ R [ St )
B 3.7 3
(2) Sei

B:={(z,y,2): 0<a* +¢y* <z < 1}.

Wir berechnen

2

/B//ld(:c,y,z)Z/Ol(/_\/;</_;1dy>dx>dz:/01< // Ld(a.9)) dz

{(y):a?+y?<z}
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Das innere Integral ist der Flacheninhalt eines Kreises mit Radius /z. Dieser Kreis ist der
Schnitt durch B mit festgehaltener z-Komponente. Wir erhalten somit

///1d(m,y,z) :/Olﬂzdz:g

Bemerkung (Prinzip von Cavalieri): Fiir B C R?® der Form

B ={(t,,2): 2 € [a,b], (x,y) € B(2)}

/B//d(a:,y,z):/ab/B(z)dx

Hierbei ist B(z) der Schnitt durch B mit festgehaltener z-Komponente.

gilt allgemein

Bemerkung: Wir werden im folgenden iiber beschrinkte Mengen im R? integrieren, die
sich &hnlich wie in Bemerkung 20.5(2) in endlich viele Gebiete der Form B (mit eventuell
vertauschten Rollen der Koordinaten) zerlegen lassen. Wir nennen solche Mengen Integra-
tionsbereiche.

21.3 Transformationsformel

Sei B C R™ beschrankt und abgeschlossen (meist ist n = 2 oder n = 3 und B ein Integra-
tionsbereich) und U D B ein Gebiet. Sei ® : U — R™ injektiv mit det &’ # 0 auf U, sowie
A:=®(B) und f: A — R beschrinkt.

Bemerkung: Nach 19.14 ist dann auch V := ®(U) offen und @ : U — V bijektiv und in
beiden Richtungen stetig differenzierbar. Da U ein Gebiet und det ®' : U — R stetig ist,
gilt auBlerdem det @' > 0 auf U oder det &’ < 0 auf U.

Satz: Es ist f integrierbar iiber A genau dann, wenn f o ®|det ®'(-)| tiber B integrierbar

ist. In diesem Falle gilt
[ 1@de= [ r@)ien @l an

Im einfachsten Fall ist ®(x) = Cz + b, wobei C' € R™™ regulér ist und b € R™. Nach der
“Interpretation” in 15.9 muss das Volumen eines Quaders () C B beim Abbilden mit &
gerade mit |det (C')| multipliziert werden. Das ist die Kernidee hinter der Transformations-
formel.

21.4 Polarkoordinaten im R?

Fiir (z,y) € R? setze r := ||(z,y)| = /22 + y2. Dann findet man Winkel ¢ mit 2 = r cos ¢,
Yy =rsinp.
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221y, 7 I——— (my)

T COS &

Fir ®(r, ) := (152%) gilt

rsin g

(r, o) = < cos@ —Tsine ) ,

siny rcosy

also det ®'(r, p) = r.

Damit ® injektiv ist, nehme man etwa U = (0,00) X (¢1,P2) mit 0 < ¢ < @y < 27 und
Do — P1 < 2m. Sind @1 < @1 < o < Yo, B :=[Ry, Ra] X [p1, 2] und A := &(B), so gilt fiir
stetiges f: A — R:

/fxy (z,y) /frcosgp,rsmgprdrgp / / f(rcos g, rsinp)rdrde.

Zusatz: Diese Formel gilt auch fiir ¢; = 0 und ¢, = 27, sowie fiir Ry = 0.

Beispiele: (1) A= {(z,y) e R? : y > 0,1 < 2*+y* < 4}. Hierist Ry =1, Ry = 2, ¢, = 0,
g =, also B = [1,2] x [0, 7]. Es gilt also fir f(x,y) = yy/2? + y*:

™ 2
//y\/x2+y2d(x,y)://rsiruprrd(r,@):/ / 3 sin o dr dp
; s 0o Ji
T 2 2 15
= [ sinpdp. [ Par=2.]-] =2
/Osmcp © /17" r [4]1 5
(2) Sei M = {(z,y,2) e R®: 22 +¢y* <4 — 2,2 € [0,4]} und A := {(z,y) : 2* +y* < 4},
Dann gilt
ac-l—y
///ldm Y,z // / 1dz>d(x Y)
2w
= // (22 + ) d(z,y) / / — 1) drdp = 8.
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(3) Wir berechnen das Integral [ e~ dx (das war in HM I nicht méglich). Dazu sei R > 0

und
Kp:={(z,y) 2,y > 0,2 +y* < R’}, Qr:=[0,R] x [0, R

und p := V2R, sowie f(z,y) := e~ @) auf R,

Dann gil
B [ t@vden < [[ senie < [[ ey,
5 Qx o
/ F.y) d(z.y) // —y? xy):(/ORe—dexYa
/ ), ) /Wi/ e g0t

/ Flag)diy) = T - ) = T ),

und genauso

Wir lassen nun R — oo und erhalten

/ e dy = g, / e dr = N
0

—00

21.5 Zylinderkoordinaten im R?

T COS
Hier ist ®(r,p,2) = | rsing |, alsox =rcosp, y =rsing und z = z.
z

(z,9,2)
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Es gilt
cosip —rsing 0

O'(r,p,z)= | sinp rcose 0 |,
0 0 1
also det @'(r, p, z) = r. Fiir A, B C R® wie in 21.3 und stetiges f : A — R gilt somit:

// et = [ ezt

Der Zusatz aus 21.4 gilt sinngemafl auch hier.

Beispiel: A = {(z,y,2) : 2*4+y* < 1,0 <y < z,z € [0,1]}, also B = [0, 1] x [0, /4] x [0, 1].
Dann ist fur f(z,y,2) = 2% +y* + y2:

///@2 +y? +y2)d(e,y,2) = ///(r2 + zrsin@)rd(r, , 2)
A B

1 pr/a 1
= // /(r2+zrsin¢)rdzdgpdr
o Jo 0
1 71'/4 22 =1
— // zr3+—7"251n<p] dodr
= // 'r’—l——snupdgodr

T T s e = T L (Y2
_/0 r+2[ cos ©lg dr—16+6<1 >

N

21.6 Kugelkoordinaten im R?
Man schreibt r = ||(x,y, 2)|| = (22 + y? + 2%)"/? und

x 7 COS  COS U
y | =®(r,p,9) = rsinpcos?d |,
z rsin

wobei r > 0, ¢ € [0,27] und ¥ € [—7/2,7/2].
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Es ist
cospcosty —rsinpcosty —rcospsind
' (r,p,9) = | sinpcos?d rcospcosy —rsingsindg |,
sin 0 r cosv

also det ®'(r, , ) = r? cos V.
Sind A und B wie in 21.3, also A = ®(B), und ist f : A — R stetig, so gilt:

// flz,y, 2)d(z,y, 2) :// f(rcos @ cosd, rsinpcosd, rsind)r?cosd d(r, p, ).
A B

Der Zusatz in 21.4 gilt entsprechend.

Beispiel: Sei A = {(z,y,2) : 22 +y*+ 22 < 1,2,9,2 > 0}. Dann ist B = [0, 1] x [0, 7/2] x

0, 7/2], und fir f(z,y,2) = /22 +y? + 22 gllt
///x\/x2+y2+22d(x,y,z) = ///rcosgpcosﬁ~r~7’2cosq9d(r,g0,19)
A

71'/2 /2
= / / / r* cos ¢ cos® ¥ dr dp d)
= / rhdr- / cosdp - /0 cos 19d19—2—0.

S\ J/

-~

~
=1 =r/4

21.7 Flachendarstellungen im R?
Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Flachen im R? darzustellen.
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Explizite Darstellung: z = f(z,y), z.B. z = £4/1 — 22 — 2, genauer

F = D (x,y) €Uy,
{ f(g,y) e }

wobei U C R? Gebiet und f € C(U,R).

Implizite Darstellung: F(z,y,z) =0, z.B. 2% + y?> + 22 — 1 = 0, genauer

T

3":{ Z ED:F(x,y,z):O},

wobei D C R? Gebiet und F' € C*(D,R). Hierbei sei VE(z,y,z) # 0 fiir (z,y,2) € 7.

Parameterdarstellung: Beispiel

cos p cos ¥
3’“:{ sin ¢ cos ¥ :g06(0,27r),19€(—7r/2,7r/2)},
sin

allgemein

F={g(u,v) : (u,v) € U},
wobei U C R? Gebiet und g € C*(U, R?) injektiv ist mit rg §'(u, v) = 2 fiir alle (u,v) € U.
Ein solches J heifit regulires Flichenstiick im R3 und § heiBt requlire Parametrisierung
von J.

Bemerkung: Durch F(x,y,2) = z — f(x,y) kommt man von einer expliziten zu einer im-
pliziten Darstellung. Die explizite Darstellung ist ein Spezialfall der Parameterdarstellung.

Normaleneinheitsvektor: Ist J ein regulires Fliachenstiick im R3, so gibt es in jedem
Punkt auf der Flache genau zwei Vektoren, die auf der Flache senkrecht stehen und die
Lange 1 haben. Sie sind entgegengesetzt gerichtet und heiflen Normaleneinheitsvektor. Die
Entscheidung fiir einen der beiden legt die Orientierung des Flachenstiicks fest.

Héaufig wird verlangt, dass N “nach auBien” zeigt, was aber voraussetzt, dass es tiberhaupt
“innen” und “auflen” gibt. Das ist im allgemeinen nicht der Fall.

Im folgenden betrachten wir N als Abbildung F — R3.

In Parameterdarstellung ist

SR 8u§(uvv> X avg(u’v>
N 'u/7,U - :l: g q ’
(g(u, v)) |0ug(u, v) x 0,g(u,v)||

(u,v) € U.
Wir verwenden, wenn nichts anderes gesagt wird, hier das positive Vorzeichen.
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In impliziter Darstellung F'(x,y, z) = 0 ist der Normaleneinheitsvektor

\7 VF('Tayv’Z)

N(z,y,2) =t—71""" (2,y,2) €F
@92 =Ry )

(beachte, dass man statt F' ebenso —F' verwenden kann). Das liegt daran, dass der Gradient
von F senkrecht auf der Niveauflache steht (vgl. 19.12). (Beachte, dass man statt F' ebenso
—F verwenden kann.)

Fiir die explizite Darstellung z = f(x,y) erhalten wir

. 1 _axf(xv y)
= ;)
N(x,y,f(x,y)) i\/1+(8xf(x,y))2+(3yf(x,y))2 yfl(x7y> I (ZE,y) € U
1 0
(beachte, dass 0, = 0 und 0,g = ).
a'rf ayf

21.8 Oberflachenintegral

Sei U C R? ein Gebiet und § : U — R? eine regulire (insbesondere also injektive)
Parametrisierung eines Flachenstiicks. Dann heifit

do = [|0,g(u,v) X 0yg(u,v)| d(u,v)
skalares Oberflichenelement, und
do = 0,g(u,v) X 0,g(u,v) d(u,v)

heit  wvektorielles Oberflichenelement des durch § parametrisierten reguldren
Flachenstiicks.

Definition: Sei B C U ein Integrationsbereich und ¥ := §(B). Fiir ein stetiges Skalarfeld
f: F — R definiert man das (Oberflichen-)Integral von f diber F durch

[ 1d0i= [[ st@tuo 10.g00.0) x 0,500 ),

F B

und fiir ein stetiges Vektorfeld @ : ¥ — R? setzt man

/ / @ 5= / / (G, 0)) - (D(0.0) x ,G(0.0) ) d(u, ).

Fiir f =1 erhalt man den Fldcheninhalt von J:

@)= [[ do= [ [10.300.0) x 0ugtw. o) o).
F B
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Bemerkung: Die Definitionen sind invariant unter orientierungserhaltenden Parameter-
transformationen.

Bemerkung: Wenn wir das vektorielle Oberflichenelement mit dem skalaren
Oberflachenelement vergleichen und — wie in 21.7 gesagt — fiir N das positive Vorzeichen

nehmen, dh
- Oud(u,v) X 0yg(u,v)

N5 v)) = 5. 5, 0) X Bugu, )]

//w d6://w-]\7do,
F F

das ist der Fluss des Vektorfelds # durch die mittels N orientierte Fliche .

So ist

Beispiel: Wir berechnen den Flacheninhalt einer oberen Halbkugel

xr
F={ y 2 +y? < R?}

/R2_$2_y2

mit Radius R > 0. Wir haben eine explizite Darstellung mit f(x,y) = /R? — 22 — y? und

x —0.f
g(z,y) = Yy .Esist 0, x 0,9 = | —0,f |, wobeli =0, f = x//R?— 2% —y?
fz,y) 1

und =0, f = y//R?* — 2? — y?. Wir setzen B := {(x,y) : * + y* < R%*}. Somit ist
22 y?
AlF) = //\/RQ_CEQ_?J2 Tt d(z,y)
B
2w R
R2
= /o /0 ”—R2—r2 rdrdp

1
1

2n [ e

" 0 pm P

= 27R2[—\/1—p2];:27rR2.

21.9 Der Integralsatz von Stokes im R3

Sei U C R? ein Gebiet und §: U — R3 eine regulire Parametrisierung eines Flichenstiicks
F*:=g(U).

Sei G C U ein Gebiet so, dass G ein Integrationsbereich ist. Der Rand 0G von G bestehe
aus endlich vielen reguldren Kurven ~i,...,79,, dh v := 9 + ... + 79, (im Sinne von
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Bemerkung 20.1(d)) ist doppelpunktfrei und hat OG als Spur. Die Orientierung von ~ sei
so, dass G “links von « liegt” (dh OG ist positiv orientiert).

Sei F := g(G). Dann ist 0F := §(0G) parametrisiert durch go .
Satz: Ist nun V C R3 offen mit ¥ C V und ¢ : V — R3 ein C'-Vektorfeld, so gilt

]{U-ds“:/ (V x 7) - do.
oF e

Nach 20.2 konnen wir die linke Seite auch schreiben als

j'{ 7T ds,
oF

wobei T': F — R3 der Tangenteneinheitsvektor ist, hier gegeben durch

F((1))) = j

g’

und die rechte Seite konnen wir schreiben als

//(Vxﬁ)-ﬁdo.

F
Ende

Alternativ: Ist T’ auf 8F gegeben (und damit die Orientierung von 0F festgelegt), so sei Woche 9

im Punkt P € 9 der Vektor 71 der Vektor der Lange 1, der in der Tangentialebene an
F in P senkrecht auf 7" steht und ins Auflere von F weist. Die Richtung von N ist dann
diejenige von 77 x T

Anders ausgedriickt: Die Orientierung von N auf F ergibt sich aus der Orientierung von
0F im Sinne der “Rechtsschraubenregel”. Man vergleiche hierzu auch die ebene Version
des Stokesschen Integralsatzes in 20.7!

Beispiele: (1) Sei F := {(z,y,2) : 2 + y* + 2> = 1,z > 0}. Dann ist 0F = {(z,y,0) :
2? +y? = 1}. Orientieren wir dF durch T (x,y,0 , so erhalten wir ]\7(37, y,z) =
x
y | fir (z,y,2) € F.
z
Wir wollen

J:://(VXU)-da

F
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berechnen, wobei 7 € C*(R?, R?) sei.
Nach dem Stokesschen Satz ist

—sint

21
J:% U d§:/ U(cost,sint,0) - cost dt.
oF 0 0
—y+z
Fir v(z,y, z) = T+ z erhalten wir
z—x
or [ —sint —sint
J = / cost . cost dt = 2.
0 —cost 0
—1
Hier ist tibrigens V x ¥(z,y, z) = 2
2

(2) Sei G ein Integrationsbereich im R? mit einer aus endlich vielen reguliren Kurven
zusammengesetzten doppelpunktfreien Randkurve. Dann gilt fiir die Fliache A(G) von G:

o=, (7)
-y

(Man bette G in den R? ein und beachte N = & und (V X x > -3 =2.)
0

(3) Anwendung von (2): Seien o, € Rmit 0 < f —a < 27 und r : [a, 5] — R eine
C'-Funktion. Sei G C R? gegeben durch

G = {(rcost,rsint) : t € (a, B),r € (0,7(t))}.

Dann gilt die Leibnizsche Sektorformel:

(Die Integrale tiber die Strecken [(0,0), (r(«) cos a, 7(cx) sin &v))] und
[(0,0), (r(8) cos 3, (5) sin 3)] verschwinden, das Integral tiber v(t) = (r(t) .t € [a,f]

r(t)sint
rechne man aus.)

(4) Beispiel (2) legt nahe, A(F) auch fiir gekriimmte Flichen durch

A(F) = 57({);7- i

81



berechnen zu kénnen, wobei @ ein C'-Vektorfeld mit (V x @) - N = 1 auf ¥ ist. Dann sollte
aber V x ¥ = N auf JF sein und somit insbesondere V - N = 0.

Sei jedoch J die obere Halbkugel mit Radius 1, dann ist V - N = 3. Also findet man hier
kein geeignetes Vektorfeld /!

21.10 Der Divergenzsatz im R?

Sei B C R3 ein beschrankter und abgeschlossener Integrationsbereich und G := B \ OB ein
Gebiet mit 0G = 9B (dann ist G = B). Der Rand 0G lasse sich zerlegen in endlich viele
regulére Flachenstiicke. Die Einheitsnormale N auf 0G sei ins Auflere von G gerichtet.

Satz: Sei V C R? offen mit G C V und ¥ : V — R? ein C'-Vektorfeld. Dann gilt

// V~17d7'://17~]\7d0,
G oG

wobei wir hier dr fiir d(z,y, z) geschrieben haben.

Beispiele: (1) Fiir ¢ € C?(V,R?) gilt

a/G/(Vxﬁ)-dﬁzo,

da ja divrot v = 0 in G. Nach 21.9 ist das nicht verwunderlich, da die Oberflache 0G von
G ja geschlossen ist und selbst keinen (Flachen-)Rand hat.

(2) Fiir f € C2(V) gilt
/C//Adeza/G/Vfdaz4/Vf-ﬁdo=a/!§—]]%do

(3) Greensche Formeln Fiir f,g € C*(V,R) und h € C*(V,R) gilt:

a/G/hg—]f\?do:/G//<hAf+Vh.vf>dT’
4/(57%_ %)doz/(;//(gAf—ng)dT.

(4) Setzt man (%) := &, so gilt V - ¥ = 3, und wir erhalten

VOl(G):%//f'NdO.
oG
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Fir G = {Z: ||7|| < R} ist also wegen N = Z/||Z||:

vol(G) = /Hﬂm—ﬁA@%—lﬁ.
3 —— 3

=47 R?

(5) Wir setzen f(z) = ||Z||"" fir £ € R\ {0} und & = Vf. Dann ist

—

) 1 _ x
@) = (=g +ad )™ ) =0

J
V() i(l 322) =0
(&) = — = — 3= ) =
P P

fiir Z # 0.
Nach Stokes ist also fiir G mit 0 & G-

I
// EE
oG

1
AT —
1]
(6) Sei ¢ € C?(R?, R) mit ¢ = 0 auBerhalb einer Kugel G um 0 mit Radius R. Wir wollen

/// T edr = —irg(0)

zeigen. Da der Integrand fiir ¥ — 0 nicht beschrankt bleiben muss, verstehen wir unter der

linken Seite )
lim /// —=Apdr,
e—0 1z
Ge

wobei G, := G\ {||3?|| < ¢}. Fiir festes € € (0, R) ist jetzt nach der zweiten Greenschen
Formel und nach (

1 (9@ - =
A(pdT—/ do / p——= - N do.
/// 1] 7= 121 ON jai= 12

Dabei beachte man, dass fiir ||Z]| = ¢ gilt: N = —#/e. Also ist
—/ 4,0” ||3 -Ndo=— 2/ pdo — —4mp(0) (¢ — 0).
I#=e II¥ 12 =<

Andererseits ist ||[V|| < K fiir eine geeignete Konstante K und daher

1 4
)/ &’Od’_ "0 (e 0)
mm”ﬂ@N

Wir halten auflerdem fest, dass

0 in R3\ {0}.
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22 Parameterintegrale

22.1 Stetige Abhangigkeit von einem Parameter
Satz: Sei f : [a,b] X [¢,d] — R stetig und

g(x) ::/ flz,y)dy fur z € [a, b].

Dann ist g : [a,b] — R stetig.

Beweis: Fiir z,h € R mit 2,z + h € [a, b] gilt:

b
lg(z + h) — g(z)] < / @+ hyy) — F(z,9)] dy.

Da f auf [a,b] X [c,d] gleichmdBig stetig ist, findet man zu gegebenem ¢ ein ¢ so, dass der
Integrand < e ist fiir |h| < 0.

22.2 Differenzierbare Abhingigkeit von einem Parameter

Satz: Sei f : [a,b] X [¢,d] — R stetig und

g(x) :—/ f(z,y)dy fir z € [a,b].

Weiter sei f partiell nach z differenzierbar, und 0, f : [a,b] X [¢,d] — R sei stetig. Dann ist
g in [a, b] stetig differenzierbar, und es gilt

d
J () = / (0uf)(w,y) dy fiir = € [a,B].

Beweis: Wegen 22.1 reicht es, die Differenzierbarkeit zu zeigen. Fiir x, h mit x, z+h € [a, b]
und h # 0 gilt

Nach dem Mittelwertsatz ist

f(a:+h,y)—f(:6
h

f(l’—l—h,y)—f(l’
h

Y (0,

Y _ (3,5)(E y)

fiir ein (von h und y abhéngiges) £ zwischen z und x+h. Da 0, f auf [a, b] X [¢, d] gleichmé&Big
stetig ist, kann man wie eben argumentieren.
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Beispiele: (1) Sei [a,b] = [c,d] = [0,1] und f(z,y) = sin(z? + y?). Dann ist g : [0, 1] — R,
g(z) = fol sin(z? + y?) dy stetig differenzierbar und

1
g (x) = / 2x cos(z® + y°) dy, =« €0,1].

0
(2) Zusitzlich seien o, 1) : [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar und

¥(x)
h(z) = /( ) flz,y)dy, x € [a,b].

Dann ist & : [a,b] — R stetig differenzierbar und

d
h'(x) = / (O f)(@,y) dy + [z, ¥ (x))V (z) = f(z,0(2))¢'(x), =z € [a,b].

Es ist némlich h(z) = F(z, p(2),¢(x)) fir F(z,u,v) = [ f(z,y)dy. Man verwende die
Kettenregel
dh dy dy

und beachte 0,F = —f(x,u), 0,F = f(x,v).

22.3 Bemerkung: Die Aussagen der Satze in 22.1 und 22.2 gelten sinngeméfl auch, wenn
bzgl. der Variablen y nicht iiber ein Intervall [c, d], sondern {iber einen (abgeschlossenen
und beschriankten) Integrationsbereich B C R?, B C R?® oder iiber ein abgeschlossenes
beschranktes Flachenstiick integriert wird.

Wir betrachten als Anwendung die folgende Situation.

22.4 Kontinuumsmechanik

Gegeben sei ein Integrationsbereich €y C R3 mit glattem Rand im Sinne von 21.10.
Gegeben sei eine C?-Abbildung @ : [0,0] x R* — R3 (t,a) — ®(t,a), derart, dass
O(t,-) : Qo — R fiir jedes t € [0,b] injektiv ist und det (9,®)(t,a) > 0 fir alle
(t,a) € [0,b] x Q gilt (beachte, dass (9,P)(t,a) € R3*3 ist).

Wir stellen uns €y als eine Menge von Massepunkten a vor, deren Bewegung durch ¢
beschrieben ist. Fiir einen festen Massepunkt a ist also t — ®(¢,a) die Kurve, die dieser
im Raum beschreibt. Somit ist 0;®(t, a) die Geschwindigkeit des Massepunktes a zur Zeit
t. Wir setzen

Q ={P(t,a) :a € Q}, te]0,0].

Dann ist ®(¢,-) : Qo — € fiir jedes t € [0,b] bijektiv und in beiden Richtungen stetig
differenzierbar. Wir bezeichnen diese Abbildung mit ®(¢) und ihre Inverse mit ®(¢)~* :
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Qy — Qp. Verwendet man die Zeit ¢ und den Massepunkt (das Teilchen) a zur Beschreibung,
so spricht man von Lagrange-Koordinaten.

Betrachten wir das Geschwindigkeitsfeld als Funktion von Zeit ¢ und Ort x (man spricht
von Euler-Koordinaten), so erhalten wir

u(t,z) = (0,P)(t, a) t €10,b],z € Q.

a=d(t)~1(z)’

22.5 Das Transporttheorem

Satz: Sei (x,t) — h(z,t) ein C'-Skalarfeld, definiert fiir ¢ € [0, 0], x € ;. Sei Vo = V(0) C
Qo ein Integrationsbereich und

V(t) == ®(t)(Vo) ={P(t,a) :a € V}, te€]0,b],

0= [[[nenan teon,

V(t)

sowie

Dann ist ¢ : [a,b] — R differenzierbar und
// 8th +V, hu))(t x)dz, tel0,bl.
V(t)

Bemerkung: Das Skalarfeld beschreibt in der Regel eine physikalische Grofle. Ist z.B.
h = p die Massendichte, so beschreibt ¢(t) die zeitliche Entwicklung der Masse eines
Volumenbereichs V' (0). Massenerhaltung bedeutet, dass ¢g konstant ist oder dass

0= Zé <(9tp+ V- (pﬁ))(t,x) dez, te]0,b].

Da V(0) hier beliebig ist, erhalten wir
0=0p+ V.- (pt).
Ist die Massendichte p konstant, ergibt sich
V.- u(t,x) =0, firalle z,t,
und das Geschwindigkeitsfeld u ist quellenfrei.

Herleitung des Transporttheorems: In der Definition von ¢(t) substituieren wir nach
21.3 x = ®(t,a), dv = det (0,P(t,a)) da, so dass

/// (t, @(t, a))det (0, 2(¢, a)) da, ¢ € [0,0].
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Wir leiten nach ¢ ab, was nach 22.2 bedeutet, dass wir den Integranden partiell nach ¢
ableiten miissen. Dabei verwenden wir die Produktregel. Nach der Kettenregel ist

B,(h(t, B(t,a)) = (Q,h)(t, B(t,a)) + (V.h)(t, B(t,a)) - (8,D)(t, a).

Somit haben wir (nach Riicktransformation fiir den ersten Term):

/// (0h+ Vb - @ txda:Jr/// (t, (¢, a))dy(det (D, D(t, a))) da.

-~

=/

J/

Wir benotigen nun die Ableitung Ddet von det als skalare Funktion auf den invertierbaren
n x n-Matrizen. Nach der Kettenregel ist dann namlich

9,(det (9,8(¢, a))) = (Ddet )(8,D(t, a))3,0, (¢, a)

und wir konnen das Integral I zuriicktransformieren.

22.6 Die Ableitung von det
Satz: Sei A € R™" eine regulare Matrix und B € R"*". Dann gilt

(Ddet )(A)B = (det A)Spur (BA™1).

Herleitung: Wir wissen, dass det differenzierbar ist. Die linke Seite ist die Rich-
tungsableitung von det im Punkt A in Richtung B, also

(Ddet)(A)leimdet(A+rB)_det(A).

r—0 r

Wir verwenden die Leibnizformel und haben fiir r # 0:

det (A+rB) — det (A) = Z sgna<ﬁ (@o(j)j + Tbos)j) — ﬁagu) )%

r
o€Sy Jj=1

n

= ngnaZbo k)kHaa

J#k

Somit ist "
(Ddet )(A)B = g E Sgn obgy (k)i H Qo (j);-
k=1 o J#k

Rechts wird die Determinante der Matrix, die aus A durch Ersetzen der k-ten Spalte durch
die k-te Spalte by von B entsteht, iiber k& summiert. Nach der Cramerschen Regel ist das
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det (A) mal das Element, das bei A~'b; an der k-ten Stelle steht. Da A~1b, die k-te Spalte
von A~!'B ist, erhalten wir

(Ddet )(A)B = (det A)Spur (A™'B) = (det A)Spur (BA™1).

22.7 Fortsetzung von 22.5

Wir wenden 22.6 an auf
A=0,9(t,a) und B = 0,0,P(t,a) = 0,0;P(t,a)

und schreiben [ als

/ / / h(t, ®(t, a))Spur (aa@@(t, a)(8u0(t, a))—1> det (8,8(t, a)) da.

Wir fithren die Riicksubstitution a = ®(t)7!(x), da = det (0,(®(t)~*)(z)) dr durch und
beachten

det (9,(B(t) ) (2)) = (det (0.9(t, a)))_1

(Regel fiir det und Umkehrsatz!). Damit ist

1_/// (t,2)Spur (0,02 (t, ) (2,(1,a)) )

V(t)

dzx.
a=®(t)~1(z)

Wegen i(t, ) = (0,®)(t,-) o &(t)~"

Orii(t, ) = ((2.0.2)(t,) 0 () !)  ul@())
=(8a®(t))~Lod(t)~!

[—/// thpur@u(tx)d

_vz

und wir erhalten

Damit ist das Transporttheorem hergeleltet (Produktregel fir die Divergenz).

22.8 Eine weitere Anwendung: Impulserhaltung

Wir betrachten wie in der Bemerkung in 22.5 einen Integrationsbereich Vj mit
“verniinftigem” Rand und seine Entwicklung in der Zeit V(t), t € [0,0]. Ist p(t, z) wieder
die Massendichte, so ist der Impuls ¢(t) = (v;(t))7_; des Bereiches gegeben durch

/// (t,x)u;(t,x)d t€10,b],7=1,2,3,

V(t)
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wobel u;(t,z) die j-te Komponente des Geschwindigkeitsfeldes bezeichnet. Nach dem
Transporttheorem 22.5 ist also

t):lé ((%(puj)—i—vx-(hﬁ))(t,x)de, j=1,2,3.

Bekanntlich ist die Impulsdnderung zur Zeit ¢ gerade die Summe der Kréfte, die auf V'(¢)
einwirken. Wir betrachten hier nur Oberflachenkrafte, dh

<//5j(t,x) - da)?f ,
oV (t) =

wobel @; € R?, j = 1,2, 3, die Zeilen des Spannungstensors o € R**® seien. Wir schreiben
dieses Integral nach dem Divergenzsatz als Volumenintegral und erhalten

- 5t

V(t)

Im einfachsten Fall (keine Reibung) ist der Spannungstensor gegeben durch o(t,x) =
—p(t, z)1;, Wobei p(t,z) € R den Druck zur Zeit t am Ort x bezeichnet. Es ist dann
Vg -0; =0;p, j =1,2,3, und wir erhalten somit

// O(pu;) + Vg (puj)—l—ajp)(tx)d =0, j=1,2,3.

Da wieder Vj bzw. V() beliebig waren, ist also

O(pu;) + Vg - (pu;) + 0;p =0, fiir alle ¢, z, j.
Wir nehmen nun wieder an, dass die Dichte p = py konstant ist. Auflerdem beachten wir,
dass wegen der Massenerhaltung (siehe 22.5) dann V, - @ = 0 ist und somit gilt

3

V- (uji) = Z e (wjug) (Zukak) u;.

k=1

In Vektorschreibweise haben wir somit aus Massen- und Impulserhaltung mithilfe des
Transporttheorems die Fulergleichungen

{ Oyt + (i - V)il + LVp =

fiir eine reibungsfreie Stromung hergeleitet.

Beriicksichtigt man im Spannungstensor auch Viskositat, so gelangt man zu den inkom-
pressiblen Navier-Stokes-Gleichungen. Ende
Woche 10
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Komplexe Analysis und Integraltransformationen
Sommersemester 2009

Es gibt eine ganze Reihe von Integraltransformationen. Wir werden davon die Laplacetrans-
formation und die Fouriertransformation behandeln und stellen das Prinzip kurz anhand
der Laplacetransformation vor. Dabei werden Funktionen f(t) eines reellen Parameters
t > 0 transformiert, und man erhdlt Funktionen F'(s) eines komplexen Parameters s mit-
tels

P = [ Ksnf@ e
0
wobei k(s,t) eine feste Funktion der beiden Parameter s und ¢ ist (im Falle der Laplace-
transformation ist k(s,t) = e~*).

Motivation: Gewisse Operationen fiir Funktionen f(t) lassen sich leichter fiir die Tran-
formierten F(s) durchfiithren: analytische Operationen wie Differentiation oder Integration
werden zu algebraischen Operationen wie Multiplikation und Division.

Im Falle der Laplacetransformation sind die Funktionen F(s) auBerdem holomorph und
man kann die méchtigen Werkzeuge der komplexen Analysis (oder Funktionentheorie) ver-
wenden.

Die Laplacetransformation wird vor allem bei linearen Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten und allgemeiner zur Analyse, Synthese und Steuerung von linearen
zeitinvarianten Systemen verwendet.

23 Laplacetransformation

Wir betrachten sogenannte “Zeitfunktionen” ¢ +— f(t), wobei wir uns fiir ¢ > 0 interessieren
(t ist der Zeitparameter). Diese Funktionen nehmen komplexe Werte an, dh konkret

e f:][0,00) — C oder
o f:R— Cund f(t) =0 fiir t <0 oder

e f:R — C, aber der Verlauf von f fiir £ < 0 wird ignoriert.

Die ersten beiden Interpretationen herrschen vor, und eine auf [0,00) definierte Funktion
f denkt man sich gegebenenfalls durch Null auf (—oo,0) fortgesetzt.

23.1 Definition: Sei f : [0,00) — C eine Funktion, die auf jedem Intervall [0,0], b > 0,
Riemann-integrierbar ist. Ist s € C und existiert das uneigentliche Integral

21(s) = / T et d 1)
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so heifit Z f(s) die Laplacetransformierte von f an der Stelle s.
Die Menge aller s € C, fiir die das Integral in (1) konvergiert, bezeichnen wir mit A(f).

Erinnerung: Das uneigentliche Integral ist erklart durch

) b
/ e S f(t)dt = blim e St f(t) dt,
0 —

0

wobei die Integrale tiber [0, b] nach Voraussetzung existieren.

Bezeichnungen sind auch: Z{f(t)}(s), ZL{f}(s), Z[f](s).

23.2 Beispiele: Wir erinnern zunichst daran, dass fiir z € C\ {0} und a < b gilt

b zb _ _za
/ etar = = @)

z

Weiter gilt fiir b — oo: |[e™*?| = e ?#¢¥ — (0, wenn Res > 0 (abklingende Schwingung),

und — oo, wenn Res < 0. Fiir s # 0 mit Res = 0 existiert der Limes ¢®1™ fiir b — oo
nicht (periodische Schwingung).

1 ,t>0
0 ,t<0
funktion (als solche manchmal H(t) oder I(t) geschrieben). Fiir s € C und b > 0 gilt

b b
b s=20
e Sto(t dt:/ e—stdt:{ e .
/0 () 0 Le a37é0

Wir erhalten Zo(s) = % fiir Re s > 0, sonst keine Konvergenz des Lapalceintegrals.
(b) f(t) = e™, wobei a € C. Ein Vergleich mit (a) ergibt:

(a) Einheitssprung o(t) = (Bezeichnungen auch U(t), 1(t)) oder Heaviside-

1

)
S—a

f{e“t}(s):/ e_Ste“tdt:/ e~ gt =
0 0

fiir Re s > Re a, sonst keine Konvergenz des Integrals in (1).

(c) Sei f(t):{ (1) ’ii[g’l] . Fiir s € C gilt

z{f}(s):/Oooe—stf(t)dt:/ole—stdt:{ %(1_16_8) j;g .

Hier ist also A(f) = C. Beachte, dass gilt

1—e%

lim #/{/}(s) = lim =" = 1= 2{1}(0
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s

(man Velr\rfende zB. e s =>"" 0 k, * oder die Abschitzung aus HM T 7.11(11): [2=4— —
1] < |sle®).

23.3 Definition: Eine Funktion f : [0, 00) — C heifit
(a) stickweise stetig, falls es eine Folge
O=ty<t1 <teg<...<t, — 00 (n— 00)
so gibt, dass fiir jedes j € Ny gilt:
(i) f: (i tjea) — Cist stetig,

(ii) die einseitigen Grenzwerte f(t;4) = tli£n+ f(t) und f(t;—) = lim f(t) existieren.
=t

t=tjp1—

(b) von exponentieller Ordnung v € R, falls es M > 0 gibt mit
|f(t)] < Me™ fiir alle t > 0,

und ezponentiell beschrankt, falls f von exponentieller Ordnung + fiir ein geeignetes v € R
ist.

Bemerkung: Ist f stetig, so ist f stiickweise stetig.

Ist f stiickweise stetig und (¢;) eine Folge wie in der Definition, so kann man die Funktion
f:[tj,tj+1] — C in Integralen ft”“ -+ dt so behandeln, als ob sie auf [t;, ;1] stetig wére.

23.4 Satz: Sei f : [0,00) — C stilickweise stetig und von exponentieller Ordnung v € R
mit |f(¢)] < Me, t > 0. Dann gilt {s € C: Res >~} C A(f) und

M
< — fi .
|${f}<s)|_Res—’y fir Res > v

Beweis: Die Voraussetzungen von Definition 23.1 sind erfillt. Fiir b > 0 und Re s > v gilt

M
/!e‘stf !dt</ e~ (Bt Vet gt = M/ ~(Res—m)t dt%m(b—wﬁ).

Also konvergiert das Integral in (1) absolut und die Behauptung folgt.

Dabei heifit fiir eine Funktion ¢ : [0,00) — C das Integral fo t) dt absolut konvergent,
falls das Integral fo |g(t)| dt konvergiert. Absolute Konvergenz 1mphz1ert Konvergenz des

Integrals und die Abschéatzung
|/ t)dt| < / lg(t)| dt.
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Bemerkung: Die Funktion f(t) = Me™ zeigt, dass die Aussagen in Satz 23.4 “optimal”
sind: nach Beispiel 23.2 gilt A(f) ={s € C: Res >~} und

M
"~ Res—~

GO

fiir reelle s > 7.

23.5 Rechenregeln: Seien f,g : [0,00) — C stiickweise stetig und von exponentieller
Ordnung ¢ bzw. ~,.

(a) (Linearitéat) Fiir «, 5 € Cist af +3g stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung
max (7, 7,) und es gilt

L{af + Bg}(s) = a{f}(s) + BL{g}(s), fir Res > max(yy,7,)-

(b) (Dampfungsregel) Ist a € C, so ist t — e™ f(t) stiickweise stetig und von exponen-
tieller Ordnung v + Rea und fir Res > ¢ + Rea gilt

L{e"f(t)}(s) = L{f()}(s — a).

(¢) (Verschiebungsregel) Ist a > 0, so setzen wir

Tof 1 [0,00) — C, 7, f(t) ¢={ f(to_a) ig[%a)

(Wir schreiben manchmal auch o(t — a)f(t — a) statt 7, f und denken uns die Funktion f
durch Null “nach links” fortgesetzt.) Dann ist 7, f stiickweise stetig und von exponentieller
Ordnung 7 und

L{raf}(s) = e ZL{f}(s) fir Res> ;.

Beweis: (a) klar.
(b) Fiir b > 0 gilt

b b
—st at _ —(s—a)t
/0 e e f(t)dt /0 e f(t)dt,

dann b — oo.

(c) Fiir b > a liefert die Substitution t = 7+ a
b b b—a b—a
/ e r. f(t)dt = / e f(t—a)dt = / e st f(r)dr = e_“s/ e T f(r)dr,
0 a 0 0
nun b — oo.

23.6 Beispiele: (a) sint ist beschriankt auf [0, 00), dh von exponentieller Ordnung 0. Es
gilt sint = (e’ — e~). Also nach 23.2(b)

Llsmt)(s) = (L6 ~ L1 6D = 5 (- ) = o
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fir Res > 0.

(b) Auch cost ist von exponentieller Ordnung 0. Fiir Res > 0 und b > 0 gilt (partielle
Integration!)

t=b

b b b
/ e Stcostdt = e *tsint + s / e Stsintdt = e *Csinb + s/ e *tsint dt.
0 0 0

t=0
Wegen e **sinb — 0 fiir b — oo folgt

Z{cost}(s) = fir Res > 0.

s? +
(c) Seien P(s), Q(s) komplexe Polynome in s mit Grad P(s) < Grad Q(s) = n und

Q(s)=(s=X)-(s=Xg) ...-(s=Ap),

wobei A, Ao, ..., A, € C werschieden sind. Dann gibt es eindeutig bestimmte
a1, Qo, ..., a, € C mit

P(s)_ o N Qo n +L
Q(s) s—XMA s—X T s—=\,

(Begriindung: Die Abbildung ¢ die & = (a,...,qa,) € C" auf die rechte Seite abbildet,
ist linear und injektiv, aus Dimensionsgriinden also surjektiv auf

{P(s)/Q(s) : Grad P(s) < n}.

Es ist hier oy, = lim,_., (s — )\k)P(zg firk=1,...,n.)

Q(
Nach 23.2(b) ist also

P(s)
Q(s)

fiir Re s > max(Re A, Re Xa, ..., Re\,).

(d) = fr;sbﬂ mit b,p,q € R, wobei s> + ps + ¢ keine reellen Nullstellen habe. Dann ist

s2+ps+q=(s—a)?+w?mita=—p/2und w € R. Im Fall w = 1 erhalten wir, fiir
Res > a,

= f{ale)‘lt + g™t + ozne’\"t}(s)

s+0b s—a a+b
(s —a)®+1 (s—a)2+1+(s—a)2+1
= Z{cost}(s —a)+ (a+b)L{sint}(s — a)
= ZL{ecost+ (a+b)e”sint}(s)

nach (a), (b) und der Verschiebungsregel.
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23.7 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung komplexwertig

Sei a € C und f : [0,00) — C stetig, sowie yy € C. Dann ist die eindeutige Losung (dh
y : [0,00) — C stetig differenzierbar) von

{ y(t) = ay®)+ f(t), =0 )
y(0) = o
gegeben durch .
y(t) = ey +/ D f(r)dr, t>0. (4)
0

Man kann hier {ibrigens Beispiel 22.2(2) verwenden.

Ist f nur stiickweise stetig und (¢;),en, eine Folge wie in Definition 23.3, so ist y stetig auf
0, 00) und stetig differenzierbar in M :=[0,00) \ {¢; : j € Ny} mit

y(t) = aylt)+ f(t), teM,
y(ti£) = ay(ty) + f(t;£), Jj€No.

Man vergleiche mit 17.11.

23.8 Die Faltung
Seien f, g : [0,00) — C stiickweise stetig und exponentiell beschrankt. Fiir jedes ¢ > 0 ist

’7‘#—>{ f(T)g(t_T> T € [O,t]

0 ,T > 1

tiber [0,¢] Riemann-integrierbar. Die Funktion

h:[0,00) — C,h(t) /f gt —71)d

ist (stlickweise) stetig und exponentiell beschrénkt und heifit Faltung von f und g,
geschrieben h = f x g.

Bemerkung: (a) Es gilt f * g(t fo g(t —71)dr = fo ft—=7)g(r)dr = gx* f(t).
(b) Es gilt

(afi+ fo)xg=alfixg)+ faxg, [x(Bo+g)=0(f*g)+[f*g

und (f #g1) * g2 = f * (g1 % g2)-
(c) Setzen wir in der Situation von 23.7: g(t) := e, so schreibt sich (4) als

y(t) = e"yo+ (g* f)(t), t=0. (5)
(d) Es gilt o * f(t) fo 7)dr, dh o * f ist Stammfunktion von f, die in 0 verschwindet.
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Beweis von 23.8: Nur exponentielle Beschranktheit: Es gelte | f(¢)[, |g(t)] < Me™, ¢ > 0.
Dann ist

¢
|h(t)] < / Me " M=) dr = M?te” < M? M0t
0

fiir jedes € > 0.

23.9 Die Faltungsregel: Seien f, g : [0,00) — C stiickweise stetig und von exponentieller
Ordnung ~. Dann gilt

L{fxg}(s) = L{f}(s)ZL{g}(s), fiir Res > ~.
Anwendung: In der Situation von 23.7 wenden wir die Laplacetransformation an auf (5)

und erhalten (wenn f exponentiell beschrénkt und Re s hinreichend grof} ist):

2Ly} s) = Ly} (s) + L{eH )LL) = —— o + i - L} s).

s—a S

Damit ergibt sich als “Losungsmethode” fiir (3):
(i) Bestimme zu f(¢) die Laplacetransformation Z{f(t)}(s) =: F(s).
(i) Setze G(s) := 2o 4 I

(iii) Bestimme y(t) so, dass Z{y(t)}(s) = G(s).

Dann erwarten wir, dass y Losung von (3) ist.

Problem: Ist die Funktion y : [0,00) — R (bzw. — C) in (iii) eindeutig bestimmt?

[L.a. nicht: Fir g(t) := { y(ct) :i i } und ¢ # y(1) gilt Z{y} = L{y}.

Aber: Sind yy, yo stetig und L{y} = L{y}, so folgt y; = y.]

Beweis von 23.9: Nur im Falle |f(t)| <1, |g(t)] <1,¢ > 0. Fiir b > 0 und Res > 0 gilt:

b t bt
/oe_St/o f(m)g(t —7)drdt = /0/0e_STf(T)e_S(t_T)g(t—T)det
= b 5T ’ —s(t=7) (t—7)dtdr
= /O e T f(7) /T e g
b b—r1
_ —sT —sr drd
/Oe f(T)/O e g(r)drdr
b b b b
= /Oe_STf(T) dT/O e *"g(r) dr—/o e *Tf(7) /bTe_S’"g(r) drdr.
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Fiir b — oo konvergiert der erste Term gegen Z{f}(s)Z{g}(s), den zweiten bezeichnen
wir mit R(b).

Wir schreiben £ = Res. Dann ist £ > 0 und (nach den Voraussetzungen an f, g):
b b
RO < [ U@l [ e wlgldrar
0 b—1
b b
/ 6_57—/ e " drdr
0 b—1
b
/ e e S g
0

= Ee’fb—%) (b — o0).

IN

IA

23.10 Beispiele: Fiir t > 0 gilt

a*a(t):/ota(T)U(t—T)dT:/ot dr —t.

Also ist nach Faltungs- und Dampfungsregel (hier ist a € C):

LitMs) = Llod(s)L{o)(s) = é Res >0,

1
Llte}(s) = L{t}(s—a)= Gt Res > Rea.
Weiter gilt
t t2
(o x0)*o(t) :/ To(t—7)dr = 2 t>0.
0
Also (wieder mit a € C):
t? 11 1
g{a}(é’) = gg—g, Res > 0,
2
L{t*e"(s) = oo Res > Rea.
Fiir allgemeines n € N gilt (Beweis durch Induktion!):
ogxox...xa(t) = E t > 0.
n+1
" 1
f{ﬁ}(s) = o Res >0,
|
g{tneat}(s) = (S_N,W, Res > Rea.
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23.11 Komplexe Partialbruchzerlegung

Seien P(s), Q(s) komplexe Polynome mit Grad P(s) < Grad Q(s) = n. Dann existieren
verschiedene A\, Ao, ..., Ay, € Cund ki, ko, ..., k,, € Nmit k1 + ks + ...+ k,, =n und

Q(s) = pu(s = A)™ - (5 = X)™ - (s = A),

wobei u € C. [Die Ay, Ay, ..., Ay, sind die verschiedenen komplexen Nullstellen von Q(s)
und kq, ko, . . ., ky, deren jeweilige Vielfachheiten.] Es gibt dann komplexe Koeffizienten al(] )
(j=1,...,m,l=1,...,k;) so, dass

Pis) _ o o )
Q(s)  s—=X  (s=A)2 T (s=A)k
(2) (2) (2)
ay Qg Oy
P W P W R P W
+...4+
(m) (m) (m)
o Qg Y
PR W Py s AR P |
M.a.W. 58 ist eine Linearkombination der Funktionen ﬁ (G=1,....,m1l=1.. k).
J
Fiir die Koeffizienten hochster Ordnung hat man etwa
() : K P(5) .
ay’ = lim (s — ;)™ , J=12...,m.
b =M
Wir erhalten aus 23.10:
P(s) 1) 1) m_th"!
f{a M4 oy teMt + o) ————eM
a(s) 1 2 by = 1)

@) rat () ot @ T
+og e Fayte™ L+ ay <k2_1)'€ 2t
+...4+
+&(m)€Amt + Oz(m)te/\mt + 4 Oz(m) thm=1 e’\mt}(s)

fir Res > max{Re A1, Re \a, ..., Re A\, }.

Beispiel:
Psy 1 1 s 1 11 11
Q(s) s(s2+1) s s24+1 s 2s5—i 2s5+7

hier sind A\; =0, Ay =4, A3 = —i. Wir lesen ab

o) g _leit—le_it 5) = o(t) —cost}(s
Q(s)‘g{ (t) = 5¢" = 5e7"}s) = ZH{o(t) £}(s).
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23.12 Differentiation fiir stetige stiickweise differenzierbare Funktionen

Sei f :]0,00) — C stetig und von exponentieller Ordnung v und sei 0 =ty < t; < t3 <
... <t, — oo eine Folge derart, dass f in [0,00) \ {t, : n € Ny} differenzierbar ist und f’
stiickweise stetig ist im folgenden Sinne:

Fir alle 7 € Ny gilt:

(i) f:(tj,t41) — C ist stetig,

(i) die einseitigen Grenzwerte f'(t;+) = tEltrr_lJr f(t) und f'(tj41—) = lm  f'(t) ex-

t—=ti1—
istieren.

In den Punkten ¢; selber ist f’ nicht unbedingt definiert, in diesem Fall setzen wir f'(t) :=
(f'(t;+) + f'(t;—))/2. Der Funktionswert spielt aber fiir die Integration keine Rolle.

Dann gilt
L{f'}s) = sZ{f}(s) = f(0), fir Res>~.

Bemerkung: Unter den gegebenen Voraussetzungen kann man die Funktion f

[t;,tj+1] — C in Integralen Lt7+1 -+ dt so behandeln, als ob sie auf [t;,t;11] stetig dif-
J

ferenzierbar wire.

Beweis: Fiir b > 0 und Re s > y gilt mittels partieller Integration

b

b b '
/0 W= e (0)] s /0 e f(t)dt = e f(b) = f(0) + s /0 e S () dt

t=

[Dabei beachte man, dass etwa fiir t; < b < t5 die Funktion f betrachtet auf [0,¢;] und auf
[t1, b] stetig differenzierbar ist und man partielle Integration auf jedes dieser Teilintervalle
anwendet, wobei am Rand die einseitigen Grenzwerte zu nehmen sind. Man hat dann

O @] = e o) = O+ = f 1) = e (1) - £(0)

wegen der Stetigkeit von f in ¢;]. Die Behauptung folgt mit b — oo.

Bemerkung: Betrachtet man nicht f : [0,00) — C, sondern f : R — C mit f(¢t) = 0
fiir t < 0, so betrachtet man die Ableitung f’(¢) nur fiir £ > 0 und hat in der Formel den
rechtsseitigen Grenzwert f(0+4) zu nehmen:

L{f'}(s) = sZ{f}(s) — f(0+).

Beispiel:
t ,tel0,1]
fiey=¢ 2—t ,te (1,2
0 , sonst
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Hier gilt f'(t) =1 fir t € (0,1), f'(t) = —1 fur ¢t € (1,2) und f'(t) = 0 fir t > 2. Setzt
man g(t) = 1 fir ¢t € (0,1) und g(¢) = 0 sonst, so ergibt sich

LlHs) =

2U)s) = ZLlorois) = ()

LUN6) = Zg-mghs) =+ — e = = (F) =2 ()
fir Res > 0.

23.13 Folgerung: Sei n € N und f : [0,00) — C (n — 1)-mal stetig differenzierbar und
derart, dass "~V : [0,00) — C die Voraussetzungen von 23.12 erfiillt. Dann gilt fiir
f0) = (f=1)" (im Sinne von 23.12):

LY (s) = "L Hs) = fUD04) = sfU72(04) — = s"EF(04) = s"TLF(04)
fir Re s > max(+,0).

23.14 Anwendung

Wir konnen die Regeln aus 23.12 und 23.13 zur Losung von Anfangswertproblemen fiir
lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten (vgl. 17.6-17.8) verwenden.

Vorbemerkung (reelle Partialbruchzerlegung): Sind P(s), Q(s) reelle Polynome mit
Grad P(s) < Grad Q(s), so treten nicht-reelle Nullstellen als konjugiert komplexe Paare
auf und kénnen zusammengefasst werden:

« a _ 2(Rea)(s —a)+2wIma at al -
p— iw+s = P = Z{2(Re a)e® cos(wt)+2(Im a)e” sin(wt) }(s)
und
1G] IE] _ 2(Re B)(s — a)? + 4w(Im ) (s — a) — 2(Re B)w?
(s —a+iw)?  (s—a—iw)? (s —a)? +w?)? '

Hierbei sind a,w reell und «, 3 komplex. Mittels der Formeln sin(wt) = I'm €™, cos(wt) =

Re e™? sieht man ein, dass
52 — w?

(s2 + w?)?’

2ws

ZL{tcos(wt)}(s) = R

L{tsin(wt)}(s) =

fir Res > 0. Also ist

B + B > = Z{2(Re B)te® cos(wt) + 2(Im [)te™ sin(wt)}(s).

(s—a+iw)®  (s—a—iw)
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(a) RL-Kreis: In einem Stromkreis mit Widerstand R und einer Spule der Induktivitét
L gilt, wenn wir die Spannung U anlegen, fiir den Strom J:

R U
,—__ —_—
J = LJ+L.

Nehmen wir speziell U(t) = Upsin(wt) und J(0) = 0, so erhalten wir nach Laplacetrans-
formation:

SZUNs) = L LN + s,

also
Uo w
ZAIHe) = L (s+ H)(s2+w?)’

und nach reeller Partialbruchzerlegung

LLIY(s) = UpwL 1 B UywL s UyR w
R4 W2 s+ B R4 24w R+ WL S+ w?
as
was UwLl — _n, U, ,
J(t) = m e L"+ m (R Sln(wt) —wl COS(u)t))

fithrt. Mit der Phasenverschiebung ¢ = arctan(%) erhalten wir

= — € _—
R? + w?L? VR £ 212

Im Grenzfall L = 0 haben wir J = U/R, also J(t) = %2 sin(wt) und keine Phasenver-
schiebung.

J(t) sin(wt — ).

(b) RLC-Kreis: Wir nehmen in den Stromkreis zusétzlich einen Kondensator der Ka-
pazitat C' auf. Die an ihm entstehende Spannung ist U, = %Q, wobei () die Ladung
bezeichnet. Das fithrt zur Differentialgleichung

1
LI'+RJ+—=Q=U
C
und mit Division durch L und Ableitung nach ¢ zur Differentialgleichung

R 1 w
" e 7%
J'+ LJ +LCJ LUocos(wt),

wenn wir dieselbe Wechselspannung wie in (a) anlegen. Wir setzen F(s) = Z{J}(s) und
wollen die Losung fiir J(0) = J'(0) = 0 bestimmen. Laplacetransformation ergibt

R 1 wU s
2 iy O F(g) = 2290
S+ P+ pa P == G
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also
wUy s

L (24 85+ 5)(s2 +w?)
Wir bestimmen die Nullstellen des Nenners: Neben den offensichtlichen +iw sind dies
die Nullstellen von s? + %s + % Wir diskutieren den Fall (schwache Dampfung), dass

diese Nullstellen konjugiert komplex sind, dh also dass R < 2\/g gilt. Wir setzen ¢ :=

1 _ R
LC ~— 4L?»

F(s) =

o= % und erhalten
52+§s+L =(s+a+i))(s+a—ip) = (s+a)’+?
L LC '

Reelle Partialbruchzerlegung fithrt also auf

s as+b cs+d

(s + )2 +12)(s2 +w?)  (s+a)? + 12 * s? + w?’

und wir erkennen, dass J(t) eine Linearkombination von
e “cos(yt), e “sin(yt), cos(wt), sin(wt)

ist. Im ungedampften Fall R = 0 ist a = 0, und fiir ¥? # w? ist die Losung eine Linear-
kombination von cos(¢t), sin(¢t), cos(wt) und sin(wt). Im Resonanzfall a = 0, ¥? = w?
erhalten wir als Nenner (s* + w?)? = (s — iw)?(s + iw)? und nach der Vorbemerkung ist

Uo , .
J(t) = 3 tsin(wt),

dh eine sich aufschaukelnde Schwingung (“Resonanzkatastrophe”).

(c) Im Fall einer allgemeinen linearen Differentialgleichung hoherer Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten

{ any™ +a, 1y + ot ay tayy = f(t), t>0, (S)

y"I0) = Y1,y 2(0) = Y2, ... Y (0) =y1,y(0) =1

mit a,, # 0 setzt man F(s) = Z{f(t)}(s), verwendet die Laplacetransformation und 23.13
und erhélt eine algebraische Gleichung fiir Y'(s) = Z{y}(s):

F(s) = zn:ak (skY(s) - S sk_l_jyj>.

k=0

Diese kann man nach Y'(s) auflosen

B D heo WS 7
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und danach y(t) mit Y (s) = Z{y(t)}(s) mittels (reeller oder komplexer) Partialbruchzer-
legung bestimmen.

23.15 Sprungantwort eines Systems

Das Verhalten eines Systems sei beschrieben durch eine lineare Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten (S). Die Sprungantwort h des Systems ist die Losung y von (S)
zur dufleren Anregung f(t) = o(t) (Einheitssprung) mit Anfangswerten vy, 1 = y, 2 =
:y1:y0:0
Nach 23.14(c) haben wir fiir die Laplacetransformierte der Sprungantwort
Z{o(t)}(s) 1
Z{h(t)}(s) = =

ps" + ap 18" P+t as+ag s(aps" 4 an 18" 4.+ a1s+ag)

Beispiel: Das System sei beschrieben durch
{ y'+ay +by = f(t), t>0
yO0)=y,  yO0) =y
Die Sprungantwort h(t) ist gegeben durch
1
ZLAh(t =
{h(t)}(s) (s> 4 as+b)s

Im Beispiel 23.14(a) ist die Sprungantwort h(t) gegeben durch

20N = —m =5 (- ).

(s+%)s s s+28

dh durch I
h(t) = }—%(a(t) - e_%t)

23.16 Anfangswertsatz

Sei f:]0,00) — C stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung ~. Dann gilt
lim s.Z{f}(s) = f(0+).
(Der Limes bezieht sich auf reelle s!)

Beweis: Es gelte v > 0 und |f(t)] < Me, ¢ > 0. Sei nun € > 0. Wahle b > 0 mit
|f(t) = f(0+)] < e fiir t € (0,b). Wegen [ se™*!dt =1 gilt fiir s > ~:

S2UY(s) — FO4)] < / e A () — F(04)] dt

b 00
< / se Stedt + / se St 2MeMt dt
0 b

< e+ i QM/ e "dr
s—7 b(s—7)

— € (s — 00),
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T

-~ substituiert haben. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die

wobel wir im letzten Schritt ¢ = .
Behauptung.

Beispiel (aus 23.15): Die Losung von y” + ay’ + by = f(t), t > 0, y(0) = yo, ¥'(0) = 11

genigt

g{y}<s> _ (S + a)y02+ Y1+ j{f}(s)
s2+as+b

und y : [0,00) — C ist zweimal stetig differenzierbar, wenn f : [0,00) — C stetig und

exponentiell beschrankt ist. Wir erhalten

slirélo sZ{y}(s) = yo = y(0+).

Y

23.17 Endwertsatz

Sei f : [0,00) — C stiickweise stetig und f(oco) := lim; . f(t) existiere. Dann ist f
beschrankt und es gilt

lim s.Z{f}(s) = f(c).

s—0-+

Beweis: Es gelte | f(t)| < M, t > 0. Sei nun € > 0. Wéhle ¢ > 0 mit |f(t) — f(oc0)| < ¢ fiir
t > c. Dann gilt fiir s > 0:

SLUYs) — floo)] < / s £ (1) — Foo)] dt

< / se” %t 2Mdt+/ se Stedt
0 c

cs

< e+4+2M e "dr

wobel wir wieder ¢t = g substituiert haben.

Warnung: In 23.16 folgt die Existenz von f(0+) aus der Voraussetzung an f (stiickweise
Stetigkeit). Hier ist die Existenz von f(oo) vorausgesetzt. Selbst wenn lim, o4 s-Z{f}(s)
existiert, muss f(oco) nicht unbedingt existieren.

Beispiel: Die Funktion cos ¢ ist beschrénkt und £ {cost}(s) = Es gilt s.Z{cost}(s) =

) 3211 :
528_+1 — 0 fiir s — 0+, aber lim;_,, cost existiert nicht.
23.18 Korrespondenzen

Gilt Z{f(t)}(s) = F(s), so nennt man f(t) die Originalfunktion und F'(s) die Bildfunktion.
Héaufig schreibt man dann

[(t)o—eF(s) oder F(s)o—of(1)
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und nennt dies eine Korrespondenz (der ausgefiillte Punkt steht auf der Seite der Bild-
funktion). Gebrauchlich sind Tafeln fiir Korrespondenzen.

Beispiele: sinto—e ' e¢%o—e 1 Gilt f(t)o—eF(s), so gilt e® f(t)o—eF (s — a).
s%+1 s—a
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24 Komplexe Analysis

24.1 Komplexe Differenzierbarkeit und Holomorphie

Sei G C C offen. Eine Funktion F': G — C heifit in zg € G komplex differenzierbar, wenn
der Limes P P
F'(z0) := lim F2) — Flzo)

=2 2 — 2
in C existiert. In diesem Fall heiit F'(zy) die komplexe Ableitung von F' in z.

Die Funktion F' heifit holomorph in G, falls F' in jedem z; € GG komplex differenzierbar
ist.

Beispiele: (a) F': C — C, F(z) = 1 ist holomorph auf C mit F'(z) = 0 fiir alle z € C.
(b) F(z) = z ist holomorph auf C mit F'(z) = 1 fir alle z € C.

(3) F(z) = e* ist holomorph auf C mit F’(z) = e* fiir alle z € C.

24.2 Rechenregeln

Sei G C C offen und seien F, H : G — C in G holomorph. Dann sind F'+ H, F- H in GG
holomorph und

(F+H)(2) = F'(2)+H'(2), (F-H)'(2) = F'(2)H(2)+ F(2)H'(2), fiir alle z € G.

Ist H # 0 in G, so ist auch % holomorph in G und

FY' F'(2)H(2) — F(2)H'(2)
(E) (2) = H)? , zeG.

Also: Summen-, Produkt- und Quotientenregel (solange der Nenner # 0 ist) gelten auch
fiir die komplexe Differenzierbarkeit.

Ebenso gelten die Kettenregel und die Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion auch
fiir die komplexe Differenzierbarkeit. [Die Beweise lassen sich iibertragen.]

Bemerkung: Ist F' in G holomorph, so ist F' in G stetig.

Beispiele: (1) F(z) = 2" (n € N) ist holomorph auf C mit F’(z) = nz""! fir alle 2z € C.
Jedes Polynom P(z) mit komplexen Koeffizienten ist auf C holomorph.

(2) F(z) = 27" (n € N) ist holomorph auf C\ {0} mit F'(z) = —nz"""! fir alle z €
C\ {0}. Jede rationale Funktion F(z) = 28, wobei P(z), Q(z) komplexe Polynome sind,
ist holomorph in C\ {z € C: Q(z) = 0}.

(3) F(z) = e'/#ist in C \ {0} holomorph mit F'(z) = e/*(—272) fiir z # 0.

24.3 Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen
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Sei G C C offen und F : G — C. Es gilt C ~ R? Durch u(x,y) := (Re F)(z + iy)
und v(z,y) = (ImF)(z + iy) fir z,y € R mit  + iy € G erhdlt man eine Funktion
G — R? (z,y) — (Zgzg), die man mit den Methoden von Kapitel 19 (mehrdimensionale
Differentialrechnung) behandeln kann.
Ist F'in zy = xo + iyo € G komplex differenzierbar, sieht man anhand der Definition (mit
x4 1Yo — To + iYp):

F'(20) = Oyu(x0,Yo) + i10:v(20, Yo)-

Betrachtet man xqg + iy — ¢ + 2o, erhalt man
F'(20) = 9yv(zo, yo) — i0yu(wo, o),
so dass im Punkt (zo,yo) gilt:
O u = 0yv, Oyu = —0,0.

Diese partiellen Differentialgleichungen heilen Cauchy-Riemannsche Differentialgleichun-
gen (CR-Dgln) fir v und v, die also auf G erfiillt sind, wenn F' holomorph auf G ist.
Umgekehrt gilt der

Satz: Ist (z,y) — (5&;’;) eine C'-Funktion auf G und gelten die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen, so ist die durch F(z 4 1y) := u(x,y) + iv(x,y) definierte Funktion
in G holomorph.

Beispiel: Fir die Funktion F(z) = Zz gilt u(z,y) = z, v(x,y) = —y und die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen sind nicht erfiillt. Die Funktion ist also nicht holo-
morph.

Bemerkung: Seien x,y,a,b € R. Die Multiplikation von x + iy mit der komplexen Zahl

a + b entspricht der Multiplikation des Vektors (i) € R? mit der Matrix (Z ;b) € R¥x2,
In diesem Sinne entspricht F’(zy) der Matrix ( ?;?l,(ég)) g?;&g‘)})) Die Ableitung im Sinne
von Kapitel 19 (dh die Jacobimatrix) von (z,y) — (:fgjz;) ist hingegen <Zz§§gz§; Zzéig;’g;)
Beim Vergleich erhalt man die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.

24.4 Satz von der Gebietstreue, Maximumsprinzip

(a) Ist G C C ein Gebiet und F': G — C holomorph und nicht konstant, so ist F'(G) C C
wieder ein Gebiet.

(b) Sei G C C ein Gebiet und F' : G — C holomorph. Hat z — |F(z)| in 2y € G ein lokales
Maximum, so ist F' konstant.

24.5 Potenzreihen

107



Sei > > jan(z — z)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € (0, 00] und Entwick-
lungspunkt zg € C. Dann ist die durch die Potenzreihe gegebene Funktion

F:K(z,R) = C,z+— F(z) :Zan(z—zo)”,
n=0
holomorph in K(zp, R) = {z € C: |z — 2| < R}, und es gilt

F'(z) = Znan(z—zo)"_l, |z — 20| < R.
n=1

Beispiele: sin z, cos z, sinh z, cosh z sind auf C holomorph.

24.6 Holomorphie von Laplacetransformierten

Sei f :]0,00) — C stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung ~. Dann ist F' :=
Z{f} auf {s € C: Res >~} holomorph und

F'(s) = Z{=tf(t)}(s),  Res>7,
bzw. f(t)o—eF(s) = F'(s)e—o(—t)f(t).

Beweis: Nur fiir beschrénktes f, dh |f(t)] < M. Sei Res > 2a > 0 und h € C\ {0} mit
|h| < a. Dann gilt fiir jedes b > 0:

F(s+h)— F(s) 00 g (s+h)t _ pmst
h /0 T f(t)dt

befht_l L oo efht_l L
:/0 e f(t)dt+/b ( — )(—t)e () dt.

Das erste Integral konvergiert fiir h — 0 gegen

b
/0 (—t)e "' f(t) dt

(das geht wie in 22.2). Den Betrag des Integranden im zweiten Integral schétzt man ab:

e M —1
‘ te~(Bes)t ) p < Mite— ot
—ht

——

Se“"‘t

<

Das Integral hiertiber wird fiir grofie b klein. Ende

Woche 12
Folgerung: Unter den obigen Voraussetzungen ist F' in {s € C : Res > «} beliebig oft

komplex differenzierbar, und fiir jedes n € N gilt:
dn
ds™

F(s) = Z{(=t)"f()}(s),  Res>~.
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24.7 Kurvenintegrale

Eine Kurve ist hier eine stetige Abbildung v : [a,b] — C, fir dieesa =ty < t; < ... <
t, = b so gibt, dass v auf jedem Intervall [t;_i,¢;], j = 1,...,n, stetig differenzierbar ist.
Die Kurve v heifit einfach geschlossen, falls y(a) = ~(b) gilt und ~ auf [a,b) injektiv ist.
Eine einfach geschlossene Kurve heifit positiv orientiert, wenn das von v umlaufene Gebiet
links von ~ liegt.

Dabei heifit v in ¢, € [a, b] differenzierbar, falls der Limes

v(t) — (ts)

in C existiert.
Bemerkung: Sei G C C offen, F' : G — C holomorph und 7 : [a,b] — G differenzierbar.
Dann ist F o+ : [a,b] — C differenzierbar und

(Fov)(t) =F'(v()3(t), té€ a0,
vergleiche Bemerkung in 24.3.

Definition: Sei v : [a,b] — C eine Kurve und F' : y([a,b]) — C eine stetige Funktion.
Dann definiert man das Kurvenintegral

[re= | PG00 dt,

wobei die rechte Seite als S, [

=1 i F(y(t))y'(t) dt zu verstehen ist, wenn tg,...,t, wie

oben in der Definition sind.
Das Integral ist invariant unter orientierungserhaltenden Umparametrisierungen.

Abschatzung: Sind F' und v wie in der Definition, so gilt
| [ PG| < 200) max{F )] = € 2(last),
gl

wobei L() die Lange von v bezeichnet (sieche 19.6).

Wichtiges Beispiel: Sei r > 0 und v : [0,27] — C, v(t) = re'. Dann ist 7 eine einfach
geschlossene, positiv orientierte Kurve, und es gilt v/(¢) = ire®, t € [0, 27]. Sei F(z) = 2",
wobei n € Z. Dann gilt

2m 2m 2m
/z” dz = / ()" (t) dt = / P et ir ot 4t — irn+1/ Pl 1)t gy
v 0 0 0
Fir n = —1 ist das Kurvenintegral also = 2mi. Fiir n # —1 erhalten wir

)

. n+1|: ei(nJrl)t i|2ﬂ-
i Yo

(n+1
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da e?m("+1) = 1. Beachte, dass F fiir n > 0 auf C holomorph ist und fiir n < 0 auf C\ {0}
holomorph ist.

24.8 Cauchyscher Integralsatz

Sei G C C offen und einfach zusammenhangend und F' : G — C holomorph. Fiir jede
einfach geschlossene, positiv orientierte Kurve + : [a,b] — G gilt dann

/F@ﬂ&za

Fiir den Begrift einfach zusammenhdangend siehe 20.3, z.B. sind konvexe Gebiete einfach
zusammenhangend. Dabei heiit G C C konvex, falls zu je zwei Punkten zg,2; € G auch
die Verbindungsstrecke {(1 —t)zo +tz; : £ € [0,1]} in G enthalten ist.

Beispiel: Damit ist das Integral im Beispiel von 24.7 = 0 fiir n > 0.

Bemerkungen zum Beweis: Man iiberlegt sich zunachst, dass die Aussage dquivalent
ist zur Existenz einer holomorphen Funktion H : G — C mit H' = F auf G (es ist dann
namlich

/ H'(z)dz = / ' ((8))5(8) dt = / (H o) (t) dt = H(7(b)) — H((a)) =0,

vergleiche mit 20.4, wo die Situation dhnlich ist).

Ist G konvex, so erhdlt man ein solches H, indem man z, € G fixiert und H(z) =
fS[z* 4 F(w) dw setzt. Gilt der Satz fiir “Dreiecke” 7, so hat man fiir z, zg € G:

1
zZ— 20
1

~ |z — 2|

‘H(Z)—H(Zo)

Z— 20

_F%w:‘ LWJHM—F%»M)

|2 — 20| max{|F(w) — F(z)| : w € S|z, 2]} — 0
fiir z — 29, da F'in z; stetig ist.
Es reicht deshalb, die Aussage fiir “Dreiecke” «y zu zeigen (Satz von Cauchy-Goursat).

Beispiele: (1) v(t) = €', t € [0,27], F(z) = 2", wobei n € Ny ist. Dann ist f7 2"dz =0,
da F' auf C holomorph ist, C konvex ist und ~ einfach geschlossen.

(2) Sei v wie eben und F(z) = e*. Nach denselben Argumenten wie in (1) ist f7 e*dz = 0.
(3) F(z) = 1/z ist in C\ {0} holomorph, aber fwédz = 2mi # 0. Das Gebiet C \ {0} ist

nicht einfach zusammenhangend.

24.9 Cauchysche Integralformel
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Sei G C C offen und konvex, F' : G — C holomorph und v : [a,b] — G eine einfach
geschlossene, positiv orientierte Kurve. Dann gilt fiir jedes z, welches “innerhalb von ~”

liegt:
1 [ F()
%[y (—=z ac

Beweisidee: Man iiberlegt sich, dass 24.8 auch noch gilt, wenn die Funktion auf G stetig
und in G\ {z} holomorph ist. Diese Variante von 24.8 wendet man auf die Funktion

(— M an und beachtet das Beispiel aus 24.7 fiir n = —1:

ozi MCK:%/FO d¢ — F(z)

27 )., (—z 4Gz

J/

\QE 4 C—2
TV

Beispiele: (1) Die Anwendung auf F'(¢) = 1 gibt das Ergebnis von 24.7 im Fall n = —1
(man nehme z = 0).

(2) Nimmt man F(¢) = €¢ und z = 0, sowie y(t) = €, t € [0, 27], so erhilt man

? dC = 27i.

24.10 Folgerungen (a): Holomorphe Funktionen sind beliebig oft komplex differenzierbar
(man differenziere unter dem Integralzeichen, &hnlich wie im Kapitel 22 {iber Parameter-
integrale). Unter den Voraussetzungen von 24.9 gilt
B[ FQ
FR () = 2 / d k € Ny.
(Z) 27i ., (g _ Z)k+1 Ca 0

(b): Holomorphe Funktionen lassen sich lokal in Potenzreihen entwickeln. Ist G offen,
F : G — C holomorph und zy € G, so gilt

2 F®) (4
F(z)zz k;E 0)(2—20)’“, |z — 20| < R,
k=0 '

fur jedes R > 0 mit {z : |z — 29| < R} C G. Die Reihe konvergiert dabei absolut und fiir
jedes p € (0, R) auf {z : |z — 2| < p} gleichméBig.

Beweis: Verwende die Formel in 24.9, wobei v der Kreis um z; mit Radius R ist und
{z: |z — 20| < R} C G gilt. Entwickle den Integranden in eine geometrische Reihe

C—Z_C—Zol—éiﬁ_c OZO C— 2)F g —z0k+1 — 20)".
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Nun vertausche man Integration und Reihe (fiir |z — z9| < p < R konvergiert die Reihe
gleichméBig) und verwende die Formel in (a).

24.11 Laurententwicklung: Ist G offen, zp € G und F : G \ {2} — C holomorph, so
heifit zy eine isolierte Singularitit von F'. Es gibt dann eindeutig bestimmte Koeffizienten
ag, k € 7, derart, dass gilt

F(z) = Z ar(z —2)*, 0< |z — 2| <R,

k=—00

fir jedes R > 0 mit {z : |z — 29| < R} C G. Konvergenz der Reihe ist zu verstehen als
Konvergenz von 3,1 (Hauptteil der Reihe) und $°7°  (Nebenteil der Reihe). Die Reihe
konvergiert dabei absolut und fiir alle 0 < py < p; < R auf {z : po < |z — 2| < p1}
gleichméBig. Der Koeffizient a_; heit Residuum von F in zy, geschrieben

res(F; zg) == a_q.

Die isolierte Singularitat 2y von F' heifit hebbare Singularitat, falls ap = 0 fiir alle £ < 0, Pol
n-ter Ordnung, falls a_, # 0 und a, = 0 fiir alle k < —n ist, und wesentliche Singularitat
sonst.

Beweisidee zur Laurententwicklung: Nur fir zo = 0. Ist 0 < py < |2| < p1 < R, so
gilt wegen 24.9:

1 F 1 F

F(z)=— (©) d¢ — — ﬁdC =: F1(2) — Fo(2),

2m ), C— 2 2mi ),y C— 2

wobei v; ¢ [0,27] — G, v;(t) = pje. Die Funktionen Fi(z) und Fy() lassen sich in
Potenzreihen um 0 entwickeln, die fiir |z| < p; bzw. |z| < 1/py konvergieren. Diese ergeben
Neben- und Hauptteil der Laurentreihe.

Beispiel: (a) F(z) = z7", wobei n € N, hat in zy = 0 einen Pol n-ter Ordnung. Dabei gilt
res(z710) = 1 und res(27";0) = 0 fiir n > 2.

(b) F(z) = €% hat in 2y = 0 eine wesentliche Singularitit. Wegen F(z) =Y, 2"‘% fiir
z # 0 gilt res(F;0) = 2.

Bemerkung (ohne Beweis): Die Funktion F' hat einen Pol in 2z, genau dann, wenn
lim, .., |F(2)| = oo gilt. Die Singularitét in z ist hebbar genau dann, wenn lim, ., F(z)
existiert.

24.12 Residuensatz: Sei G C C offen und konvex und v : [a,b] — G eine einfach
geschlossene, positiv orientierte Kurve. Seien 21, 2, ..., 2,, € G verschieden und innerhalb
von 7, und sei F': G\ {z1, 22, ..., 2m} — C holomorph. Dann gilt

/F(z) dz = 2mi Zres(F; ;).

ol 7j=1
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Beweis: Mithilfe von 24.8 ist das Kurvenintegral links

:ileF(z)dz

wobei v; jeweils ein kleiner Kreis um z; ist, so dass man die Laurententwicklung von /' um
z; verwenden kann. Dann vertauscht man Integral und Reihe (gleichméfiige Konvergenz!)
und verwendet das Beispiel in 24.7.

24.13 Berechnung von Residuen: (a) Besitzt F' in 2, einen hochstens n-fachen Pol
(n € N), dann gilt

res(Fia) = ! N (jz (- zo)”F(2)>>

Beweis: Unter diesen Voraussetzungen ist

z2=20

F(z):Zak(z—ZO)k und  G(z) := (2 — 2)"F :Zaan—Zo
k=—n k=0
fir z # zy in einer Umgebung von z,. Vergleich mit der Potenzreihe von G(z) ergibt
(n=1) (5
a_1 = G(n—1()!0)
(b) Ist F(z) = g(é)) mit G,H : U — C holomorph, zy € U und G(z) # 0, H(z) = 0,
H'(z) # 0, so gilt
G(Zg)
res(F; zg) = ()

Beweis: Unter den gegebenen Voraussetzungen ist zo einfache Nullstelle von H(z), also
ist zo hebbare Singularitit von (z — zo) F'(z). Damit ist z, einfache Polstelle von F' und (a)
ergibt die angegebene Formel.

24.14 Die komplexe Umkehrformel: Sei f : [0,00) — C eine Funktion, die stickweise
glatt ist in dem Sinne, dass eine Folge 0 = t5 < t; < ... < t, — 00 existiert mit

(i) fist in [0,00) \ {t; : j € No} stetig differenzierbar,
(ii) die einseitigen Grenzwerte f(t;+), f'(t;+), 7 € No, und f(t,—), f'(t,—),
7 € N, existieren in C.

In Punkten ¢;, in denen f nicht differenzierbar ist, setzen wir f'(¢;) := (f'(t;+)+f'(t;—))/2.
Es seien f und f’ von exponentieller Ordnung ~.

Sei F(s) := Z{f}(s) fiir Res > ~. Fiir jedes ¢ > 7 gilt dann

0 ,t <0
c+iA 1
1 _ st _ §f(0+) , = 0
Am o ), CFeds= £(1) ,t> 0, f in t stetig

%(f(“’) + f(t=)) ,t>0,f in t unstetig
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(ohne Beweis)

24.15 Spezialfall: Die Zeitfunktion f sei so, dass zu F(s) := Z{f}(s) verschiedene
ai,as,...,a, € Cund eine holomorphe Funktion F': C\ {a4,...,a,} — C existieren mit
F(s) = F(s) fir Res > 7.

Bemerkung: Ein solches F ist eindeutig bestimmt! (ohne Beweis)

Fiir festes A > 0 schlieBen wir den Weg g4 : [-A, A] — C, ga(r) = ¢+ ir, durch einen
Kreisbogen vr(p) = Re™?, wobei R?* = ¢* + A? und der Winkel ¢ ein geeignetes Intervall
durchlauft. Fir grofie A liegen alle Singularitaten aq, as, . . ., a,, innerhalb der durch g4 und
~vr gebildeten einfach geschlossenen, positiv orientierten Kurve, und nach dem Residuensatz
24.12 gilt dann

1 [e+iA

1 ~ " ~
ori | CFE) st o / ) e F(s)ds = ;res@“F(s);aj).

Wir interessieren uns fiir den Limes A — oo des ersten Kurvenintegrals. Fiir A — oo gilt
auch R — oo und man kann gegebenenfalls das folgende Lemma anwenden.

24.16 Jordansches Lemma: Die Funktion H sei auf {z € C: |z| > Ry} holomorph und
es gelte |H(z)| < C(R) fur |z| = R mit C(R) — 0 (R — o0). Dann gilt fiir jedes ¢ > 0:

/ e'H(s)ds — 0 (R — o0),
TR

wobel /YR(SO) = Rei@’ e [ga 3?71—]

Folgerung: Sind in der Situation von 24.15 die Voraussetzungen von 24.16 fiir H = F
erfillt, so ist fir t > 0:

1 c+i1A . m "
1}1_{202—7” /c_iA e F(s)ds = ;res(eStF(s);aj).

Beispiel: Sei Z{f}(s) = F(s) = 2% mit komplexen Polynomen P(s), Q(s) und
Grad P(s) < Grad Q(s), wobei

Qs)=(s—a1) - (s—ag) ... (s—ay)
mit verschiedenen aq,as, . ..,a, € C. Dann gilt

- , . P(a;)
f(t)=o(t Ae"'. wobei A; = I~ i =1,2,...,n,
=034, =5
(Formel von Heaviside), denn in diesem Fall ist nach 24.13 (b):

WP (PO _ Play
Q(s)’ i) ( Q’(s)) s=a;  Q'(ay)
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fur ¢t > 0.

Beispiel: F(s) = ——. Hierist a; = 0,a; = —1und P(s) = 1,Q(s) = s*+s,Q’(s) = 2s+1

s(s+1)
und also
PO) o P

Q'(0) Q'(-1)

F(s)e—of(t) = =1—-c"
24.17 Logarithmus und allgemeine Potenz

Jede komplexe Zahl z € C\ {0} kann man schreiben als z = |z|e’. Dabei heifit » Argument
von z, geschrieben arg z. Das Argument ist nicht eindeutig: Ist ¢ ein Argument von z,
so auch ¢ + 2km, wobei k € Z.

Der Hauptzweig des Arguments Argz nimmt fiir z € C\ (—o0, 0] Werte in (—m, ) an.
Definition: Der Hauptzweig Log des Logarithmus ist gegeben durch
Logz:=1In|z| +iArgz, z¢€ C)\ (—o0,0].

Andere Zweige des Logarithmus erhélt man, indem man andere Zweige des Arguments
betrachtet.

Bemerkung: Log : C\ (—00,0] — {w € C: |Imw| < 7} ist holomorph und bijektiv mit
Umkehrabbildung exp. Es gilt

1
Log z = o %€ C\ (—00,0].

Allgemeine Potenz: Fiir z € C\ (—00,0] und a € C definiert man durch

2% := exp(alog z)

den Hauptzweig der a-ten Potenz.

Wurzeln: Fir n € N erhélt man fiir den Hauptzweig der n-ten Wurzel
2 = ||V exp(iArg z/n), z € C)\ (—o0,0].

Beriticksichtigt man die anderen Werte des Arguments, so sieht man, dass jede komplexe
Zahl z # 0 genau n verschiedene n-te Wurzeln besitzt.

24.18 Konforme Abbildungen

Sei G C C ein Gebiet. Eine injektive holomorphe Abbildung F' : G — C mit F'(z) # 0
fir alle z € G ist winkeltreu: Sind 7,1 : [—1,1] — G stetig differenzierbare Kurven mit
7(0) = 2o = 9(0), die sich in zy im Winkel ¢ schneiden, so schneiden sich die Bildkurven
Fo~yund F o1 in F(z) ebenfalls im Winkel .

Solche Abbildungen heiflen auch konform.

Anwendung: In der zweidimensionalen Elektrostatik schneiden sich Feldlinien und
Aquipotentiallinien im rechten Winkel. Diese Beziehung bleibt unter konformen Abbil-
dungen erhalten.
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25 Laplacetransformation von Distributionen

25.1 Die Grundidee fiir Distributionen
Statt Funktionen f: R — C, t — f(t), betrachtet man Abbildungen

Ty 9 —C,pm / F(t)p(t) dt.
Hierbei ist
7 :={p € C*(R,C) : es gibt a,b € R mit p(t) =0 fiir alle t & [a, b] }

der Raum der C'*°-Funktionen mit kompaktem Trager.

R 0O ] <1
Beispiel: Die Funktion ¢ : R — C, ¢(t) := 0 7|7j| >1"

a = —1und b = 1). Vergleiche mit dem &hnlichen Beispiel in 13.4 (HM I).

Bemerkung: Die Abbildung 7} ist linear und man kann die Funktion f aus 7} im
wesentlichen zurtickgewinnen.

gehort zu 2 (mit

Beispiel: Diracsche Deltafunktion 6 = ¢y (oder Diracstof} in 0, “Masse 1 sitzt im Punkt 0”).
Der Vorstellung nach wird &y approximiert durch g, := ng(n-), wobei g > 0 integrierbar
mit [ g =1 und g = 0 auBerhalb von [—1, 1]. Man hat dann fiir p € Z:

1/n 1
Tszn[ mmw@ﬁz/gmwﬁmwew@ (n — 00),

1/n -1
und setzt also dy : Z — C, dp(¢) := ©(0). Diese Abbildung ist linear, und es gibt keine
integrierbare Funktion f mit dy = 7!
Analog definiert man den DiracstofS &, in b € R durch 6,(¢p) := ¢(b) fiir ¢ € 2.

Bemerkung: Die in der Definition von Distributionen eigentlich noch enthaltene Stetigkeit
2 — C ignorieren wir zunéchst.

25.2 Ableitung von Distributionen
Ist f: R — C eine C'*-Funktion, so gilt fiir ¢ € 2 nach der Regel der partiellen Integration

1) = [ o= [ f0e @ d =1y

Dies motiviert die

Definition: Ist T : &2 — C eine lineare Abbildung, so definiert man die Ableitung DT von
T durch
DT(p) =T(-¢), veD

Ende
Woche 13



Diese Abbildung ist wieder linear.
Beispiele: (1) Es gilt Ddg() = do(—¢') = —¢'(0).
(2) Ist o(t) der Einheitssprung, so ist

DT,(¢) = Ty(~¢) = / Q) di = (0) = o().

Also ist die distributionelle Ableitung des Einheitssprungs o(t) der Diracstofl ¢y in 0 (dh
der Einheitsimpuls).

Bemerkung: Analog setzt man fiir jedes n € N: D"T'(¢p) := (—1)"T (™).

25.3 Ableitung von stiickweise glatten Funktionen

Sei f : R — C eine Funktion mit f(¢) = 0 fiir t < 0, die auf [0, 00) stiickweise glatt im
Sinne von 24.14 ist (mit einer entsprechenden Folge (¢,)).

Dann ist
(D)) = i / O 0)
_ i [~ s+ [T el
= [ reeoa i Flt)(t) — F(ta—)elt)
= Tpe)+ F(O04)0(0) + f;(f(tfr) ~ F)ett),
also

D(Tf) = Tf/ + f(0+)50 —+ Z \(f(t]_'_) - f(tj_))l 6t]"

=t Sprunghohe von f in ¢;

Ist f zusétzlich in (0, 00) stetig, so hat man

Verallgemeinerte Ableitung fiir Funktionen f: R — C, fiir die

fe:R=C, fi(t) Iza(t)f(t):{ f(()t) i;g |

auf [0, 00) stiickweise glatt ist und fiir die f(0—) existiert (sieche z.B. bei Follinger):

fi= Ty + D_(F(t5+) = f(t=))8, = D(Ty, ) = f(0-)3%.
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Hierdurch wird eine eventuelle Vorgeschichte von f fiir ¢ < 0 berticksichtigt. Beachte, dass
f eine Distribution ist.

Beispiel: Sei f : R — C gegeben durch f(t) := { (1) ,Zois[?’n + 1] und n € Ny gerade .

Hier ist t; = j fiir j € Ny mit Sprunghohe (—1)7. Es gilt f/(¢t) = 0 fir t € R\ Ny und

oo

D(Ty) = ) (~1)5;.

J=0

Die Funktion f ist beschrénkt, also von exponentieller Ordnung 0. Die Distribution 7 ist
von exponentieller Ordnung 0 mit positivem Trager.

25.4 Laplacetransformierbare Distributionen

Definition: Eine lineare Abbildung T : 2 — C heiflt Distribution von exponentieller
Ordnung v mit positivem Trager, falls es M > 0 und k£ € Ny gibt mit

k 00
wwxMz/aW%wt
j=0 70
=:p;;(<P)

Bemerkung: Es gibt dann eine eindeutig bestimmte lineare Fortsetzung T von T auf
Dy = {p € C* : pp(p) < 0o}, die derselben Abschitzung geniigt. Wir bezeichnen die
Fortsetzung der Einfachheit halber auch mit 7.

Beispiele: (1) Ist f : R — C eine Funktion mit f(¢) = 0 fiir t < 0, die auf [0, c0) stiickweise
stetig ist und |f(¢)| < Me, ¢ > 0, geniigt, so ist Ty eine Distribution von exponentieller
Ordnung v mit positivem Trager:

FMMSAﬂﬂMMMﬁSMMMA

(2) Fiir b > 0 ist J; fiir jedes v € R eine Distribution von exponentieller Ordnung ~ mit
positivem Trager: Wegen

gilt [0p(¢)] < p1o(p) < p14(p) fiir v > 0. Fiir v < 0 ist

5(p) = p(b) = —e / () (t) dt = —ye ™ / o(t)dt —e " / e (t) dt,
b b b

und also
165(¢)] < max{|y|, 1}’ p1 . ().
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25.5 Laplacetransformation von Distributionen
Wir definieren e, : R — C fiir s € C durch e4(t) := e % ¢t € R.

Beobachtung: Ist f : R — C eine Funktion mit f(¢) = 0 fiir ¢ < 0, die auf [0, 00)
stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung ~ ist, so gilt

L{f}(s) =T¢les),  Res>r.

Definition: Ist T': ¥ — C eine Distribution von exponentieller Ordnung ~ mit positivem
Tréger, so definiert man die Laplacetransformierte Z{T} durch

ZL{T}(s):=T(es), Res>n.

Fiir Re s > v gilt ndmlich e; € %, fur jedes k € Ny:
> ls |J
t —st £=j=01"1
phale Z/ " fsple~| dt = =20

Beispiele: (1) Z{d}(s) =1 fiir jedes s € C.
(2) Fiir b > 0 gilt Z{0}(s) = e~ fiir jedes s € C.

(3) ZL{Ddo}(s) = —€.(0) = s fur alle s € C und allgemeiner Z{D"§y}(s) = s" fiir s € C
und n € N.

25.6 Ableitungsregel

Ist T : & — C eine Distribution von exponentieller Ordnung v mit positivem Tréger, so
gilt fir Res > v:

ZL{DT}(s) = sZ{T}(s) und ZL{D"T}(s)=s"ZL{T}(s), neN.
Es ist namlich

L{DT}(s) = DT (es) = T(—¢,) = sT(es) = sL{T}(s).

Bemerkung: (a) Ist f : R — C eine Funktion mit f(¢) = 0 fiir ¢ < 0, die auf [0, c0)
stiickweise glatt und von exponentieller Ordnung -y ist, so ist

L{D(Ty)}(s) = s ZL{Ts}(s) = sL{[}(s), Res>7.

Andererseits ist mithilfe von 25.3:

LADT;}(s) = L{Tp}(s) + FO00) + D (Flt54) = Flt;=))e™.
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Somit haben wir, falls auch f’ von exponentieller Ordnung -~ ist,

L) = LU — F04) = S l4) — F(t-)e™

J=1
fiir Re > . Ist f zusétzlich in (0, 00) stetig, so erhalten wir die Formel aus 23.12 zuriick.

Beispiel: Fiir die Funktion aus dem Beispiel in 25.3 gilt

Z{D(Ty)} Z Ye, Res>0.

Jj=0

Bemerkung: Ist f : R — C auf [0, 00) stiickweise glatt und von exponentieller Ordnung
v und existiert f(0—), so gilt

Z{f}(s) = sZ{f}(s) = f(0=), Res>n,

siehe bei Follinger.

25.7 Impulsantwort differentieller Systeme

In der Systemtheorie liefert ein System auf einen Input w(t) einen Output y(t). Hierbei
sind v und y im allgemeinen Distributionen.

Die Impulsantwort g eines Systems ist der Output y des Systems, wenn man als Input
u den Einheitsimpuls 0y anlegt. Dabei sei das System vor ¢ = 0 im Ruhezustand. Die
Laplacetransformierte G(s) := Z{g}(s) heiit Ubertragungsfunktion des Systems.

Differentielle Systeme sind von der Form
any™ 4 an_1y™ Y 4+ ary + agy = ™ 4 by u™ Y by 4 bou

mit konstanten Koeffizienten ag, aq,...,a,,bo,b1,...,b, € C. Wir nehmen an, dass das
System vor dem Zeitpunkt ¢ = 0 in Ruhe ist (dh y(¢) = 0 und auch u(t) = 0 fiir t < 0).
Wir interpretieren die Ableitungen als distributionelle Ableitungen nach 25.2 ! und
erhalten fiir u = dy:

by 8™ 4 by18™ 4+ bys + by
ApS" + Ap_1S" 1+ ...+ a1s + ag

G(s) =

als Ubertragungsfunktion, dh als Laplacetransformierte der Impulsantwort g. Mittels Par-
tialbruchzerlegung lsst sich die Impulsantwort g = £ ~'{G} bestimmen.

ldie hier — unter geeigneten Voraussetzungen an y und u — mit verallgemeinerten Ableitungen nach
25.3 iibereinstimmen
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Bemerkung: Vergleicht man mit 23.15, so sieht man

G(s) = L{g()}(s) = sZ{h(1)}(s),

und die Impulsantwort g(t) ist distributionelle Ableitung der Sprungantwort h(t) aus 23.15.
Die dort betrachteten Systeme entsprechen dem Spezialfall m = 0.

Beispiele: (1) Das System sei gegeben durch 3" — 4y + 4y = u. Die Ubertragungsfunktion
ist
G(s)= (s —4ds+4) " =(s—2)7?

Die Impulsantwort des Systems ist also

(2) Das System sei gegeben durch y” — 4y’ + 4y = v’ — u. Die Ubertragungsfunktlon ist

dann ] ) )
S_
G(s) = = :
(5) s2 —4s+4 s—2+(5—2)2

Die Impulsantwort des Systems ist somit

g(t) = o (t) (e% + te%).

Die Bedeutung der Impulsantwort wird ersichtlich, wenn man die Faltung von Distributio-
nen und allgemeine lineare zeitinvariante Systeme betrachtet.

BONUS — Nicht in der Vorlesung gebracht

25.B1 Translationen (Verschiebungen) von Distributionen

Definiere fiir Funktionen f : R — C und b € R die Verschiebung von f um b nach rechts
durch

nf R — C,(nf)(t) = f(t —b).
Fiir stetiges f und ¢ € Z gilt dann:

TT,,f<so>=/ nf (E)p(t) dt = /ft—b ) dt = /f (€ + b) dE = Ty (7_10).

Wir definieren also fiir Distributionen 7" und b € R die um b nach rechts verschobene
Distribution 77" durch

T (p) =T(T-p), @€ 7.
25.B2 Faltung von Distributionen
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Sind f,¢g : R — C Funktionen mit f(¢) = g(t) = 0 fir ¢t < 0, die auf [0,00) stiickweise
stetig und von exponentieller Ordnung v € R sind, so gilt f % g(t) = [*°_ f(7)g(t — 7)dr,
t € R, und fiir ¢ € Z nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge:

Tre) = [ N / " f(n)glt—r) dr () di = / ) / " g )plrH)y dr dt = Ty (t v Ty(rsp)).

[e.9] [e.9]

Wir setzen also fiir Distributionen S, T € 2’ von exponentieller Ordnung v mit positivem
Trager:
T+ S(p) =Tt — S(T4p), €.

Dann ist 1'% .S fiir jedes € > 0 von exponentieller Ordnung v + ¢ mit positivem Trager und
L{T *+ S}(s) = ZL{T}(s) - L{S}(s), Res>nr.
Beweis der Formel: Wir haben
L{T * S}Hs) =T * S(es) = T(t — S(1_se4))

steg(u), also

und 7_se5(u) = es(t +u) = e
S(1_ies) = e S(es) = es(t) L{S}(s)

und somit

LAT « S}(s) = T(es L{S}(s)) = T(es) L{S}(s) = L{T}(s)L{S}(s).

Beispiele: (1) Es gilt T+ 6y = dox T =T.
(2) Fiir b > 0 gilt 6, * T = 1T, denn fiir p € Z gilt

(0 T)(p) = T(t = 0p(T-10)) = T(t = @(b+1)) = T(Tpp) = (BT)()-

(3) Man kann zeigen, dass D(T % S) = (DT) xS = T % (DS) gilt, insbesondere ist DT =

Alle diese Beispiele sind mit der Faltungsregel fiir die Laplacetransformation von Distri-
butionen konsistent.

25.B3 Konvergenz von Distributionen

Eine Folge (7)) von Distributionen heifit konvergent gegen eine Distribution 7', falls fiir
jedes ¢ € 7 gilt:
Tu(p) = T(p) (n — o0).

Beispiel: Im Beispiel in 25.1 gilt T, — o (n — 00).
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25.B4 Anwendung: Lineare zeitinvariante ﬂ’bertragungsglieder

Ein Ubertragungsglied wird reprisentiert durch eine Abbildung ¢, die “Eingéingen” (In-
puts) u gewisse “Ausgénge” (Outputs) y zuordnet: y = ¢(u). Hierbei sind sowohl die Inputs
u als auch die Outputs y Distributionen.

Wir verlangen, dass das Ubertragungsglied folgende Eigenschaften hat:

e Linearitat: ¢(au; + fuz) = ad(uy) + So(us);
e Stetigkeit: Gilt u,, — u in Z’, so folgt ¢(u,) — ¢(u) in Z';
e Zeitinvarianz: Ist b > 0, so gilt ¢(mu) = 7o (u);

e Kausalitat und exponentielle Beschranktheit: Ist u exponentiell beschrankt
mit positivem Tréger, so ist auch y = ¢(u) exponentiell beschrankt mit positivem
Trager.

Hierbei bedeutet “Kausalitat”, dass die Wirkung y nicht vor der Ursache u einsetzen kann
(dh: ist w = 0 vor t = 0, so ist auch y = 0 vor ¢ = 0), und “exponentielle Beschranktheit”
bedeutet, dass die Distribution von exponentieller Ordnung ~ fiir irgendein reelles + ist.

Fiir ein solches Ubertragungsglied, das durch die Abbildung ¢ reprisentiert wird, setzen
wir g := ¢(dp). Dann ist g exponentiell beschriankt mit positivem Tréger. Fir b > 0 gilt
wegen der Zeitinvarianz

0p* g = o9 = 70(d0) = P(T600) = ().

Wegen Linearitat und Stetigkeit folgt

o(Ty) = g* Ty

fir jede Funktion f, die auf einem Intervall [a,b] C [0,00) stetig ist. Dazu approximiert
man

Ty(o) = / F(t)(t) dt

durch Riemann-Summen

S F)eE) (G — i) = D (£ = 1)) 3, (o).

j=1 j=1
Ein weiteres Approximationsargument zeigt, dass ¢(u) = g * u fiir alle Distributionen wu,
die exponentiell beschrankt mit positivem Trager sind.

Durch Laplacetransformation (vgl. die Faltungsregel in 25.B2) erhalten wir fir y = ¢(u) =
g *u:

ZL{y}(s) = G(s) - L{u}(s), Res grob,
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wobei G(s) := L{g}(s) Ubertragungsfunktion des Ubertragungsgliedes heifit.

Die (komplizierte) Faltung mit der sogenannten Gewichtsfunktion g geht also unter
Laplacetransformation tiber in die (einfache) Multiplikation mit der Ubertragungsfunktion
G(s). Wegen g = ¢(dy) nennt man g auch die Impulsantwort des Systems (dh die Antwort
des Systems auf den Einheitsimpuls dp). Die Sprungantwort h des Systems ist im iibrigen
gegeben durch h = ¢(T,) = g * T,.

Bemerkung: Fiir ¢ € 2 gilt

(9% To) () = gt — To(r_s0)) = g(t — /

woraus Dh(p) = h(—¢') = g(p), also Dh = g folgt. Die Impulsantwort des Systems ist
also die distributionelle Ableitung der Sprungantwort.

Fnde des BONUS
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26 Fouriertransformation und zweiseitige Laplace-
transformation

26.1 Zweiseitige Laplacetransformation

Sei f: R — C stickweise stetig, dh es gibt eine Doppelfolge (t,)nez mit t, < £, fir alle
n € Z und |t,| — oo, |n| — o0, so, dass fir jedes n € Z die Funktion f auf (t,,,11) stetig
ist und die Grenzwerte f(t,%) existieren. Es gelte |f(¢)| < Me M t € R, fiir ein v > 0
und ein M > 0. Die zweiseitige Laplacetransformation von f ist definiert durch

[e.9]

Lulf(s) = / e f(tydt = lim / e f(t) dt,

oo b—o00,a——00

fiir diejenigen s € C, fiir die dieses Integral konvergiert.

Konvergenz: Das Integral fooo e s f(t) dt konvergiert absolut fiir Res > —~ (bekannt).
Das Integral ffoo e f(t)dt = [;° e f(—T)dr konvergiert absolut fir Re(—s) > —v, dh
fiir Res < 7.

Bemerkung: Aus 24.6 erhalten wir, dass die Funktion F(s) := 2 {f}(s) auf {s € C :
|Re s| < v} holomorph ist mit

F'(s) = Zul(~=0)f ()} (s), |Res| < 7.

Beispiel: f(t) = e ! wobei v = Rea > 0. Es gilt fiir |[Re s| < 7v:

00 oo 0 00
/ efstefam dt = / ef(era)t dt + / ef(sfa)t dt — 1 + / 6(37(1)7' dr
—o0 0 —o0 s+a 0

1 1 2a

a+s a—s a?—s?
26.2 Fouriertransformation

Sei f: R — C stiickweise stetig und absolut integrierbar (aib), dh [*_|f(¢)|dt < oo. Die
Fouriertransformierte von f definiert man fiir w € R durch

Ff(w) = /00 e f(t) dt.

o0

Das Integral konvergiert dabei fiir jedes w € R absolut, da |e™™!f(¢)] = |f(¢)] fiir jedes t
gilt und f absolut integrierbar ist.

Bemerkung: Die Fouriertransformation entspricht der zweiseitigen Laplacetransformation
flir s = iw, w € R, dh fir s auf der imaginaren Achse:

Ffw) =L {f}Hiw), wekR.

125



Beispiel: f: R — C, f(t) = e ist fiir a > 0 absolut integrierbar. Es gilt

—a 2a
FA{e |t‘}(w):a2+w2, weR.

Bemerkung: Im Gegensatz zur zweiseitigen Laplacetransformation in 26.1 ist die Fourier-
transformation einer absolut integrierbaren Funktion nicht unbedingt auf einem “Streifen”
holomorph, ja im allgemeinen noch nicht einmal reell differenzierbar.

26.3 Rechenregeln fiir die Fouriertransformation: Im folgenden sei f : R — C
stiickweise stetig und absolut integrierbar.
LFZf(¢),weR

(a) Ist a € R\ {0}, so gilt F{f(at)}(w) =
(b) Ist b € R, so gilt FZ{f(t —b)}(w) = e “*.Z f(w), w € R.
(c) Ist b € R, so gilt F{e™f(t)}(w)=F f(w—1),weR.

(d) Ist f stetig und differenzierbar derart, dass f’ wieder stiickweise stetig und absolut
integrierbar ist, so gilt
F{fHw) =iwT f(w), weR.

(e) Ist ¢t +— tf(t) absolut integrierbar, so ist % f differenzierbar und es gilt
(F ) (w) = Z{(=it) f()}(w), weR.

Beweis: Die Beweise von (a), (b), (c), (e) sind denen fiir die Laplacetranformation sehr
dhnlich. Bei (d) beachte man, dass absolute Integrierbarkeit von f’ Existenz der Grenzwerte
f(£o00) impliziert, da etwa

£(b) - £(0) = / F'(t) di

fiir b — oo konvergiert. Da f auBlerdem absolut integrierbar ist, muss f(4oo) = 0 gelten.
Fiir a,b > 0 ist dann mittels partieller Integration

b b b
/ e W) dt = e ™ f(t)]  +iw / e M f(t) dt,

—a - a

und (d) folgt fiir a,b — oo.

26.4 Beispiel ¢(t) = e /2 Fiir jedes t € R gilt ¢/(t) = —t¢(t). Wir wenden die Fourier-
transformation auf diese Gleichung an und erhalten (nach 26.3(d) und 26.3(e)):

wFp(w) = F{IHw) = F{-td(t)}(w) = —i(F ) (w), weR,

also (F¢) (w) = —w(ZF¢)(w). Also 16st F¢ dieselbe Differentialgleichung wie ¢ und es
folgt
Fow) = Fp(0)- e =\2me 2 weR,
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da F¢(0) = [* e ¥/2dt = /2r.
26.5 Riemann-Lebesgue-Lemma: Sei f : R — C stilickweise stetig und absolut inte-

grierbar. Dann ist die Funktion .Z f (gleichméBig) stetig und es gilt % f(w) — 0, |w| — 0.

Beweisskizze: Sei ¢ > 0. Wir finden § > 0 mit |[e™ — 1] < ¢ fir |z| < 4. Fir allew € R
und h # 0 gilt dann

\Ffw ) — FfW) < / (e ity £ (1)) df = / e 1| £(0)] de
< <f jpolasz jrela
Ji<s/in) o Julss/n )
Sffi\;‘(t)l dt —0, h—0

Also ist 7 f (gleichméBig) stetig.
Ist f gegeben durch f(t) =1, t € [a,b], und f(t) = 0 sonst, so gilt fiir w # 0:

—iwb __ efiwa

b .
Fiw) = [ it -

—jw

und somit % f(w) — 0 fiir |w| — oo. Dies gilt dann auch fiir alle Linearkombinationen
solcher Funktionen. Den Fall allgemeiner absolut integrierbarer Funktionen erhalt man
durch ein Approximationsargument.

26.6 Faltung und Fouriertransformation: Seien f,g : R — C stiickweise stetig und
absolut integrierbar und g sei beschrankt. Fiir jedes t € R ist dann die Funktion 7 —
f(1)g(t — 7) stiickweise stetig und absolut integrierbar und die Funktion

h:R—C, h(t /f gt —7)d

heifit Faltung von f und g, geschrieben h =: f % g. Die Funktion f * g ist stetig, beschrankt
und absolut integrierbar und es gilt

F([*g9)w)=TFf(w)  Fgw), weR
Bemerkung: Gilt zusétzlich f(t) = g(t) =0 fir t <0, so ist f * g(t) = 0 fiir £ < 0 und

/f gt —7)dr, t>0.

Dies gibt den Zusammenhang zur Faltung aus 23.8.

Beweis (nicht fiir Stetigkeit): Gilt |g(t)] < M, t € R, so gilt

|h<t>|s/°°| <>||g<t—r>|dr<M/ o)\ dr,

o0
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und h ist beschrankt. Weiter gilt durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge

[ @i < [ [T irolate - ldrar

= [ 10 [ larar
= [ @i [ jgwld <,

[e.9] o0

und A ist absolut integrierbar. Der Beweis fiir die Faltungsregel der Fouriertransformation
verwendet ahnliche Argumente:

Fue) = | Z e~ (1) dt
_ /_ Z /_ Z e f(r)e g (t — 7) dr di
= /_ Z e T f(r) /_ Z e g(t — 1) dt dr
-/ e () dr - / " eg(ty dt.

o0 — 00

<
Beispiel: Sei f(t) := { (1) ’E; > i . Dann gilt

2t ]t <2

Bt) = fef(t) = / llf(t—T)dTZLénge des Intervalls [—let—LHlJ:{ 0 LJ>2

AuBerdem ist (vgl. Beweisskizze in 26.5):
2sinw
Fra={ 75 7o

2 ,w=20
Nach dem Satz ist somit .#h(w) = { 4 ZQ ’Z 7_é 8 :

26.7 Dancing-Hat-Lemma: Seien f,g: R — C stiickweise stetig und absolut integrier-
bar. Dann gilt:

| Enesed= [ imEoma

Der Name kommt daher, dass man statt .% f auch f (engl: “hat f”) schreibt.

Beweis: Wir vertauschen die Integrationsreihenfolge

/Z /: ™" f(n) dn g(¢) déz/i /Z e g () de £ (1)
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26.8 Fourierinversionsformel: Sei f : R — C stetig, beschrankt, absolut integrierbar
und derart, dass .% f auch absolut integrierbar ist. Dann gilt fiir jedes t € R:

£(t) = % /_ ¢ F f(w) duw

Beweisskizze: Es reicht, die Formel fiir ¢ = 0 zu zeigen (verwende die Verschiebungsregel
26.3(b)). Wir setzen h(t) = e~**/2 und g(t) = h(at), wobei a > 0. Dann gilt nach 26.3(a):

/_ (T ) (@)h(aw) dw /_ T (T o)) dt / FO-(FR)(t/a) dt = /_ F(at)Fh(t) dt.

Lésst man hier a gegen Null gehen, so konvergiert die rechte Seite gegen 27 f(0) und die
linke Seite konvergiert gegen f_oooo Z f(w) dw, wovon wir uns jetzt iiberzeugen.

Linke Seite: Es gilt

[ @nehen o~ [ Fwil < [ 17 5@)lhaw) - 1]do
Zu gegebenem ¢ > 0 finden wir 0 > 0 so, dass |h(x) — 1] < ¢ fiir |z| < §. Fiir alle (anderen)
x € R hingegen gilt |h(z) — 1| < 2. Wir kénnen dann weiter abschétzen (dhnlich wie im
Beweis von 26.5):

:/wg/a...+/|w|26/a... gg/:y(yf)(w)\dw+2/wl>6/a\(9f>(w)ydw.

-~

*)07 (hﬂo)

Rechte Seite: Zunachst gilt nach 26.4:

/ Fh(t)dt = / Vore 2 dt = 2.

o0

Zu gegebenem € > 0 finden wir 6 > 0 mit |f(x) — f(0)| < ¢ fiir |x| < 6. Da f beschrénkt
ist, gibt es andererseits M > 0 mit |f(x) — f(0)| < M fiir alle z € R. Wir schreiben nun

| / Zﬂat)(ﬁh)(t) dt — 21 f(0)] < / Z F(at) — FO)[|(Fh)(t)] dt = /| e /| s

und konnen wie oben verfahren.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass man in 26.8 Stetigkeit und Beschranktheit von f nicht
fordern muss. Diese Eigenschaften erhélt man aus der Voraussetzung, dass .%# f absolut
integrierbar ist.

4% 140

Beispiele: (1) Sei f(t) = { i f—0 Dann gilt  F{f}(w) =

— <
{ 2”(20 ) m N g (wende 26.8 auf das Beispiel in 26.6 an).
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(2) Es gilt F{Zz}(w) = 2me™ %l w € R. (Wende 26.8 auf das Beispiel in 26.2 mit a = 1

an.)

Bemerkung (Zusammenhang von 26.8 und der komplexen Umkehrformel fiir die Laplace-
transformation): Sei f : R — C stiickweise stetig mit f(¢) = 0 fiir ¢ < 0 und von exponen-
tieller Ordnung v € R. Fiir ¢ > v ist dann g : R — C, g(t) = e “ f(t) stiickweise stetig
und absolut integrierbar, und es gilt

Fg(w) = /_OO e “g(t) dt = /000 e~ E dt = L{f}c+iw), wER.

o0

Ist nun % ¢ wieder absolut integrierbar (dann ist g und damit auch f stetig), so gilt fiir
alle t € R:

o) = o [ " (T g)(w) do

:% N

Also ist

0o 271 A—oo oA

flt)=— /_00 et LU (e +iw) dw = L im e LLf}(s) ds,

wobei py 1 [—A, A] = C, pa(w) = ¢+ iw (beachte p/s(w) = 1).

26.9 Satz von Plancherel: Ist f : R — C stiickweise stetig, absolut integrierbar und gilt
ffooo |f(#)]? dt < oo, so ist

IR

o0

Beweisidee: Ist zusitzlich .% f absolut integrierbar, so verwende man 26.7 und schreibe

| FreFT@aw = [ s Fr@

[e.o]

Dann beachte man

Fiw) = / D dt = (FF)(—w)

[e.e]

und (unter Verwendung von 26.8)

| e Endo = [ T do = 2070

(e 9] —00

Den allgemeinen Fall erhalt man durch ein Approximationsargument. Ende
Woche 14
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