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sind.



16 Skalarprodukt und Orthogonalitat

16.1. Skalarprodukte: Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung (-|-) : V' x V' — K mit
den Eigenschaften

(S1) Va,y € V: (zly) = (y]),
(S2) Va,y,2 € V, a € K: (ax + y|2) = a(z|2) + (y]2),
(S3) Vz € V'\ {0}: (z]z) > 0.

heiflt ein Skalarprodukt auf V.

Eigenschaften eines Skalarproduktes auf einem K-Vektorraum V' sind

Ve,y e Via € K: (zlay + 2) = a(z|y) + (x]2),
Vo € V: (z|0) = (0]z) =0,
Ve,y € Voo |(zly)| < v/ (z|z)y/(yly) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung).
Zum Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir y # 0 schreibe man
|(z]y)[”

(yly)

wobei a = (z]y)/(y|y). Wegen (S3) gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung nur,
wenn r = ay, dh also nur dann, wenn x, y linear abhangig sind.

0 < (z—aylz — ay) = (z|lz) — alylz) — a(zly) + |o*(yly) = (z|z) —

Bemerkung: Ist K = R und also V' ein R-Vektorraum, so kann auf die komplexe Konju-
gation verzichtet werden, da 7 = r fir alle r € R.

Beispiele: (1) Das gewdhnliche Skalarprodukt auf dem K™ (fiir K = R heifit es auch
euklidisch) ist gegeben durch

(Zy) = ijy_j fir ¥ = (x1, 22, ..., 2,), ¥ = (Y1,Y2, - - -, Yn) € K™
=1
Fiir das Skalarprodukt von Z, 5 € R™ schreibt man héufig auch #- ¢ (und gelegentlich sogar
nur ry).

(2) Sind ay, asg, . .., a, > 0, so definiert auch

(Z)y) == Zajxjy_j fir ¥ = (x1, 29, ..., 20), ¥ = (Y1, Y2, - - -, Yn) € K"
j=1

ein Skalarprodukt auf K": (S1) und (S2) sind leicht, fiir (S3) beachte man, dass
(#7) = ajlz;* >0
j=1
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wegen a; > 0 nur dann = 0 ist, wenn alle z; = 0 sind.

(27) Sei A € K™*™ invertierbar und (:|-) das Standardskalarprodukt. Dann definiert

(@19) = (Az|Ag)

ein Skalarprodukt auf K”. Auch hier sind (S1) und (S2) leicht. Fiir (S3) benotigt man die
Invertierbarkeit von A.

(3) Durch Grenziibergang von (1) erhélt man: Sei [*(N) der Raum der quadratsummier-
baren Folgen in K, also

P(N) = {z = (2;)en € K™ 3 Ja? < o},

Jj=1

Dann ist [?(N) ein Untervektorraum von KN und durch
(zly) =Y 275, x,y€X(N),
=1

wird ein Skalarprodukt auf [*(N) definiert. Dabei ist die Reihe im Skalarprodukt absolut
konvergent: Zunachst gilt fiir jedes N € N nach Cauchy-Schwarz:

N N N N N N

> lag =Y lwsllygl < (D lal?) (D Iwil?)

j=1 j=1 j=1 j=1
© 12 , = 1/2

(Z |fffj|2> (Z |yjl2> =t M < oo,
j=1 j=1

und N — oo impliziert absolute Konvergenz. Weiter haben wir fiir z,y € [*(N):

N 00 0o N
Z |z +y,]° = Z ;] + Z ly;1* + Z(%‘y_j +Ty5),
Jj=1 j=1 j=1 j=1

-

<2M

IN

was fiir N — oo impliziert, dass x +y € [*(N) gilt. Nun sind die Eigenschaften leicht
nachzuweisen.

Entsprechendes gilt, wenn man statt N als Indexmenge Z nimmt und

P(Z) = {z = (z;)jez €K": ) |aj]* < o0}

j==o0

betrachtet. Ende Do
09.02.17
W16/17



16.2. Normen: Ist V ein K-Vektorraum und (+]-) : V x V' — K ein Skalarprodukt, so hat
die Abbildung || - || : V' — [0,00), v — /(v|v) folgende Eigenschaften:

(N1) Yo e Vi |v|| =0 = v =0,

(N2) Yo e V, a € K: |lav]| = |a]||v]l,

(N3) Yu,v € V: ||lu+v|| < |Jul] + ||v]| (Dreiecksungleichung).

Beweis der Dreiecksungleichung. Es gilt (unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung):

lutol® = (utvlutv) = ul* +2Re (ufo) + [[v]* < [Jull*+2[(ulv)[+ [ol* < (Jul +lv])?,

und die Ungleichung folgt durch Wurzelziehen. ]
Definition: Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung || - || : V' — [0, 00) mit den Eigen-
schaften (N1)—(N3) heifit eine Norm auf V.

Ist || - || eine Norm auf V', so wird fiir u,v € V die Zahl ||u — v|| > 0 als Abstand von u

und v interpretiert, und es gilt ||0]| = 0, sowie

lull = ||| < ||u—wv]] (umgekehrte Dreiecksungleichung).

Beispiele: (1) Ist M eine Menge mit mindestens zwei Punkten, so wird auf dem R-
Vektorraum B(M) aller beschréankten Funktionen f: M — R durch

[/ lloo := sup{[f(m)] : m € M}

eine Norm definiert. Zu dieser Norm gibt es kein Skalarprodukt.

(2) Durch ||(z1,22)||1 := |71| + |z2| wird auf dem R? eine Norm definiert, zu der es kein
Skalarprodukt gibt.

Bemerkung: Durch eine Norm hat man also einen Abstandsbegriff auf einem Vektor-
raum. Durch ein Skalarprodukt hat man aber auflerdem noch die Mdoglichkeit, Winkel zu
betrachten:

Sind z.B. Z,7 € R"\ {0}, so ist

(#17) = | Z[l[I71l cos ¢,

wobei ¢ den von Z, ¢y eingeschlossenen Winkel bezeichne. Da das Skalarprodukt in jeder
Komoponente linear ist, muss man das nur fiir |Z]| = ||7]| = 1 einsehen. Am besten geht
das fiir n = 2 und etwa 7 = €, ¥ = (y1,¥2). Dann ist



16.3. Orthogonalitat: Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Vektoren
U1, V2, ..., Uy € V heiflen orthogonal, falls fir alle j,k € {1,2...,m} mit j # k gilt
(vj|vg) = 0. Statt (v|w) = 0 schreibt man auch v L w.

Die Vektoren vy, v, ..., v, heiBen orthonormal oder ein Orthonormalsystem (ONS), falls
fir alle j, k gilt: (vj|vg) = 01, dh also falls die Vektoren orthogonal sind und zusétzlich alle
Norm 1 haben.

Ist V' endlich-dimensional, so ist eine Orthonormalbasis (ONB) von V eine Basis von V|
die ein Orthonormalsystem ist.

Beispiel: Die Standardbasis €}, €, ..., €, ist eine Orthonormalbasis von K", denn es gilt
(€)]éx) = 0j fiir alle j,k=1,...,n.

Satz: Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und seien vy, v, ..., v, € V' \ {0} or-
thogonal. Dann sind vy, vy, ..., v, linear unabhéangig.

Beweis. Seien aq, s, ..., a, € K mit
a1 + Vg + ...+ o, = 0.
Seinun k € {1,2,...,n}. Wir nehmen das Skalarprodukt der Gleichung mit v, und erhalten
0 = (0]vg) = (v + avy + ... + apvp|vg) = ag(vi|vg)

wegen der vorausgesetzten Orthogonalitat. Wegen vy # 0 ist auch (vg|vg) # 0, und wir

erhalten oy = 0. Da k beliebig war, sind vy, vy, ..., v, linear unabhangig. O
Bemerkung: Ist vy, vy, ..., v, ein Orthonormalsystem in V und v € lin{vy, va, ..., v},
so lassen sich die Koordinaten von v bzgl. vy, vs, ..., v,, leicht bestimmen. Es gilt namlich
m
v = Z(U|Uj)1}j.
j=1
Zum Beweis schreibt man v = Z;n:l a;v; und bildet das Skalarprodukt mit vy, & =
1,...,m:
m
(o) = o (v5]o) = .
=1 ~——

=0k

16.4. Das Gram-Schmidt-Verfahren: Gegeben sei ein K-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt und vy, v, ..., v, € V seien linear unabhangig. Wir werden ein Orthonormalsystem
b1, b, ..., b, konstruieren mit

lin{vy,ve, ..., U} =1in{by, ba, ..., by}
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Falls vy, vq,...,v,, eine Basis von V ist, so ist by, ba, ..., b,, eine Orthonormalbasis von V.

Die Vektoren by, ..., b, werden sukzessiv so konstruiert, dass gilt:

lin{vy,vg,...,vp} = lin{by, b, ..., b} flirallek=1,...,m.

Wir setzen by := vy /||v1]| und fir k =2,...,m:
k-1 .
ko
CL = U — Z(Uk]bj)bj, by, = m,
j=1
oder gleichbedeutend
ki ) b C’“
C1 = Vg, Cp ‘= UV — C;, Iur K = 4,...,M, [
— (ciles) 7 llexll
Beispiele: (1) Wir betrachten n = 3, V = C? und
1 2 0
_)1 = 0 3 172 = 1 ) 173 = —1
—1 0 1
Dann ist
R 1
- 1 1
bl = TS0 = = O
lall - v2 \
2 1 1
s = (1]=z2( 0 |]=|[1
0 —1 1
1
- 1
bg = —F= 1
v\
0 . 1 . 1 1/2
o= | 1] -5 0 J-go-f 1 )={ -
1 -1 1 1/2
1
by = -2

Ende M
24.04.17



(2) ¥, Uy wie eben, aber i3 = [ 1 |. Dann sind by, by wie eben, aber
1
0 . 1 X 1 ~1/6
1 -1 1 ~1/6
—1
- 1
bg = —F= 2

Man beachte, dass sich dieses b3 von dem in Beispiel (1) nur durch das Vorzeichen un-
terscheidet. Dies ist nicht erstaunlich, da es genau zwei Moglichkeiten gibt, by, by zu einer
Orthonormalbasis zu erganzen.

Folgerung: Jeder endlichdimensionale Vektorraum V' mit Skalarprodukt besitzt eine Or-
thonormalbasis.

16.5. Transponierte und adjungierte Matrizen: Fiir eine Matrix A = (a;;,) € K™*"
heifit die Matrix € K™*™, die durch Vertauschen von Zeilen und Spalten entsteht, die
transponierte Matriz zu A und wird mit AT bezeichnet. Fiir alle ¥ € {1,...,n}, j €
{1,...,m} steht an der Stelle (k,j) in der Matrix A" also der Eintrag aj, der in der
Matrix A an der Stelle (j, k) steht. Setzen wir B := A" mit B = (by;)j_,J-; € K™, so
gilt also

brj = aj, ke{l,...,n},je{l,...,m}.

Im Falle K = C heifit die Matrix € C**™, fiir die an jeder Stelle (k,j) der Eintrag ajj
steht, die adjungierte Matriz zu A und wird mit A* bezeichnet.

Bemerkung: Setzt man A := (@) € C™" (konjugiert komplere Matriz zu A), so gilt
also

AT = AT = (A)".

Schreibweisen des Skalarprodukts:

Fiir 7, € R = R*™! gilt (7]7) = 7% = 777
Fiir 7, € C" = C"™! gilt (7)) = §*7 = 7.

Rechenregeln: Fir Matrizen A, B, deren Produkt erklart ist, gilt:
(AB)' = BTAT und (AB)* = B*A*.
Fiir eine invertierbare Matrix A sind auch AT und A* invertierbar, und es gilt

(AN =@, @A) =T



Wende dazu die Rechenregeln auf B = A~! an und beachte [T = I = I*, wobei I die
jeweilige Einheitsmatrix sei.

Folgerung: Sei A € K™*". Dann gilt:
(a) Im Fall K = R ist (AZ]y) = (Z|ATY) fiir alle ¥ € R", i € R™.
(b) Im Fall K = C ist (AZ|y) = (¥|A*y) fiir alle & € C*, § € C™.

Beweis. Man schreibe das Skalarprodukt wie oben angegeben und benutze die Rechen-
regeln. [

16.6. Orthogonale und unitiare Matrizen: Eine wichtige Rolle spielen Matrizen A €
K™ deren zugehorige lineare Abbildung K” — K", ¥ — AZ, das Skalarprodukt invariant
lasst, dh fiir die gilt:

(AZ|Ay) = (Z|y) fir alle ¥,y € K™

Damit verdandert A auch Winkel und Abstinde nicht. Eine solche Matrix A hat Kern A =
{0}, ist also invertierbar. Aus den Rechenregeln folgt

ATA=1, (firK=R), A*"A=1, (firK=C).

Eine Matrix A € K™™ mit dieser Eigenschaft heifit orthogonal (fir K = R) bzw. unitdr
(fir K= C). Somit gilt

AT = A7 falls A € R™" orthogonal, A* = A~ falls A € C™*™ unitér.

Bemerkung: Sei A € C**".
1) A ist genau dann unitér, wenn die Spalten von A eine Orthonormalbasis von C" bilden.

2) A ist genau dann unitdr, wenn fiir jedes Orthonormalsystem vy, ..., v, in C" auch
Auvy, ..., Av,, ein Orthonormalsystem von C” ist.

3) Produkte, Inverse, Transponierte und Adjungierte von unitdren Matrizen sind unitér.

Beispiele: 1) Spiegelungen in C™: etwa Aey; = —ey, Ae; =¢; fiir j =2,...,n.
2) Rotation in R? um den Winkel § € R: A = (COSG _Sine).

sinf cos6

3) Im R3 Rotation um die z-Achse bei Spiegelung an der (z,y)-Ebene:

cos) —sinf 0
A= sinf cosf 0
0 0 -1



16.7. Orthogonalprojektionen: Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt,
b1, by, ..., by ein Orthonormalsystem in V und U :=lin{by, by, ..., b, }. Die lineare Abbil-
dung

P:V = Uuv Po=>Y (v|b)b
j=1

hat folgende Eigenschaften:
PoP=P BildP=U, KemP={veV:vlufiraleueU}.
Es gilt (v — Pv|u) =0 fir alleuw € U, v € V, und
|lv — Pv|| = min{||jv —ul| : w e U} fiir jedes v € V,

dh Pu ist die (eindeutig bestimmte) Bestapprozimation von v in U. Die Abbildung P heifit
Orthogonalprojektion von V auf U.

Beweis. Klar ist Bild P C U. Nach der Bemerkung in 16.3 gilt Pu = u fiir alle v € U, also
ist PoP = P und Bild P = U. Fur jedes v € V gilt:

Pv=0 <= (v|b;) =0 fir alle j <= (v|u) =0 fiir alle uw € U.

Auflerdem ist fir k=1,...,m

(v — Polby) = (v|by) — (Polby) = (v|by) = > (v]b;) (b |bk (v]bx) — (v[br) =
J=1 _5]k

und folglich auch (v — Pv|u) = 0 fiir alle v € U. Schlielich gilt fiir u € U:

lv—ul®* = |lv—Pv+ Pv—ul?®=|lv—Pv|?>+|Pv—ul|?®+2Re (v — Pv|Pv — u)
= o= Pol* +[[Pv—ull”.

Hieran sieht man, dass Pv die eindeutige Bestapproximation von v in U ist. ]

Bemerkung: 1) Im Gram-Schmidt-Verfahren in 16.4 hat man im k-ten Schritt (fir k =
2,...,m) und fir U = lin{by, by, ..., bx_1}, dass ¢, = vy, — Pvy, und somit ¢; L u fir jedes
u € U wie gewiinscht. Ende Di

2) Der Satz kann in vielen Situationen angewendet werden, insbesondere auch wenn V' 25.04.17

unendlich-dimensional ist. Mittels einer Folge U; C U, C ..., wobei immer U,, :=
lin{by,b2,...,b,} ist, und zugehorigen Orthogonalprojektionen P,, von V' auf U,, kann
man hoffen durch die Folge (P,,v)nen €in gegebenes v € V immer besser zu approximieren.
Wir kommen darauf spater im Rahmen von Fourierreihen zurtick.



16.8. Erganzung: Matrizengruppen: Wir beginnen mit einer

Definition: Eine Gruppe ist eine nicht-leere Menge (G, versehen mit einer Verkniipfung
o:G x G — @G, geschrieben a o b bzw. meist nur ab, mit folgenden Eigenschaften:

(Gl) Va,b,c € G : (ab)c = a(be) (Assoziativitit),
(G2) Jde € GVa € G : ae = ea = a (Existenz des neutralen Elements),
(G3) Va € GAb € G : ab = ba = e (Existenz inverser Elemente).

Das neutrale Element e und inverse Elemente sind eindeutig bestimmt: Schreibweise a~!,
also aa™! =a"ta =e.

Eine Gruppe (G, o) mit kommutativer Verkniipfung o, dh mit ab = ba fiir alle a,b € G,
heilt abelsch.

Bemerkung: In einer Gruppe G lassen sich die Gleichungen ax = b und za = b (fir
beliebig gegebene a,b € () eindeutig 16sen:
ar=b <= zr=cr=0a"ar=a"'b

ra=b < x=uxe=xaa" ' =ba "

Beispiele: 1) (Z, +) ist eine abelsche Gruppe, neutrales Element ist 0.

2) (R,+) und (C,+) sind abelsche Gruppen. Ist V' eine Vektorraum, so ist (V,+) eine
abelsche Gruppe.

3) (K'\ {0}, ) ist eine abelsche Gruppe, neutrales Element ist 1.
4) Bzgl. der Matrixmultiplikation ist

GL(K,n) :={A € K"™": A ist invertierbar}

eine Gruppe (die allgemeine (generelle) lineare Gruppe, die fir n > 2 nicht abelsch ist.
Neutrales Element ist die Einheitsmatrix /,,.

In GL(K, n) gibt es viele kleinere Gruppen (sogenannte Untergruppen). Neutrales Element
ist dabei die Einheitsmatrix I,,.

5) O(n) :={A € R™™: A ist orthogonal} ist eine Gruppe, die orthogonale Gruppe.
6) U(n) :={A € C™": A ist unitdr} ist eine Gruppe, die unitire Gruppe.

{(fb2>:mbeme+W>0}gR“2

ist eine abelsche Gruppe, die (C\ {0}, -) entspricht.
8) Die Menge

7) Die Teilmenge

{A€02): Aé, = &}
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ist eine abelsche Gruppe mit zwei Elementen.
9) Sei M := {(z1,72) € R?: |z1| + |z2| < 1}. Die Menge

{A€0©): AM) = M}

ist eine Gruppe mit acht Elementen.
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17 Determinanten und Kreuzprodukt

Idee der Determinante: Zu gegebenen Vektoren day,ds,...,d, € R" gibt
det (dy,ds, ..., d,) das mit einem Vorzeichen versehene Volumen des von den Vektoren
ai,...,a, aufgespannten Spates

{)\161+>\262++)\n6nAj€[0,1] furjzl,,n}

an. “Mit Vorzeichen versehen” bedeutet dabei, dass det (dy,ds,...,d,) das Vorzeichen
wechselt, wenn man einen Vektor @; durch —a; ersetzt. Bei det (dy, da, . . ., d,) stellen wir
uns die Vektoren ay, ..., a, als Spalten einer Matrix vor.

Beispiel: Der von den Einheitsvektoren €7, és,...,¢e, im R" aufgespannte Spat ist der
Einheitswiirfel

Q = [0, 1]".
Dieser hat Volumen = 1 (Produkt der Seitenldngen).

17.1. Definierende Eigenschaften der Determinante: Die Determinante ist eine Ab-
bildung det : K" x K" x ... x K" — K mit den Eigenschaften

~~
n

(Dl) det (51,52, .. ,gn) = 1,
U . Yt 105 Un, Uy
(D2) fiir alle j € {1 n} und @ ay,b; € K" gilt

det (@y,...,ad; + b, ... d,)
= adet (@y,...,d;,... @)+ Bdet (@r,...,bj, ... dn),

(D3) det (ay, ..., d,) =0, falls es j # k gibt mit a; = dj.

Bemerkung: Durch die Eigenschaften (D1)—(D3) ist die Determinante det eindeutig be-
stimmt (ohne Beweis). (D1) bedeutet eine Normierung (vgl. Beispiel oben). (D2) bedeutet,
dass die Determinante in jeder Spalte linear ist. Zusammen mit (D3) bedeutet (D2), dass
det eine alternierende Multilinearform ist.

Beachte auflerdem, dass (D2) und (D3) die Idee eines mit Vorzeichen versehenen Volumens
umsetzen: Bei (D3) ist der aufgespannte Spat “flach”, hat also kein Volumen; (D2) kann
man sich mit Streckung und Scherung veranschaulichen.

Schreibweise: Ist A € K" die Matrix mit den Spalten dy,ds, ..., d, € K", so schreibt
man auch

|A| := det (A) := det (a1, da, . . ., dy).

Wir betrachten im folgenden det meist als Funktion auf K"*", dh auf dem Raum der
quadratischen Matrizen.
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17.2. Folgerungen: (a) Ist eine Spalte = 0, so ist auch die Determinante = 0.

(b) Man kann zu einer Spalte ein Vielfaches einer anderen Spalte dazuaddieren, ohne den
Wert der Determinante zu andern.

¢) Vertauscht man zwei Spalten miteinander, so andert sich das Vorzeichen der Determi-
p
nante.

(d) Sind die Spalten von A € K"*" linear abhéngig (dh gilt Rang A < n), so ist det (A) = 0.
(e) Es gilt: det (A) # 0 < A ist regular.

Erinnerung: Eine Matrix € K"*" heifit regular, falls sie invertierbar ist, bzw. falls die
zugehorige lineare Abbildung K" — K" ¥ — AZ bijektiv (oder injektiv oder surjektiv) ist
(vgl. 15.16 in HM I).

Der Rang einer Matrix ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten (oder die Maxi-
malzahl linear unabhéngiger Zeilen).

Beweis. (a) folgt sofort aus (D2). (b) folgt leicht aus (D2) und (D3).
zu (¢): Wegen (b) und (D2) ist

det (dy,..., @ ,..., Gk ,...,0dp)
k j
= det(ay,...,d; +dy, ..., A ,...,0dn)
~—— ~
k j
= det(ay,...,d; +dy, ..., —dj,...,0d)
—— ~~
k J
= det(dy,..., dx ,...,—0dj,...,dy,)
) ) ) ) VR )
k J

= —det (61, R ,an).

zu (d): Es sei etwa die letzte Spalte Linearkombination der anderen Spalten. Wegen (D2)
und (D3) gilt dann:

n—1 n—1
det (al,...,an_l, E ozjaj) = E ozjdet (al,...,an_l,aj) = 0.
j=1 j=1

Wegen (d) muss man bei (e) nur noch zeigen: Rang A = n impliziert det (A) # 0. Dazu
bringen wir A durch elementare Spaltenumformungen (analog zu Zeilenumformungen, nur
fir Spalten statt fiir Zeilen) auf die Gestalt der Einheitsmatrix I,,. Dabei wird nach (D2)
(fiir l;j = 0) und (b) und (c) det (A) nur mit Zahlen # 0 multipliziert. Wegen (D1) ist
schlieBlich det (1,,) = 1 # 0. O

13
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17.3. Der Fall n = 2: Es gilt

d
denn die Eigenschaften (D1) und (D3) sind klar, und (D2) ist leicht.

det ( CCL b > =ad — be (das ist das 6 aus Beispiel 15.16, HM 1),

Beispiele: (1) ‘ _24 _63 ‘ =2-6—(—3)(—4) = 0, die Matrix ist nicht regulér.
/1: _4 . . . . . .
(2) 0 —1 ‘ =i-(—1) —(—4) -0 = —i, die Matrix ist regulér.

17.4. Der Fall n = 3: Es gilt

v ow
Yy z

u w
r Zz

u
T

S o

SIS

+c

¢ v

w|=a ‘—avz+bw$+cuy—awy—buz—cvx.
r Yy z
(D1) ist klar, (D2) ist leicht. (D3) braucht eine Fallunterscheidung, die wir unten im all-
gemeinen Fall durchfiihren.

Die Regel von Sarrus gilt fiir n = 3, aber nicht fir n > 4!

Schema:
a b c
wlu v w|u
y zlz y z|x ¥y
v NN N\
- - - + o+ o+
Beispiel:
1 00
4 2 0|=1-2-3+0-0-6+0-4-5-0-2-6—-0-4-3—1-0-5=6.
6 5 3

17.5. Der allgemeine Fall: Gegeben sei die Matrix A € K"*" mit den Eintrégen a,y.
Fiir jedes k € {1,...,n} bezeichne Ay, € K®~D*(=1 diejenige Matrix, die aus A durch
Streichen der ersten Zeile und der k-ten Spalte entsteht.

Man hat die folgende Formel, die das Berechnen von det (A) auf das Berechnen der Deter-
minanten kleinerer Matrizen zuriickfiihrt:

n

det (A) =) (=1)"ajedet (Ayy).

k=1

Fiir n = 3 steht hier gerade die Formel aus 17.4, fir n = 2 diejenige aus 17.3.
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Beweis. (D1) ist klar, und (D2) ist nicht so schwer. Zum Beweis von (D3) seien zwei Spalten
von A gleich, etwa die ko-te und die ki-te, wobei ky < kq. In der Summe verschwindet dann
det (Ayg) fir alle k & {ko, k1}, da in diesen Ay, zwei Spalten gleich sind (weder die ko-te
noch die kj-te sind gestrichen worden). Also ist

det (A) = (=1 gy, det (A, ) + (1) ayy, det (A, ).

Hierbei ist aix, = a1, nach Voraussetzung. Wir erhalten Ay, aus Aj,, indem wir durch
sukzessives Vertauschen benachbarter Spalten die k1 — 1-te Spalte (von Ayg,) an die ko-te
Stelle bringen. Dazu brauchen wir ky — 1 — kg = k1 — kg — 1 Vertauschungen. Also ist

det (Apg,) = (—1)" " 0~ det (A, ).

]
d 0 0 0
x dy 0 0
Beispiel: Ist A € K" von der Form x % 0 |, also eine wuntere
* ok do—1 O
* % * d,
Dreiecksmatriz, so gilt det (A) =dy - dy - ... d,.

17.6. Determinantenentwicklungssatz: Die Formel in 17.5 nennt man FEntwicklung
von det (A) nach der ersten Zeile von A = (aji);k. Mit denselben Argumenten kann man
det (A) nach einer beliebigen Zeile oder Spalte entwickeln:

Fiir jedes 1 € {1,...,n} gilt

n n

det (A) =Y (=1 agdet (Ay) = (=1) ajdet (Ay),

k=1 j=1

wobei A € KM=Dx(=1) die Matrix bezeichne, die aus A durch Streichen der j-ten Zeile
und der k-ten Spalte entsteht.

Beispiel: Man entwickelt moglichst nach einer Zeile oder Spalte mit vielen Nullen, hier
z.B. nach der zweiten Spalte:

g’:2~(2-7—3~6):—8.

[ )

4 5 2 3
ool a2 2o

(SRS V)
o NN O
~ Ot W
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17.7. Das Signum einer Permutation: Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung
o:{l,...,n} — {1,...,n}. Die Menge S, aller Permutationen von {1,...,n} hat genau
n! Elemente.

Eine Permutation o € S,, schreibt man zweckméfigerweise (0(11) 0(22) o U("n)) oder auch nur
(0(1),0(2), ... o(n)).
Fiir eine Permutation o € S,, definiert man das Signum (oder Vorzeichen) sgno von o

durch () — o)
15—

sgno = —
J—1

1<j

Das Produkt hat genau (}) = n(n — 1)/2 Faktoren.

Bemerkung: (a) Es gilt stets sgno € {1, —1}, genauer ist sgno = (—1)", wobei m die
Anzahl der Paare (i, j) mit 4,j € {1,...,n} und i < j, aber o(i) > o(j) ist.

(b) Fiir 0,7 € S,, gilt sgn (0 o 7) = sgn (o)sgn (7). Das folgt aus

o(7(j)) —o(r(@)) _ o(r(h)) —a(r(@)) 7(j) —7(i)
J— 7(j) — 7(3) J—t
Beispiele: (1) Vertauscht 7 € S, gerade zwei bestimmte Zahlen aus {1,...,n} (eine solche
Permutation heiit Transposition), so gilt sgn7 = —1, denn: Vertauscht 7 etwa die Zahlen

ip < i1, so sind die Paare (i,7) mit ¢ < j und o(i) > o(j) gerade (ip, k) und (k,4;) mit
ip < k < i1 und (ig,71). Das m in Bemerkung (a) ist also ungerade.
(2) Lésst sich o als Hintereinanderausfiihrung von Transpositionen 7, 7o, . . ., 73, schreiben

(dies ist tatséchlich fiir jede Permutation der Fall), so ist sgno = 1 fiir gerades m und
= —1 fiir ungerades m. Das m ist dabei nicht eindeutig bestimmt!

yn =4, 0 = (2,3,4,1): Es ist sgnoc = —1, zB da man durch drei Transpositionen
ie 1 nach vorne bekommt. Oder da die Paare (i,j) mit i« < 7 und o(i) > o(j) gerade

(3
di
(1,4),(2,4),(3,4) sind.

17.8. Die Leibnizformel fiir Determinanten: Gegeben sei die Matrix A € K"*" mit
den Eintragen a;,. Dann gilt

det (A) = Z SEN O - A14(1)026(2) - - - Ano(n)
UGS’FL

(ohne Beweis). Ebenfalls ohne Beweis:

Folgerung: Fiir A € K" gilt det (AT) = det (A).

16

Ende Di
02.05.17



S
i

*

*

0 d2 *

Beispiel: Ist A € K"™*" vonder Form | (o ¢ x|, also eine obere Dreiecks-
0 O dpq  *
0 O 0 d,

matriz, so gilt det (A) =dy -dy - ... - d,.

17.9. Determinantenmultiplikationssatz: Fiir beliebige A, B € K"*" gilt
det (AB) = det (A) det (B).

(ohne Beweis).

Insbesondere gilt fiir eine regulidre Matrix A: det (A™1) = 1/det (A).

Interpretation: Die Matrix B habe die Spalten 51, e ,Z;n. Der von diesen Spalten aufges-
pannte Spat hat das (mit Vorzeichen versehene) Volumen det (B). Dieser Spat wird von
der zur Matrix A gehorenden linearen Abbildung ¢4 : R" — R", ¥ — AZ auf den von
den Spalten Aby, ..., Ab, der Matrix AB aufgespannten Spat mit (vorzeichenbehaftetem)
Volumen det (AB) abgebildet.

Bildet man also mit der zur Matrix A gehorenden Abbildung einen beliebigen Spat ab, so

muss man dessen (vorzeichenbehaftetes) Volumen mit det (4) multiplizieren.

17.10. Die Cramersche Regel fiir lineare Gleichungssysteme: Gegeben sei ein
lineares Gleichungssystem AZ = b, wobei b € K" sei und A € K™ die Spalten
ai,...,a, € K" habe. Wenn die Matrix A regulér ist, so hat das Gleichungssystem eine
eindeutige Losung @ = (21,2, ...,2,) € K", wobei fiir jedes j € {1,...,n} gilt:
x; =det (ay,..., b ... dy,)/det (A).
J

Zur Berechnung der j-ten Komponente z; der Losung muss man also die j-te Spalte von
A durch den Vektor b ersetzen, die Determinante berechnen und durch die Determinante
von A dividieren.

Beweis. Wir haben b = >, 1idy, also ist wegen (D2):

n
det (@y,..., b ,...,c?n)zz;xldet(al,..., Qo).

J = j

Wegen (D3) bleibt rechts nur der Summand fiir [ = j stehen, dh z;det (A). O

17



17.11. Eine Formel fiir die inverse Matrix: Sei A € K"*" regular mit Spalten
ai,...,d, € K". Geht man zur Berechnung von A~ wie in 15.16 (HM I) vor und ver-
wendet die Cramersche Regel 17.10, so erhalt man

n

1
o (aa)
det(A)( et (@, ’\/'k’ @n) k=1

J

Die Formel fiir n = 2 in Beispiel 15.16 (HM I) ist ein Spezialfall.

17.12. Orientierung: Die Idee in 17.1 war, dass det (51, . ,gn) das mit Vorzeichen verse-
hene Volumen des von by, . . ., b, € R" aufgespannten Spates beschreibt. Wegen (D2) (und
(D1)) nimmt det auch negative Werte an. Das eigentliche Volumen ist |det (b, . .., b,)]-
Aber auch das Vorzeichen von det (by, . . ., b,) tragt Information.

Zwischenspiel: Ist V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und ¢ : V' — V eine lin-
eare Abbildung, so kann man ¢ eine Determinante det ¢ zuordnen, indem man eine Basis

b1, bo, ..., b, von V wahlt, die Abbildung ¢ bzgl. dieser Basis durch eine Matrix A darstellt
und det ¢ := det (A) setzt.

Ist namlich Ci,...,Cy €ine weitere Basis von V, so erhalten wir die Darstellungsmatrix
A von @ bzgl. dleser Basis als A = S~ LAS, wobei S die Darstellungsmatrlx der Identitét
V — V ist, wenn man “vorne” die Basis ¢y, ..., ¢, und “hinten” die Basis bl, .. b nimmt.
Wegen 17.9 ist dann

det (A) = det (S~")det (A)det (S) = det () det (A)det () = det (A) = det ¢,

dh die Definition ist unabhangig von der Wahl der Basis.

Definition: Eine bijektive Abbildung ¢ : V' — V heifit orientierungstreu, falls det ¢ > 0
ist, und orientierungsumkehrend, falls det o < 0 ist.

Eine geordnete Basis 51, 52, 53 von R3 heilt Rechtssystem, falls det (51, 52, 53) > () ist. Meist

ist dabei 51, 52, 53 eine Orthonormalbasis.

Satz: Tst bl, bg, bs ein Rechtssystem in R? und ¢ : R — R3 orientierungstreu, so ist auch
©(b1), p(b2), ©(bs) ein Rechtssystem.

Beispiel: €, 5, €3 ist ein Rechtssystem, €7, €3, €5 ist kein Rechtssystem.
17.13. Das Kreuzprodukt (Vektorprodukt) im R3: Fiir zwei Vektoren ¥ =
(11, 22,73), 7 = (y1,v0,93) € R3 ist das Kreuzprodukt ¥ x § € R? derjenige Vektor, der

senkrecht auf ¥ und ¥ steht, dessen Lange der Flacheninhalt des von & und ¢ aufgespan-
nten Parallelogramms ist und fiir den det (7, ¢, ¥ X ) > 0 ist.

18



Ende Do
Hieraus ergeben sich folgende Rechenregeln: 04.05.17

0) Zxy=—-yxz.
(1) & x €y = €3, allgemeiner €y(1) X €5(2) = SgN 0 €,(3) fiir jede Permutation o € S3 (denn
det (é:,(l), 50(2), 50(3)) = sgn (7).

(2) (a4 p) X § = (T X §) + B( X §) und T X (o + 52) = (& X §) + B(Z x 2) fiir alle
a,f € Rund 7,0, 7, 7 € R3, dh das Kreuzprodukt ist linear in jeder Komponente.

(3) Fiir alle Z, 7 € R und a € R gilt

TXY=T X (§+aZ) = (Z+ay) X ¥,
dh man kann zu einer Variablen ein Vielfaches der anderen dazuaddieren.
(4) Es gilt ¥ x § = 0 genau dann, wenn &, 7 linear abhéngig sind.

Anwendung Lorentzkraft: Eine in einem Magnetfeld der Flussdichte B mit der
Geschwindigkeit v bewegte elektrische Ladung ¢ erfahrt die Lorentzkraft

F =q(7x B)
und wird dadurch abgelenkt (zB — Elektromotor). Das durch ¢ und B aufgespannte Pa-

rallelogramm hat den Flicheninhalt ||7]||| B||| sin ¢|, wobei ¢ der Winkel zwischen @ und B

ist. Die groBite Kraft wirkt somit, wenn ¢ und B zueinander senkrecht sind. Sind hingegen
v und B parallel, so ist F' = 0 und es wirkt keine Kraft.

Berechnung: Man berechnet Z x ¢ formal tiber eine Determinante

51 52 e T2 — I3Y2

- 3 Ty T3 | o Ty T3 | o Ty T2 | o 93 3y

IXY=|2x1 Ty T3 |= — €3 = T3Y1 — T1Y3
Y2 Y3 Y1 Y3 vy Y2

i Y2 Y3 T1Y2 — T2l

Begriindung: Bezeichnet man die rechte Seite mit 2, so sieht man leicht (2]7) =
det (Z,Z,9) = 0 und (2]y) = det (¥, 7, y) = 0 ein. AuBerdem ist

To X3 | T3 T1 To
det (7.7.2) =det (7, 7,9) = | | %2 #1198 SR BT =z >0
Y1 Y2 Ys

Der Flacheninhalt a des von &,y aufgespannten Parallelogramms ist gegeben durch
a = ||Z||||7]|| sin |, wobei ¢ der von Z und ¥ eingeschlossene Winkel ist. Wegen (Z]y) =
| Z]|||7]| cos ¢ erhalten wir

o = |721712 (1 ~ cos? ) = 7127 ~ (#15)*

19



Nun rechnet man nach, dass

1211 + (@19)* = 12 171)*
gilt (zur Ubung empfohlen).
Beispiel:

2 ~1 2 ~1 (-1)-3-2-5
g=-1],9=| 5 |, zxg=| -1 |x[ 5 |=| 2-(-1)-2-3
2 3 2 3 2.5—(=1)- (1)

Warnung: Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ! So ist zB

— — — — —

(€1X€2)X62: 3 X €y = —€1, €1X<€2Xe_’2>:_’1x6:6‘

17.14. Das Spatprodukt: Fiir 7,7, 2 € R? heifit (7 x ¢) - 2 = (& x y]Z) das Spatprodukt
von &, 1, Z.

Satz: Es gilt (¥ x ¢) - 2= det (2,7, 2).

Beweis. Man weist fiir die linke Seite die Eigenschaften (D1)-(D3) der Determinante nach.
O
Beispiel: |7 x 7||? = (¥ x ¢) - (£ x §) = det (Z,7,7 x ) (vgl. die Begriindung oben).
Anschaulich ist das auch klar, da det (Z, ¢, ¥ x ) das Volumen des aufgespannten Spates
ist, welches man wegen der Orthogonalitdt von ¥ x i auf dem durch 7,y aufgespannten
Parallelogramm als Produkt von ||Z x || mit der Parallelogrammflache erhélt.

Sind 7, i/ linear unabhingig, so ist Z, ¥/, T X ¥ eine Basis von R? und zwar ein Rechtssystem.

Eine Basis 7,7, 7 von R3 ist genau dann ein Rechtssystem, wenn Z auf derselben Seite der
durch 7,y aufgespannten Ebene liegt wie Z X /.
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18 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

18.1. Eigenwerte und Eigenvektoren: Sei A € K"*". Ein A € C heifit Eigenwert von
A, falls es ein 7 € C" \ {0} gibt mit

AT = \Z.
Jedes solche ¥ heifit Eigenvektor zum Eigenwert X (von A).

Der Eigenraum von A zum Eigenwert X ist
E (N ={2 € C": AZ = \7}.
Er besteht aus 0 und allen Eigenvektoren von A zum Eigenwert .

Sei V' ein C-Vektorraum und ¢ : V' — V linear. Ein A\ € C heifit Eigenwert von ¢, falls es
einv € V' \ {0} gibt mit

e(v) = Av.
Jedes solche v heifit Eigenvektor zum Eigenwert A (von ). Den Eigenraum definiert man
entsprechend.

Beachte: 0 ist kein Eigenvektor!

Beispiele: (1) 1 ist der einzige Eigenwert von 1,,.

d, 0 0
(2) Die Diagonalelemente dy,ds, ..., d, einer Diagonalmatrix D = 0
: L0
0 --- 0 d,
sind Eigenwerte von D. Fiir j = 1,...,n ist der j-te Einheitsvektor €; ein Eigenvektor zum

Eigenwert d;.

0

(3) Die reelle Matrix A = ( 1

_01 > hat den Eigenwert ¢ mit Eigenvektor (i)

Wir betrachten von nun an komplexe Matrizen.

18.2. Bemerkungen (geometrische Vielfachheit): Sei A € C"*". Dann gilt:

(a) Ein A € C ist Eigenwert von A genau dann, wenn Kern (A — M,,) # {0} ist. In diesem
Fall ist F4(A) = Kern (A — AI,).

(b) Zu jedem Eigenwert A von A ist E4(\) ein Untervektorraum von C" mit m :=
dim (E4 (X)) > 1. Die Zahl m heilt geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A.

(c) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

(d) Sind Ay, ..., \x die verschiedenen Eigenwerte von A, so gilt £ < n und

dim (E4(\1)) + dim (Ea(A2)) + - .. + dim (Ea(\)) < n,
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dh die Summe der geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von A ist
hochstens n.

Beweis. (d) folgt aus (c). (¢) zeigt man durch Induktion nach der Anzahl k verschiedener

Eigenwerte. Der Induktionsanfang k£ = 1 ist klar. Fiir den Induktionsschritt seien
A1, ..., Agr1 verschiedene Eigenwerte mit zugehorigen Eigenvektoren & T, - , Try1. Zum Be-
weis von deren Unabhéngigkeit seien aq, ..., a1 € C mit Zk+11 ;T = O Durch Multi-

plikation mit A bzw. mit Ay, folgt

k+1 k+1 k+1

0= E OéjAl‘j: E O-/j)\jxj und 0= E aj)\k+1xj.
J=1 J=1

i=1

Durch Differenzbildung erhalten wir

k1 k
Z (g = Mea)T5 = Y (g = M)
=1 j=1

Nach Induktionsvoraussetzung ist dann o;(A; — Ap1) =0 fir j =1,...,k, also a;; = 0 fiir
Jj=1,...,k wegen \; # Ai41. Schliellich folgt auch a1 = 0 wegen 741 # 0. [

Beispiel: Die Matrix A aus Beispiel 18.1(3) hat genau die Eigenwerte i, —i und es gilt
Ea(i) =1in{(})}, Ea(—i) =1lin{(,)}. Die geometrische Vielfachheit von i und —i ist also
jeweils 1.

18.3. Charakteristisches Polynom und algebraische Vielfachheit: Sei A € C"*"
eine Matrix. Das charakteristische Polynom x4 von A ist gegeben durch

pa(A) =det (A —\,,), XeC.

Das charakteristische Polynom ist ein Polynom vom Grad n (wg. 17.8).

Ein A € C ist Eigenwert von A genau dann, wenn A Nullstelle von p4 ist (vgl 17.2(e) und
18.2(a)).

Definition: Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes A von A ist die Vielfachheit
von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms p4.

Bemerkung: Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes ist immer < seiner alge-
braischen Vielfachheit.

Sind Aq, ..., Ay die verschiedenen Eigenwerte und mq, ms, ..., my die jeweiligen algebrais-
chen Vielfachheiten, so gilt m; +mg + ... +my = n (vgl. 5.4, HM I).

Beispiele: (1) Der Eigenwert 1 von I,, hat algebraische und geometrische Vielfachheit n:
Esist £y, (1) = C" und py, (A) = det (I, — AL,,) = (1 — \)™.
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(2) In Beispiel 18.2 haben ¢ und —i jeweils algebraische und geometrische Vielfachheit 1.

Es ist pa(A) = det ( ? :i ) =224+ 1=\—9)(\+1).

(3) Der Eigenwert 1 der Matrix A = (1)
geometrische Vielfachheit 1: Es gilt pa(A) = (1 — X)? = (A — 1)?2 und E4(1) =

Kern ( 8 (1) > =lin{(;)}.

1 > hat algebraische Vielfachheit 2 und

18.4. Ahnliche Matrizen: Zwei Matrizen A, B € C™" heifien dhnlich, falls es eine
regulidre Matrix S € C™*" gibt mit B = S7'AS.

Bemerkung: (a) Es gilt dann A = SBS™!, denn

SBS' = S(STTAS)S™t = (SSTH) A(SS7Y) = A,
=1 =1

dh auch B, A sind dhnlich.

(b) Sind A, B ahnlich und B, C éhnlich, so sind auch A, C' dhnlich, denn B = S~'AS und
C = R™'BR implizieren

C=R'STASR = (SR) 'A(SR)

und mit S und R ist auch SR regulér.

(¢) Ahnliche Matrizen haben dieselbe Determinante und dieselben Eigenwerte mit densel-
ben algebraischen und geometrischen Vielfachheiten. Ist namlich B = S~1AS, so gilt

det (B) = (det (S)) 'det (A)det (S) = det (A)
und
pe(\) =det (STTAS — A1) =det (S™H(A — AI)S) = det (A — XI) = pa(N).

Also sind Eigenwerte und algebraische Vielfachheiten gleich. Weiter gilt fiir jeden Eigenwert
A von A:

Ea(\) = {f€C: A7 =\i} = {F € C": STAT = \S~'7}
= S{yeC": 8 ASy = \y}) = S(Ep(N),

S
B

wobei wir ¥ = Sy geschrieben haben. Umgekehrt gilt Ez(\) = S~ (Ea(N)). Da S reguldr
ist, haben F4(\) und Eg()) dieselbe Dimension.
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Skizze:

c 4 cr
S 1 LS
c 2 cr

Man kann die Skizze so interpretieren, dass die zur Matrix A gehorige lineare Abbildung
Z — AZ in der durch die Spalten der regularen Matrix S gegebenen Basis durch die Matrix
B dargestellt wird.

1 3 0 2 1
bl ) und S7'AS = B. Also sind A, B dhnlich.

Beispiel: Sei A = ( 31 ) und B = ( 40 ) Die Matrix § = ( ! _11 ) ist regular.

. -1 _ 1
Es gilt S —2(1 1

Ist w4 die lineare Abbildung ¥ — AZ, so wird ¢ bzgl. der Basis G), (711) durch die Matrix

B dargestellt, dh ¢ streckt in Richtung von (}) um den Faktor 4 und in Richtung (_11) um
den Faktor 2.

Anwendung: Gegeben sei das lineare Differentialgleichungssystem

#(t) = 3w(t) +y(),
y'(t) = w(t)+3y().

Setzt man (Z(t)) =5t (2(?), so erhilt man

't "(t t t
(ul( )) — S—l (x,( )) — S—lA(x( )) — S—IAS (U( ))’
v'(t) y'(t) y()) > \o(t)
also das entkoppelte System «'(¢t) = 4u(t), v'(t) = 2v(t), welches sich leicht 16sen lasst:
u(t) = ae®, v(t) = be?. Die Losungen des urspriinglichen Systems erhdlt man dann durch

i) =5(n) = (oo ") vem

Die eindeutige Losung zum Anfangswert (?‘jggg) = ((1)) ist wegen (ng) = (é) <~ a=0b=

1/2 also gegeben durch z(t) = (e + €**)/2, y(t) = (e* — e*)/2 fir t € R,

18.5. Die Spur einer Matrix: Fir A = (aj;);, € C**" definiert man die Spur von A
durch

n

Spur(A) = Z aj;,

Jj=1

dh als Summe der Diagonaleintrage.
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Satz: (a) Fir A,C € C"*" gilt Spur(AC) = Spur(CA).

(b) Ahnliche Matrizen haben dieselbe Spur.

(¢) Ist pa(N) = (=1)"A" 4+ a1 A" ' 4+ ... + a1\ + ao das charakteristische Polynom der
Matrix A € C"™" so gilt a,_1 = (—1)""!'Spur(A) und ao = det (A).

Beweis. (a) Gilt C' = (cgi)u, so ist AC = (3 ;_, ajucr); und CA = (Z;;l 1@k )ik, also

n

Spur(AC) = 2”: <Zi:ajkckj) = Z (ickjajk) = Spur(CA).

j=1 k=1
(b) Unter Verwendung von (a) gilt fiir eine regulare Matrix S:
Spur(S~tAS) = Spur(SS~A) = Spur(A).
=C

(¢) ap = pa(0) = det (A —0-1) = det (A). Aussage iiber a,,_; ohne Beweis (n = 2 siehe
unten, man kann einen Induktoinsbeweis thren und z.B. det (A — AI) nach der ersten Zeile
entwickeln). O

.. e 4 (ad :
Beispiel: Fiir A = ( e d > gilt

a— A b

pal) =10 g

‘:ad—bc— (a+d) X+ M\
—— \ ,
=det(A) =Spur(A)

Hier sind die Eigenwerte von A sogar durch det A und Spur A eindeutig bestimmt.

18.6. Diagonalisierung von Matrizen: Eine Matrix A € C™*" heiflt diagonalisierbar,
falls sie dhnlich zu einer Diagonalmatrix D ist, dh falls es eine regulare Matrix S € C**"
so gibt, dass ST'AS eine Diagonalmatrix ist.

Beispiel: Nach dem Beispiel in 18.4 ist A = ( 3 1 > diagonalisierbar.

1 3

Bemerkung: Auf der Diagonalen von D miissen dann die Eigenwerte von A stehen, gemafl

d 0 - 0

ihrer algebraischen Vielfachheit wiederholt. Ist namlich D = 0 ' C , SO ist
P (|
0 --- 0 d,

jedesd € {d; : j =1,...,n} ein Eigenwert von D mit algebraischer Vielfachheit = Anzahl
der j € {1,...,n} mit d; = d. Der Eigenraum zu d ist

Ep(d) =Kern (D —dI) =lin{e; : j € {1,...,n},d; = d},
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also stimmt die geometrische Vielfachheit von d mit der algebraischen Vielfachheit tiberein.

Satz: Eine Matrix A € C™*" ist genau dann diagonalisierbar, wenn fiir jeden Eigenwert
von A geometrische und algebraische Vielfachheit iibereinstimmen.

Eine entsprechende Matrix S erhélt man folgendermaflen: Man wahle in jedem Eigenraum
eine Basis und schreibe die Vektoren als Spalten 51, 33, ..., 5, in eine Matrix S. Ist A; der
Eigenwert zum Eigenvektor 5}, so erhalt man AS = SD, wobei D die Diagonalmatrix mit
A1, Ag, ..., A, auf der Diagonalen ist (die Matrix SD hat die Spalten A157, AaSa, ..., A\pSy).

Die Matrix S ist reguldr und es ist S™*AS = D. Ende Di
09.05.17
2 11
Beispiel: Wir betrachten A= | 1 2 1 |. Es gilt
11 2
2—X 1 1
paA)=det(A-X)=| 1 2-Xx 1 |=-A=-4)N-1)%
1 1 2-A

also ist 4 Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 1, und 1 ist Eigenwert mit algebraischer
Vielfachheit 2. Fiir die Eigenrdaume gilt

-2 1 1 1
E4(4) = Kern 1 -2 1 =lin{| 1 |}
1 1 =2 1
1 11 1 0
Es1)=Kern [ 1 1 1 | =lin{| 0 |, I
1 11 -1 -1

dh fiir jeden Eigenwert von A sind algebraische und geometrische Vielfachheit gleich und
A ist diagonalisierbar. Wir setzen

1 1 0
S = 1 0 1
1 -1 -1
und erhalten
1 1 1 1 4 0 0
S—lzg 2 -1 -1 und S7'AS=1] 01 0
-1 2 -1 0 01

Bemerkung: Folgende Eigenschaften sind ebenfalls dquivalent zur Diagonalisierbarkeit
von A € C™™:
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(a) A hat n unabhéngige Eigenvektoren, dh C™ hat eine Basis aus Eigenvektoren von A.
(b) Die Summe der geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von A ist n.

Folgerung: Hat die Matrix A € C™*™ n verschiedene Eigenwerte, so ist sie diagonalisierbar
(dann ist ndmlich fiir jeden Eigenwert algebraische und geometrische Vielfachheit = 1).

18.7. Symmetrische und hermitesche Matrizen: Eine Matrix A € R™" mit A = AT
heilt symmetrisch. Eine Matrix A € C™™ mit A = A* heifit hermitesch oder selbstad-
Jungiert.

Beispiele: Die Matrix A € R?*? aus dem Beispiel in 18.4 ist symmetrisch. Die Matrix

0 —2¢ \. )
(22. 0 )15‘5 hermitesch.

Satz: (a) Eine hermitesche Matrix A hat nur reelle Eigenwerte. Die Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten sind paarweise orthogonal.

(b) Jede hermitesche Matrix A 148t sich diagonalisieren, wobei die Matrix S unitér, dh
mit S* = S~!, gewihlt werden kann. Fiir reelle symmetrische Matrizen kann S € R™*"
orthogonal, dh mit ST = S~! gewihlt werden (ohne Beweis).

Beweis. zu (a): Fiir jedes ¥ € C™ gilt

(AZ|Z) = (Z|A*TF) = (¥|AX) = (AZ|Z), dh (AZ|Z) € R.
Sei A ein Eigenwert von A und 7 ein zugehériger Eigenvektor. Dann gilt
(AT7]T)

|71

M|Z)|? = (\F|7) = (AZ|Z) € R, also A = €R.

Ist u # X ein weiterer Eigenwert mit Eigenvektor ¢, so gilt
AZ|y) = (AL]y) = (AZ]y) = (£]AY) = (Z]py) = p(Z]y),

also (Z]y) = 0 wegen \ # p. O
Beispiele: Die symmetrische Matrix ( ? il)) ) lasst sich durch die orthogonale Matrix

\/Li ( 1 _11 ) diagonalisieren (siehe 18.4 und 18.6).

211
1 21
11 2

angegebene Matrix S ist nicht orthogonal. Hier reicht es nicht, die gefundenen Eigen-
vektoren auf Lénge 1 zu bringen, da die beiden Eigenvektoren zum Eigenwert 4 nicht

Die Matrix A = aus dem Beispiel in 18.6 ist symmetrisch, die dort
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orthogonal sind. Wir kénnen aber das Gram-Schmidt-Verfahren verwenden und setzen

o1 (! 1 é
§ = — , h = —= :
V31 2\
) 0 0\, . 0 ! L[ 1
g=| 1 —< 1 )a={ 1 ]-51 0 )=5{ 2 |
1 1 1 1 1
o1 (7
S3 i\— ——= 2

Die Matrix mit den Spalten §, 55, 53 ist orthogonal und diagonalisiert A.

Bemerkung: Allgemeiner gilt, dass sich eine Matrix A € C"*" genau dann unitar diago-
nalisieren 1at, wenn sie normal ist, dh genau dann, wenn AA* = A*A gilt.

Es sei noch der folgende tiefliegendere Satz angegeben:

18.8. Satz (Jordan-Normalform): Zu jeder Matrix A € C"*" gibt es eine reguldre
Matrix S so, dass S~1AS die folgende Blockmatrix-Struktur hat

J, 0 - 0
stas=g=| " "
e o 0
0 0 J
wobei jedes J; (Jordanblock) die Gestalt
A1 0 0
0
Jj = . 0
A1
0 0 A

hat, dh auf der Hauptdiagonalen steht bei J; ein Eigenwert, auf der Nebendiagonalen
stehen Einsen.

Insgesamt stehen in der Jordannormalform J auf der Diagonalen die Eigenwerte von A,
gemaf ihren Vielfachheiten wiederholt und auf der Nebendiagonalen stehen nur Einsen
und Nullen. Dabei ist die Anzahl der Einsen gerade n minus die Summe der geometrischen
Vielfachheiten aller Eigenwerte.
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Bemerkung: Die Spalten der Matrix S erhélt man hier durch eine geeignete Wahl von
Basen in den Hauptrdumen Kern ((A — AI,,)"), wobei A die Eigenwerte von A durchlauft.

)
010

Beispiel (zum Hauptraum): Sei A = | 0 0 1 |. Dann gilt ps(A\) = =3, dh 0 ist
0 00

—_

und A3 = 0,

o O O
o O

0

einziger Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 3. Es gilt A? = ( 0
0

= 3.

also dim Kern (A) = 1, dim (Kern (A?%)) = 2 und dim (Kern (A3%))

Folgerung: Sei A € C™" und seien i, Ag,...,\, die Eigenwerte von A, wobei jeder
Eigenwert gemafl seiner algebraischen Vielfachheit wiederholt sei. Dann gilt

det (A) =det (J)=A;-Ay-...- A\, und Spur(A) =Spur(J) =X\ + A+ ...+ Ay,

dh det (A) ist das Produkt der Eigenwerte und Spur (A) ist die Summe der Eigenwerte.
. . 3 -1 . ,
Beispiel (zur Jordan-Normalform): Sei A = L1 ) Dann gilt p4(A) = (A —2)?, also

ist 2 Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 2. Weiter ist
1 -1 . 1
E4(2) = Kern (A — 2I) = Kern ( 1 —1 ) zhn{< 1 )},

also hat der Eigenwert 2 die geometrische Vielfachheit 1 und §; := (}) ist Eigenvektor.

Nun sucht man einen Vektor § mit (A — 27)§, = §; und findet s, = ((1)) Sei nun S die
Matrix mit den Spalten s}, §5. Dann haben wir

(11 L (0 1 e (21
=(1a) (V) see(0)

wobei die Jordan-Normalform hier nur einen Jordan-Block hat.

18.9. Definitheit reller symmetrischer Matrizen: Sei A € R"*" symmetrisch und
q:R" = R, ¥+ FT AZ, die zugehorige quadratische Form.

A heiit positiv definit, falls 77 AZ > 0 fiir alle Z € R™\ {0}.

A heiBt negativ definit, falls #7 AZ < 0 fiir alle Z € R™ \ {0}.

A heifit positiv semidefinit, falls fiir alle ¥ € R” gilt: #7 AZ > 0.

A heifit negativ semidefinit, falls fiir alle # € R™ gilt: 27 Az < 0.

A heiBt indefinit, falls es T, € R” gibt mit #7 AZ > 0 und §7 Ay < 0.
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Bemerkung: Ist A = (ajx);; € R™", so gilt

q(7) = 7T AZ = Z Zajkxjxk fir alle ¥ = (21,22, ...,x,) € R™

=1 k=1

31

Beispiel: Fir A = ( 1 3

> und 7 = (z1,12) € R? gilt

T AT = 307 + 2179 + 2971 + 375 = 377 + 22129 + 325 = 207 + 225 + (31 + 72)°.
Also ist A positiv definit.

Satz: Sei A € R™" symmetrisch. Dann gilt:

A ist positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind.

A ist negativ definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind.

A ist positiv semidefinit genau dann, wenn A > 0 fiir alle Eigenwerte von A gilt.
A ist negativ semidefinit genau dann, wenn A < 0 fiir alle Eigenwerte von A gilt.

A ist indefinit genau dann, wenn A sowohl positive als auch negative Eigenwerte hat.

Beweis. Seien Aq,...,\, die Eigenwerte von A (geméfl algebraischer Vielfachheit wieder-
holt). Diagonalisiere A mit einer orthogonalen Matrix S: STAS = D, wobei D die Spalten
A€, ..., An@, hat. Schreibe ¥ = Sy, wobei ¥ = (y1,...,y,). Dann ist & = 0 dquivalent zu
¥ =0 und

FTAE = §"STAST=§"Dy =) Ny}
j=1
O

Folgerung: Sei A € R?*? symmetrisch. Dann ist A indefinit genau dann, wenn det (A) < 0
ist.

A ist positiv definit genau dann, wenn det (A) > 0 und Spur(A) > 0 ist.
A ist negativ definit genau dann, wenn det (A) > 0 und Spur(A) < 0 ist.

Beispiele: Die Matrix ( ? (1) > ist indefinit. Die Matrix ( i ; > ist positiv definit. Die

1
Matrix ( ) ist negativ definit.

1 -2

Fiir groflere Matrizen kann man das folgende verwenden:
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Kriterium von Hurwitz: Eine symmetrische Matrix A = (a;);x € R™" ist positiv
definit genau dann, wenn alle Hauptunterdeterminanten positiv sind, dh wenn

ay; ... Qaim
>0

am1 --- Amm

fir alle m =1,2,...,n gilt.

18.10. Erganzung: Allgemeine quadratische Formen: Eine allgemeine quadratische
Form q : R® — R hat die Gestalt ¢(%) = 77 AZ + 2bTZ + ¢, wobei A € R™" symmetrisch
ist und b € R", ¢ € R sind.

Beispiel:

q(z1,29) = 2mqwg+4xy + 229+ 7

= (= x2)<(1) é)(i;)wm 1)<2)+7.

18.11. Ergénzung: Quadriken und Hauptachsentransformation: Sei ¢(7) = 77 A7+
2077 + c eine allgemeine quadratische Form auf dem R". Die Menge {7 € R™ : ¢(Z) = 0}
heifit Quadrik und fir n = 2 auch Kegelschnitt.

Fiir Quadriken gibt es bestimmte Normalformen.

Satz: Sei ¢(7) = 7T AT + 267 F + ¢ eine allgemeine quadratische Form auf dem R". Sei r =
Rang (A) und seien Ay, ..., A, die von Null verschiedenen Eigenwerte von A (geméaf ihrer
Vielfachheit wiederholt). Dann gibt es eine orthogonale Matrix V' € R™*™ mit det (V) = 1
und einen Vektor p' € R"™ derart, dass die Quadrik {¢ € R™ : ¢(V§ + p) = 0} durch eine
der folgenden Gleichungen gegeben ist:

=,

Z Ny;+ 8 = 0, falls Rang (Alb) = Rang(A) =r,
=1

—,

Z )\jy? +2vy, = 0, falls Rang(A|b) > Rang(A)=r.

j=1

Bemerkung: Ist im ersten Fall g # 0, so kann man durch —f dividieren und fiir jedes
j =1,...,r Zahlen a; > 0 definieren durch |\;/f5| = aj_z. Sind ¥y, s, ..., U, die Spalten
von V, so heiflen die Geraden p'+ lin{v;}, j = 1,...,r, Hauptachsen und die zugehorigen
a; Achsenabschnitte.
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0. Diagonalisiere A durch eine

Beweisidee: Im Fall » < n setze \,jqy = ... = A\, =
Dann gilt fiir jeden Vektor p' € R™:

orthogonale Matrix V mit det (V) = 1, dh VT AV = D.
Q@) = a(Vi+p) = §'VIAVG+ 20" + 7 A)VF + a(p).

Dabei ist g"VTAVY = 377, Njyi. Wir konnen den linearen Term 267 + pT AWV eli-

minieren, wenn wir p finden mit pTA = —p7, dh wenn das lineare Gleichungssystem
A(—p) = b 16sbar ist, dh wenn Rang(A|b) = Rang(A) = r gilt. Das fiihrt auf die er-
ste Gleichung.

-

Der Fall Rang (A|b) > Rang (A) = r ist komplizierter und fithrt auf die zweite Gleichung.

Beispiel: Sei A = ( _92 _62 ), b= ( __126 ), c =24 und ¢(¥) = FT AT + LT + c fiir
F= () R
Das charakteristische Polynom von A ist

I-A =2 ‘—)\2—15>\+50,

XA(A)_‘ 26— A

also hat A die Eigenwerte \; = 10 und As = 5. Die zugehorigen orthonormierten Eigen-
vektoren o7, U5 und die entsprechende Matrix V' sind

-(4) (1) ()

Das lineare Gleichungssystem —Ap = b hat die eindeutige Losung p'= (f) Damit sind die
neuen Koordinaten i = (g;) gegeben durch

()= ()3

g(p) = pTAF+ 26" F+c=—p b+ 20" F+e=bp+c=—34+24=-10

Wegen

erhalten wir als Gleichung der Quadrik in den neuen Koordinaten 10y? + 5y3 — 10 = 0,
2

also y; + %2 —1 = 0. Das ist eine Ellipse. Die Hauptachsen sind p'+1in{o; }, p+lin{>} mit

den Achsenabschnitten oy = 1 und ay = /2.
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19 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Wir schreiben Vektoren ¥ im R"™ mit den Komponenten zi,xs,...,x, als n-Tupel
T
(x1,...,2,) oder als Spaltenvektor ¥ =
Tn
x
Fiir n = 2,3 schreiben wir haufig ( 5 ) bzw. | vy
z

19.1. Konvergenz von Folgen in R": Eine Folge (Z})reny von Vektoren in R™ heifit
konvergent, falls es einen Vektor Z, € R™ gibt mit

| — Zo|| = 0 (K — o0).
Wir schreiben dann limy_,, @ = Zo oder Ty — 7o (kK — 00).

Bemerkung: Wegen [|7]|> = > " |y;|* gilt fiir eine Folge (¥4)ren in R™ mit i) =
((Zk)1, .., (Zk)n) fir jedes n € N und fiir 7, € R™

.fk—>£i"0 (k—>OO) < fur allejzl,...,n: ($k)j_>(f0)j (k-)OO)

efk

Beispiel: Sei 7}, := < Ty

)fﬁrkeN.Danngilt:E’k%(?)fﬁrk%oo.

19.2. Offene und abgeschlossene Mengen in R": Ist 7y € R” und r > 0, so heifit
K(Zy,r) ={Z e R": ||¥—Zo|| <7}

offene Kugel um Zy mit Radius 7.

Eine Teilmenge @) C R™ heifit offen, falls es zu jedem #y € @ ein (von Zy abhéngiges) r > 0
gibt mit K (Zy,r) C Q.

Beispiele: R ist offen. Offene Kugeln sind offen. Der Wiirfel (0, 1)™ ist offen.
Beweis. Wir zeigen, dass K (7, s) offen ist. Dazu sei ¥y € K(¥o,s), dh ||Zo — 90| < s.
Wir setzen r := s — ||Zp — yo|| (Idee aus Skizze) und zeigen K (7o, 7) C K (4o, s). Dazu sei
7 € K(Zy,r), dh ||Z — Zy|| < r. Dann gilt

17 = ol = |7 — T + To — Goll < (17— Zoll + |70 — Goll <7+ [I7o0 — %ll = s,

also ¥ € K(9, $). O

33



Definition: Eine Teilmenge A C R™ heifit abgeschlossen, falls R™ \ A offen ist.

Satz: Eine Teilmenge A C R” ist abgeschlossen genau dann, wenn fiir jede Folge (Z%)ren
in A, die in R™ konvergiert, der Grenzwert limy 7'y wieder zu A gehort.

Beweis. Sei A abgeschlossen, also R™\ A offen. Sei (7)) eine Folge in A mit 7y — 7y € R™.
Wenn Zy € A, so finden wir £ > 0 mit K(Zp,e)NA = (). Wegen z;, € A fiir alle k € N liegen
dann aber in K (&, ¢) iiberhaupt keine x; im Widerspruch zu &), — Zy. Also gilt #y € A.

Sei andererseits A nicht abgeschlossen, dh R™ \ A nicht offen. Dann finden wir 7y ¢ A
so, dass fir jedes r > 0 gilt A N K(Zy,r) # 0. Wir finden dann zu jedem k € N ein
T € AN K(%y,1/k). Es ist dann (Z)ren eine Folge in A mit &) — 7y € A. O

Beispiele: R" ist abgeschlossen. Endliche Mengen sind abgeschlossen. Abgeschlossene
Kugeln
{Z eR": || & — 2| <7}

sind abgeschlossen.

19.3. Stetigkeit von Funktionen: Sei D C R" nichtleer und f : D — R™ eine Funktion.

Dann gibt es Funktionen fi,..., f,, : D — R, die Komponentenfunktionen von f mit
fl(f) fl(xlw"vxn)

(&) = flzr,... z0) = : = : fir alle 7 = (z1,...,2,) € D.
fm(Z) fm(x1, .. xp)

Definition: Die Funktion f heiit stetig in &y € D, falls fiir alle Folgen (&% )ken, in D mit
Ty — o gilt: f(Zy) = f(Zo).

f heift stetig in D, falls f in jedem Zy € D stetig ist.

Definition: Ein 7y € R™ heifit Haufungspunkt von D, falls es eine Folge (&) )gen in D\ {Zo}
gibt mit ¥, — 7y fir k — oc.

Sei ¢ € R" und 7y € R” ein Haufungspunkt von D. Wir schreiben

lim f(7) = ¢,

T—T0
falls f(Zy) — C fiir jede Folge (Z%)ken in D, die gegen ¥y konvergiert. In diesem Fall ist ¢
eindeutig bestimmt.
Wie in HM T gilt dann auch hier: f : D — R™ ist genau dann in D stetig, wenn fiir alle
Zo € D, die Haufungspunkt von D sind, gilt:

lim f(7) = f(%o)-

f—>fo
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/2 a2
Beispiel: Sei D := {(z,y) €e R? : 2 > 0} und f: D — R?, f(z,y) = ( arctzn—(zax) )

Dann ist f in D stetig: sei (z9,%0) € D und ((zx, yx))ren eine Folge in D mit x — o,
Yr — Yo. Dann gilt auch /22 + y2 — /22 + y2 und (wegen z¢ > 0 und der Stetigkeit von
arctan) arctan(yg /) — arctan(yo/zo). Also f(xk, yr) — f(xo, yo)-

Bemerkung: Wegen 19.1 ist f stetig in Zy (bzw. in D) genau dann, wenn jede Kompo-
nentenfunktion f;, j =1,...,m, stetig in 7y (bzw. in D) ist.

. 2 42 0,0)
Beispiele: (1) Sei f : R? - R, f(x,y) = /(@ +y7) s (wy) £ 0, .
piele: (1) Sei f fl@9) { 0 (z,y) = (0,0)
Punkt (z,y) # (0,0) stetig. f ist aber in (0,0) nicht stetig, denn fir zx =y, = 1/k gilt

f ist in jedem

Fom) = b = 2 40 (k=)
T, Yk ) = —5 — = D).
207 2
f@®+y?) L (a,y) #(0,0)
2) Sei f: R2 = R, fla,y) = oyl y 1 ) wobei 8 > 1. Die
(2) 5t ] fey) 0 wy) = (0,0 ’
Funktion ist in jedem Punkt (z,y) # (0,0) stetig. f ist auch (0,0) stetig, denn wegen

lzy| < (2 +y?)/2 gilt

ly|Pt 2|xy| 5.1
= el A B 250 (y—0).
|f(z,y)] T lyl”=/ (y —0)

(3) Sei ¢ : R® — R™ linear. Dann ist ¢ stetig: Wegen ||¢(Z) — ¢(9)|| = ||¢(Z — ¢)|| reicht
es, Stetigkeit in #'o = 0 zu zeigen. Fiir & = (z1,...,x,) € R™ gilt

(@) = 1] Zfﬂj¢(@)ll < Z |zl o(e)] < 7] Z o).

Fir ||Z]] — 0 gilt also ||¢(Z)|| — 0.

(4) Kompositionen von stetigen Funktionen sind stetig. Die Addition + : R” x R" — R”"
und Multiplikation R x R™ — R" sind stetig, des weiteren Skalarprodukt, Matrix-Vektor-
Produkt, Multiplikation von Matrizen, Determinante und Kreuzprodukt im R3?. Auch die
auf den reguldren Matrizen erkldrte Matrixinversion ist stetig (Cramersche Regel!).

Satz: (a) f: D — R™ ist stetig in &y € D genau dann, wenn es zu jedem £ > 0 ein 6 > 0
so gibt, dass fiir alle ¥ € D mit ||& — Zy|| < § gilt: || f(Z) — f(Zo)|| < e.
(b) Sei D offen. Die Funktion f : D — R™ ist stetig genau dann, wenn fir jede offene
Teilmenge @ von R™ die Menge f~(Q) (das Urbild von Q) offen ist.

Beispiel: Fiir jedes b € R ist die Menge M, := {(z,y) # (0,0) : zy/(z* + y*) < b} eine
offene Teilmenge von R, denn: D := R?\ {(0,0)} ist offen, f: D — R, f(z,y) := zy/(z* +
y?), ist stetig in D, Qy := (—00, b) ist offene Teilmenge von R. Also ist f~(Qp) = M, nach
dem Satz offen.
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19.4. Differenzierbarkeit von Funktionen R D ] — R": Sei f : I — R", t — f(t) =
fi(®)
: eine Funktion, wobei I C R ein Intervall ist.
fn(t)
Definition: Die Funktion f heifit differenzierbar in ty € I, falls es einen Vektor @ € R”
gibt mit
lim M =a.
t—to t— 1o

In diesem Fall heifit @ Ableitung von f in to, geschrieben f’(ty) := d. Ableitungen nach
einem reellen Parameter ¢ schreibt man auch gerne mit Punkt, also f (o).

J heiBt differenzierbar in I, falls f in jedem ¢, € I differenzierbar ist, und f heifit stetig
differenzierbar in I oder eine C'-Funktion, falls f : I — R™ zusitzlich stetig ist.

Bemerkung: Wegen 19.1 ist f differenzierbar in ¢y [bzw. in /] genau dann, wenn jede

Komponentenfunktion f;, j = 1,...,n, differenzierbar in ¢ [bzw. in ] ist. Es gilt dann
‘ fi(to)
fto) = :
fn(t(])

AuBerdem ist f : I — R" stetig genau dann, wenn alle fj I — R, j =1,...,n, stetig
sind.

Beispiele: Sei f: 1 — R? f(t) = ( 58; ) gegeben durch
(1) z(t) = rcost, y(t) = rsint mit » > 0 und I = [0, 27| (Kreisrand um (0,0) mit Radius
r). Dann gilt x( ) = —rsint, y(t) = rcost, und f ist C.

(2) x(t) = e tcost, y(t) = e *sint mit I = [0,00) (logarithmische Spirale). Dann ist
i(t) = —e'cost—e 'sint
y(t) = —e'sint+ecost,

und f ist C1.

(3) Wir konnen das Differentialgleichungssystem z(t) = 3z(t) + y(t), y(t) = y(t) + 3z(¢)

mittels z(t) := (;8) schreiben als 2(t) = (3 :13) 2(t).

19.5. Raumkurven: Eine Raumkurve ist eine stetig differenzierbare Abbildung v : I —
R™, wobei I C R ein Intervall ist.

Meist ist I von der Form [a, b]. Die Menge () C R™ heifit Spur von v oder Bild von 7.
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Sind v, : I — R" und v : J — R™ Kurven, so heifit v, eine Umparametrisierung von
~1, falls es eine stetig differenzierbare und bijektive Abbildung ¢ : I — J gibt, fiir die
¢~ 1 J — I ebenfalls stetig differenzierbar ist und fiir die gilt

N(t) = n(e(t), tel.

Insbesondere haben +; und 7, dieselbe Spur. Die Bemerkung in 19.4 und die Kettenregel
aus HM I zeigen, dass dann auerdem gilt:

(1) = Aa(e())o(t), tel.

Ist ¢ (streng) monoton wachsend [bzw. fallend|, heift die Umparametrisierung orien-
tierungserhaltend [bzw. orientierungsumkehrend).

Eine Kurve  : I — R” heiBt regulir, falls 4(t) # 0 fiir jedes ¢ € I gilt. Damit ist auch jede
Umparametrisierung reguléar.

Eine Kurve v : [a,b] — R™ heiit geschlossen, falls vy(a) = v(b) gilt, und doppelpunktfre,
falls v : [a,b) — R™ injektiv ist.

2
Beispiele: (1) Seien 71,7 : [0,1] — R? gegeben durch 7, (t) = < i ) und 7, (t) = ( 12 )

8 ist 2 nicht regular. Insbesondere ist v, keine

Umparametrisierung von 1, obwohl 7; und 7, dieselbe Spur haben.

(2) Sei 71 ¢ [=1,1] = R, 4 (t) = ( i ) und ~y : [=7/2,57/2] = R2, 7s(t) = ( :2; )

Dann haben v, und 7, dieselbe Spur. 7, ist regular und 7, ist nicht regulér. v durchlauft
das Bild von 7, dreimal.

Dann ist 7, reguldr. Wegen 4,(0) =

19.6. Bogenlinge von Raumkurven: Ist v : [a,b] — R™ eine Raumkurve, so ist ihre
Lidnge (oder Bogenlinge) gegeben durch

L= [ e

Bemerkung: (a) L(v) dndert sich nicht unter Umparametrisierung.

(b) Eine reguldre Kurve 7 : [a,b] — R™ lasst sich nach der Bogenlénge s parametrisieren:

t
wlt) = [ Ildn tefab)

ist streng monoton wachsend und stetig differenzierbar. Die Umkehrabbildung ¢

0, L(7)] = [a, b] ist also ebenfalls C! und 7 := 7 o ¢ hat die Eigenschaft

dA
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Diese Parametrisierung heifit auch naturliche Parametrisierung. Haufig behéalt man den
Buchstaben « bei und schreibt einfach v(s), Ableitungen nach der Bogenlidnge s werden
iiblicherweise mit Strich geschrieben.

Beispiele: Die Abbildungen aus Beispiel 19.4(1) und (2) sind Raumkurven.

(1) Sei v :[0,27] — R2, y(t) = ( rcost

rsint

. 2
( rsmi ) Hdt:/ rdt = 2mr.
rcost 0

Das ist der Umfang eines Kreises mit Radius r. Die natiirliche Parametrisierung ist wegen

t t
s:/ ||"}/(T)||d7':/ rdr =rt
0 0

' - 9 -, _ [ Tcos(s/r)
hier gegeben durch 7 : [0, 27r] — R?, A(s) = ( rsin(s/r) )

). Dann gilt (vgl. 19.4):

—t
(2) Fiir die logarithmische Spirale « : [0,00) — R?, y(t) = Z_t(;i:z > berechnen wir

unter der Verwendung der Formel fiir 4(¢) aus Beispiel 19.4(2):

L(vy) = / e '\/(cost +sint)? + (cost — sint)2dt = \/5/ e tdt = V2.
0 0

Hier gilt fiir ¢ > 0:

s = /Ot 15(7) || dr = \/5/;@7 dr =V2(1—e™).

Auflésung nach ¢ ergibt

Die natiirliche Parametrisierung ist hier also

\2/55 sin In \/‘{_S

V2=s (g ]n -2
’3/ : [07 \/5) — R27 ’7(8) = < \/i \/558 :

19.7. Richtungsableitungen: Sei D C R” offen und f : D — R™ eine Funktion.
Definition: f heift in Z, € D in Richtung @ € R™\ {0} differenzierbar, falls der Limes

OF (7)) = 1im f(Zo +t0) — f(Zo)

o t—0 t

in R™ existiert. %(fo) heifit Richtungsableitung von f in Iy in Richtung v.
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Bemerkung: Da D offen ist, gibt es § > 0 mit @y + t0 € D fiir t € (—4,0). Setzt man
g(t) = f(Zo +t0), [t| < 8, so st 2L(Fy) = §(0) (vgl 19.4).

19.8. Partielle Ableitungen: In der Situation von 19.7 heiflen Richtungsableitungen von
f in Richtung der Einheitsvektoren €1, ..., e, partielle Ableitungen von f, dh

0 0
a—f(fo) = 8—5(50) partielle Ableitung von f nach xj im Punkt 2
Lk €k
fir k =1,...,m. Man schreibt oft auch nur f,, (Z).

Ende Do
Beispiele: (1) D = {(x,y,2) € R® : 2 > 0} ist offen. Sei f : D — R, f(x,y,2) = 18.05.17
e ¥cosy+1Inz. In jedem Punkt (z,y, z) € D existieren alle partiellen Ableitungen, und es
gilt
g(m z) = —e “cos g(m z) = —e “sin %(:c z) = E
813 7y7 - ya ay 7y7 - y7 32 73/7 - Z.

Ty
(2) Sei f : R? — R, f(z,y) = {x2+92 ’<$’y)7_égg’8 . Wir betrachten Rich-

0, (z,9)
tungsableitungen im Punkt (0,0). Sei ¢ = (¢,7) € R*\ {(0,0)} eine Richtung. Es gilt

fir t # 0:
f((0,0) + (& n) — f(0,0) _ f(t& tn) &n
t o t 52 + 772 )
Der Limes fiir ¢ — 0 existiert in R genau dann, wenn £n = 0 ist, dh genau dann, wenn
€ =0 oder n = 0 ist. Also existiert 3—5(0, 0) genau dann, wenn ¢ ein Vielfaches von ¢ oder

ein Vielfaches von €, ist.

1
ot

alz|' 2|y [P/
(3) Sei f : R — R, f(z,y) = e @Y F(0,0) N petrachten Rich-
O Y ("T7 y) = (07 0)
tungsableitungen im Punkt (0,0). Fiir (£,7) # (0,0) gilt hier

£(0,0) + (& m) — f(0,0) _ f(t& tn) _ t2 &€

t t t3 52 _|_ 772
und wir erhalten fiur ¢t — 0:
9 0.0y — Sl
(& m) £2 4 n?

fiir jede Richtung (&,7) # (0,0).
Ubung: Existiert in 7, die Richtungsableitung von f in Richtung  und ist a € R\ {0},

so gilt of of
Fam) To) = a5 (T0).

39



19.9. Differenzierbarkeit: Sei D C R” offen und f : D — R™ eine Funktion, sowie
%o € D. Idee der Differenzierbarkeit in 19.4 (und in HM I) war im Fall n = 1:

f(Z) = f(Zo) + (%) (¥ — Zy) fiir Z nahe 7.
Dabei ist f/(Zy) € R™ = R™*! dh h +— f'(Z)h ist eine lineare Abbildung R — R™.
Definition: f heifit differenzierbar in ¥y € D (gelegentlich total differenzierbar in &), falls
es eine lineare Abbildung A : R® — R™ gibt mit
S HEY AT — 7
1£(#) — f(Zo) — AT~ o)l

17 — o]

bzw.

I+ h) = F@) = ARL o )
7]

In diesem Fall ist die lineare Abbildung A eindeutig bestimmt und heifit Ableitung von
f in %y, Bezeichnung: f'(Zy) := A. Andere Bezeichnungen: D f(Z)), J;(Zo), Jacobimatriz,
Funktionalmatriz. Es ist A € R™*™,

f heifit differenzierbar in D, falls f in jedem %, € D differenzierbar ist.

Bemerkung: f ist in 7, differenzierbar mit Ableitung f’(#y) = A genau dann, wenn fiir

Approximationsfehler 1(h) := f(Zy + h) — f(Zo) — Ah gilt %}{?H — 0 fiir ||A]| — 0. Man

schreibet dafir auch
f(@ +h) = f(&o) — Ah+o(|[A]))  (|[hll = 0),

wobei o(||||) hier fiir 1(h) steht und bedeutet, dass % — 0 fiir ||A| — 0.

Satz: (a) Ist f differenzierbar in Zy, so ist f stetig in .

(b) Ist f differenzierbar in #y, so existieren in &y alle Richtungsableitungen von f und es
gilt

g—‘é(fo) = f'(Zo)v fiir alle ¥ € R™\ {6}
Insbesondere gilt dann
af — !/ = — /(=
%(xo) = f'(Zy)ér k-te Spalte von f'(Zy),k=1,...,n,
k
und
N(d) Sh(d0) ... (i)
f’(f):(ﬁf )m n G2 (To) gE(T0) ... (%)
‘ Oz, j=1k=1 : : :
Pr(d) Fe@) ... F2@)
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Im Fall m =1 ist also
F(&) = ( AL (7) (7)) ... 2(7) ) € R¥*™  (Zeilenvektor).
Beweis. (a) Es gilt
J(@o+ h) = (&) + f'(@)h + o(|]]) — f(i0)
fiir h — 0, da die lineare Abbildung f'(%y) : R — R™ stetig ist.
(b) Fiir kleine |¢| # 0 haben wir

f(@o +10) — f(Zo) _ f'(Z)(t0) + o([[tT]])
t t

(l#2]))

— F(7)T+ 2 = = f(@)7

fiir £ — 0. Der Rest folgt. ]

Beispiele: (1) Die Funktion f aus Beispiel 19.8(2) ist nicht differenzierbar in (0, 0), da in
(0,0) nicht alle Richtungsableitungen existieren.

(2) Die Funktion f aus Beispiel 19.8(3) ist nicht differenzierbar in (0,0): Es gilt f,(0,0) =
0= £,(0,0). Wére f differenzierbar in (0, 0), so wire f'(0,0) = (0 0) und somit 8?1{1) (0,0) =
0. Nach Beispiel 19.8(3) ist aber 5355(0,0) = 1/2 # 0.

z|x‘1/2y2
(3) Die Funktion f: R?* - R, f(z) = 224y (@,y) #(0,0) ist in (0,0) differenzier-
0 (z,y)=(0,0)
bar: Zunéachst berechnen wir f,(0,0) = 0 und f,(0,0) = 0. Unser Kandidat fir A € R'*?
ist also A := (0 0). Nun schitzen wir ab:

1/ .y) = SO0 AR [f@y)] =P Jaf?

H(i) - (8)” 2+ y? (22 y2)3/2 T (22 4 y2)12

fiir (;) — (8). Somit ist f in (0,0) differenzierbar, und es gilt f/(0,0) = (0 0).

< |z['? =0

(4) Sei f : R — R™, f(&) = BZ, wobei B € R™". Fiir 7, h € R" gilt
f(Z+h)— f(Z) = B(Z + h) — B = Bf + Bh — Bf = Bh.
Wir wahlen also A := B in der Definition und erhalten, dass f auf R" differenzierbar ist

mit f/(Z) = B fiir jedes & € R". Insbesondere ist f’ : R™ — R™*" konstant.
(5) Sei f : R* — R, f(Z) = ¥ BZ, wobei B € R™™ symmetrisch sei. Dann gilt fiir

—

Z,h € R™

-

f(@+h) = f(B) = (Z+h)TB@@+h) — Z' BT = #" Bh + i’ B +h" Bh = 22" Bh + h” Bh.

=#T Bh
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Die Abbildung h — 277 Bh ist linear, und es gilt
|f(Z+ h) — f(Z) — 22" Bh| = |[h" Bh| < max{|\| : A EW von B} - ||h|?

(vergleiche Beweis in 18.9: Die Abschétzung ist klar, wenn B eine Diagonalmatrix ist. Ist B
keine Diagonalmatrix, so diagonalisiere B durch eine orthogonale Matrix S, dh D = STBS
bzw. B = SDST. Dann folgt:

\h" Bh| = |h"SDSTh| = |(STh)D(STh)| < max{|A| : A EW von D} - ||STh|?
— max{|A| : A EW von B} - ||h|)?

wegen ||STh|| = ||k]|.) Ende M
22.05.17

19.10. Kriterium fiir Differenzierbarkeit, stetige Differenzierbarkeit: Sei D C R"
offen und f: D — R™ mit Komponentenfunktionen fi,..., f,, : D — R.

Definition: f heifit in D partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen % auf D
existieren, und stetig partiell differenzierbar in D, falls die partiellen Ableitungen zusétzlich
auf D stetig sind.

Satz: Sei f in D partiell differenzierbar und 7y € D. Sind alle partiellen Ableitungen %fz

stetig in Xy, so ist f in 7 differenzierbar.

Definition: Eine stetig partiell differenzierbare Funktion f : D — R™ heifit stetig dif-
ferenzierbar, geschrieben f € C'(D,R™).

Beispiel: Fiir die Funktion f aus Beispiel 19.8(2) gilt f, = % und f, =
2y 200% auf R2\ {(0,0)}. Also ist f € CH(R2\ {(0,0)},R).

(2?2 +y2)2

19.11. Ableitungen hoherer Ordnung: Sei D C R” offen und f : D — R. Existiert die
partielle Ableitung 0f/0zy, so kann 0f /Oxy : D — R wieder partiell differenzierbar sein.
Man gelangt so gegebenenfalls zu partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

o af

— (o).
8xl aZL’k

Entsprechend werden (falls vorhanden) Ableitungen héherer Ordnung definiert.
Schreibweisen: %ﬂ;y = faay etc.

Definition: Sei £ € N. f : D — R heifit k-mal stetig (partiell) differenzierbar, falls alle
partiellen Ableitungen von f der Ordnung < k auf D existieren und dort stetig sind.
Bezeichnung in diesem Fall: f € C*(D,R).
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f: D — RF heiit k-mal stetig differenzierbar, f € C*(D,R™), falls fiir alle Komponenten-
funktionen f;, j = 1,...,m gilt: f; € C*(D,R).

Satz von Schwarz: Ist k¥ € N und f € C*(D,R), so sind partielle Ableitungen einer

Ordnung < k unabhangig von der Reihenfolge der Differentiationen.

Beispiel: Fiir die Funktion f aus Beispiel 19.8(2) existieren partielle Ableitungen beliebiger
Ordnung in R?\ {(0,0)}. Also ist f € C*(R?\ {(0,0)},R) fiir jedes k¥ € N. Man schreibt
dafiir auch f € C*(R*\ {(0,0)},R).

19.12. Der Gradient: Ist D C R" offen und f : D — R partiell differenzierbar in D, so
ist der Gradient von f in &y € D der Vektor der partiellen Ableitungen in %y, also

grad f(7p) = | 2.

Man schreibt statt grad f(Zy) auch V f(Z) (“Nabla f7), wobei der Vektor

e

V= Oz

OTn

als Differentialoperator verstanden wird, der auf die reellwertige Funktion f wirkt und
daraus die vektorwertige Funktion Vf : D — R" macht.

Bemerkung (Zusammenhang mit der Ableitung): Ist f : D — R in D differenzier-
bar, so gilt fiir ¥y € D:
grad f(fo) = f'(Zo)" € R™! = R"

(beachte f'(Zy) € R*™).
Satz: Sei f : D — R in &, € D differenzierbar und grad f(iy) # 0. Dann gilt fiir jeden
Vektor ¢ € R™ mit [|7]| = 1:

0
Jgrad F(F)]| < 92(F0) < [larad £ (7).

Dabei gilt Gleichheit rechts genau dann, wenn ¥ = grad f(%y)/||grad f(Zo)|| ist (dh “der
Gradient zeigt in Richtung des stirksten Anstiegs von f7).

Auflerdem steht grad f(%) senkrecht auf der Niveaulinie {¥ € R" : f(Z) = f()}.
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Beweis. Es ist

af

5 (T0) = f(0)7 = (grad [ (7)) "0 = (grad f (i) - &

Nun verwendet man die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. O]

19.13. Kettenregel: Sei D C R" offen und f : D — R™ differenzierbar in 7, € D. Sei
G C R™ offen mit f(D) C G, und sei g : G — RP differenzierbar in 4 := f(Z). Dann ist
go f: D — RP differenzierbar in 7y, und es gilt:

(90 f)(Zo) = g'(f(Z0)) f'(Z0)
———
eRan ERpXm eRan
(“duflere Ableitung mal innere Ableitung”).

Beispiele: (1) Sei F': R" — R differenzierbar und ¢ : I — R" differenzierbar, wobei I C R
ein Intervall ist. Dann ist F o ¢ : I — R, t — F(¢(t)) differenzierbar, und es gilt

/ o or /
(Foo)(t) = ; oz, YOI, tel
wobei ¢1,¢9,...,¢0, : I — R die Komponentenfunktionen von ¢ sind. Ist n = 3 und
x(t)
schreibt man F(x,y,2), ¢(t) = [ y(t) | und F(t) = F(x(t),y(t), 2(t)), so gilt

dF _OF dr  OFdy  OF d=
dt Oz dt Oydt Ozdt

(2) Sei f : R™ — R differenzierbar und B € R™™, sowie F' : R™ — R, F(Z) := f(B7).
Dann gilt
VF(&) = F'(7)" = (f(BT)B)" = B'(f'(B1))" = B_ (Vf)(Bi).

19.14. Der Umkehrsatz: Sei D C R" offen, f € C'(D,R"), %y € D und f'(z,) € R
regular. Dann gibt es offene Mengen U und V mit Zy € U C D, 4, := f(&y) € V derart,
dass f : U — V bijektiv ist und die Umkehrabbildung f=! : V — U stetig differenzierbar
ist mit

Y@ = (Fu @) eV
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Bemerkung: Die Eigenschaft reguldr ersetzt hier fiir n > 1 die Bedingung f'(zo) # 0, die
im Fall n = 1 vorausgesetzt werden muss. Die Formel fiir die Ableitung von f~! erhalt
man auch aus der Kettenregel, wenn man die Gleichung

T=[7(f(@), TeU
nach 7 ableitet. Das ergibt
L= (fT)(f@) (@), also (f7)(f(@) = (f (@)
fiir jedes ¥ € U.

ACHTUNG: Der Satz besagt nur, dass es lokal eine Umkehrfunktion zu f gibt. Auf ganz
D muss dies nicht gelten!

T COS

Beispiele: (1) Sei D := (0,00) x R C R? und f(r,p) := ( rsin @

und f € CY(D,R?), sowie

/ [ cosp —rsingp
f(r)gp)_(sin(p TCOS(p )7 T>O7Q0€R'

). Dann ist D offen

Wegen det f'(r, ) = r > 0ist f'(r, ¢) fiir alle (r, ¢) € D regulér, und nach dem Umkehrsatz
ist f lokal bijektiv.

Andererseits ist f die Polarkoordinatenabbildung und f(r, ¢) = f(r, p+2n) fiir alle (r, p) €
D, dh f: D — R? ist nicht injektiv. Genauer ist f(r, @) = f(7, @) genau dann, wenn r = 7
und es ein k € Z gibt mit ¢ = ¢ + 2k

Es ist f(D) = R?\ {(0,0)}, aber f : D — R?\ {(0,0)} ist nicht bijektiv. Hingegen ist
etwa f:(0,00) X (—m,7) — R?\ ([0,00) x {0}) bijektiv.

(2) Wir betrachten die komplexe Exponentialfunktion z — e* fiir z = = + iy als Funktion

F:R* - R? also F(z,y) = ( szgﬁz ) R? ist offen und F € C*(R?* R?) mit

y e*cosy —e’siny 9
F(x’y):<exsiny €” cosy )a (ZE,y)ER,
und det F'(z,y) = e* > 0. Also ist F'(z,y) € R**? fur jedes (z,y) € R? regular und F ist
nach dem Umkehrsatz lokal bijektiv.

Wir haben F = f o h, wobei h : R? — (0,00) x R, h(z,y) = (€%, y) bijektiv ist. Nach (1)
ist also ' : R* — R? nicht injektiv, F(z,y + 27) = F(z,y) (was wir fiir die komplexe
Exponentialfunktion ja schon wissen) und etwa F': R x (—m,7) — R?\ ((—o0,0] x {0})
bijektiv. Die Umkehrabbildung F~1 : R?\ ((—o0, 0] x {0}) — R x (—, 7) ist ein komplexer
Logarithmus, und fiir (u,v) = (e* cosy, e”siny) & (—00,0] x {0} mit y € (—m, ) gilt

) = (P = (G ) T ()

e*siny e*cosy v

B 1 U v
w42\ v ou )
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Beachtet man, dass fiir a + ib € C die Matrix fiir die lineare Abbildung z — (a + ib)z,

a/ —
b a

dass die Ableitung von F~! an der Stelle (u,v) gerade Multiplikation mit der komplexen

Zahl 2=t = - ist. Die Ableitung des komplexen Logarithmus an der Stelle z ist also 7,

wie im Reellen.

wenn man sie als Abbildung R? — R? betrachtet, gerade ist, so sieht man,

19.15. Der Satz iiber implizit definierte Funktionen:

Motivation: Die Gleichung y — 22 = 0 lisst sich eindeutig nach y auflésen durch y = 2.

Die Auflosung von z — y? = 0 nach y ist hingegen global nicht mehr moglich.

Fiir gegebene (g, y0) mit g — y2 = 0 und yo > 0 bzw. yo < 0 ist diese Auflosung lokal
noch moglich (durch y = /z bzw. y = —/z fiir (z,y) nahe (xg,yo)). Jedoch ist in keiner
Umgebung von (z, o) = (0,0) eine Auflésung durch eine Funktion moglich.

Satz: Sein > m, p:=n—m, D C R"” offen und f : D — R™ stetig differenzierbar mit
Komponentenfunktionen fi, fa,..., f,n : D — R. Wir schreiben die Variablen in R" als
(%, 9) mit = (z1,...,2,) € RP und ¥ = (y1,...,ym) € R™, sowie

AT IO~ 7 I €% 7) RSPl %)
(@) = : : : : e R™™,
Uo(zg) .. Un(zg) | Um@p) .. UnEg)

wobei wir den linken Block als %(f, y) € R™*? und den rechten Block als g—g(f, y) € R
bezeichnen.

Ist (%, %) € D mit f(Zo, %) = 0 und g—’yi(fg,g’o) regular (dh det g—g(fo,ﬂo) # 0), so gibt
es offene Umgebungen U von &y und V' von ¢, sowie eine stetig differenzierbare Funktion
g : U — V derart, dass fiir alle 7 € U und ¢ € V gilt: det g—g(f, 7) # 0 und

f(@9) =0+ 7= g(@),
dh durch die Funktion g : U — V ist (lokal um (Zy, %)) eine eindeutige Auflésung der

Gleichung f(Z,7) = 0 nach ¢ gegeben (bzw. {(Z,7) € U x V : f(Z,7) = 0} ist Graph der
Funktion g : U — V).

Bemerkung: Ableitungen von ¢ kann man nach der Kettenregel aus
[(#.9(7)) =0, TeU,

berechnen: es ist

0= Siagen + o @, zev



also of 1o
g’(f)z—(a—g(f,g(f))) S=(T.9(7), TeU

Beispiele: (1) f : R? - R, f(z,y) = y — 2% Hier ist %(wo,yo) = 1 fiir alle z¢, yo mit

f(xo,90) = 0.

(2) f:R? > R, f(z,y) = z — y*. Hier ist g—i(xo,yo) = —2yp.
. o3 9 ~( sinh(yz)+ (z —2)* =1

(3) Self'R —)R,f([)’},y,Z)—( COSQ(ﬂ'y)—i-Z—IQ/Q

Hierist n =3, p=1, m = 2, und es gilt

om0 0=(0 7).

Da diese Matrix regular ist und f(2,0,1) = (8) gilt, ist in einer Umgebung von (2,0, 1) eine
Auflésung des Gleichungssystems f(x,y,z) = (8) nach y und z (jeweils als Funktion von
x) moglich. Dh es gibt Funktionen gq, g : U — R, definiert auf einer offenen Umgebung U
von 2, und eine offenen Umgebung V' C R? von (0, 1) derart, dass fiir alle (z,y,2) € U x V

gilt:
0 Y 91(@)
z,y,2) = — = .
e = (o) = ()= (i)
Die Funktion g = (g;) ist dabei C'! mit

- (48)--(3 ) Town=- (1) (2)-(2)

(4) Man kann den Satz verwenden, um zu Parameterdarstellungen von implizit gegebenen
Flachen im R? zu kommen. Wir betrachten als Beispiel die Gleichung 22 + ¢ + 2% = 1 der
Oberfliche der Einheitskugel (dh der Einheitssphére) S?. Hier ist f : R® — R3, f(z,y,2) =
2+’ 4+ 22 -1, undn=3,p=2 m=1. Esgilt

) und (x07y0a20) - (27()’ ]')

f'(x,y,2) = (22 2y 22) fiir alle (z,y, z) € R>.

Haben wir also einen Punkt (zo, yo, 20) € S? mit 29 # 0, so finden wir offene Umgebungen
U von (zo,%), V von zy und auf U eine auflésende Funktion g(z,y) derart, dass fiir
(z,y,2) e U x V gilt
(z,y,2) € S? <= z = g(x,y).

Hier kann man U, V und g konkret angeben: g(z,y) = sgn(z)\/1 — 22 —y? auf U =
{(z,y) e R? : 2* + y?> < 1} und z.B. V = sgn (2) - (0, 00). In Punkten (xq, yo, 20) € S? mit
zo = 0 ist so eine lokale Auflésung nach z nicht moglich. Man kann dann aber zumindest
nach einer der Variablen x oder y lokal auflosen.

Als Bonus:
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Beweisidee 19.15 = 19.14: Setze F(Z,7) = § — f(Z). Es ist %5(Z,7)
Also kann man y — f(¥) = 0 lokal nach # auflésen. Die Auflésung ist f~

— f'(Z) regulér.

1

Beweisidee 19.14 = 19.15: Setze F(Z,7) = (f(a‘:’g’))' Dann ist F'(Zy,4) =
L, O

( ar  of ) (Zo, Yo). Wegen det F'(Zy, 7p) = det (xo,yo) # 0 ist F'(Zy, yo) regulér. Setze
o oy

g(Z) := zweite Komponente von F'~*(Z,0). Dann gilt:

—

i=o@ = (1) = (7)) =i ran - (§) < 1@ -0

19.16. Der Satz von Taylor: Sei D C R" offen, | € Ny, f € C'*(D,R) und &, € D.
Fiir h = (hi,ha, ..., h,) € R" schreiben wir

- 0 6 0 - 0
vy O Of . NN, Of . o
RV @) = gt ot o) = S by (@) = grad ) -

Sy PAACIIR o S SRSV I
_(;hja—%) —;hjhkaxjaxk, -9V 1) = 3 i)

J.k=1 k=1

Entsprechend definiert man fiir K =1,2,...,( + 1:

. ;7 k 7 — . C e e . 7
<Z hs (?xj) VI (@) Z f P+ i, 0xj,0xj, - - - 0xj, (o).

Jj=1 J1:J25-5Jk=1

Beispiel: Fiir n = 2, h = (hy, hy) und f € C%(D,R) hat man also
(h-V)2f = B2 fow + hihofuy + hohi fye + B2y = B2 foa + 2hiho fuy + h3f,y.

Zur allgemeinen Betrachtung von (h - V)2f(i,) definieren wir die Hesse-Matriz von f in

Hp (7)) := : : N <8xj8.11:k (%))j,kf

fﬁnxl (fo) e fxnxn (fo)
Nach dem Satz von Schwarz ist H;(Zy) symmetrisch, wenn f € C?*(D,R). Damit ist

—

(h- V) f(i) = h" Hy(Zo)h.
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Fir #,y € R" bezeichne
SIZ§] ={Z+ iy —7): t €[0,1]}
die Verbindungsstrecke von & und .

Satz von Taylor: Unter den obigen Voraussetzungen seien Ty € D und h € R" mit
S[Zy, Ty + k] € D. Dann gibt es ein £ € S[Ty, & + h] mit

. 1 -

() = (o) + 35 (V) (F) 4 (R0 P F (Fo) . 47 (9) () 3

T E

Bemerkung: (a) Fiir [ = 0 erhélt man einen mehrdimensionalen Mittelwertsatz.

(b) Der Ausdruck
- (h-V
i) = st + Y T

heilt [-tes Taylorpolynom von f in &y. Statt h schreibt man auch & — 7.

(c) Fiir | = 1, f € C2(D,R) erhalten wir, wenn h € R™ mit S[Zy, Zo + h] C D:

— - - —

f(&o + h) = f(Z) + grad f(zo) - h+ ShTHy(€)h

fiir ein EE S[Zo, o + fz] C D. Schreibt man ¥ — I, statt E, so ist Ty + h = 7.
Beispiel: Sei f : R? — R, f(z,y) = ¢*" 72 und (xg,y0) = (2,0). Dann ist f € C*(R* R)
und fx‘ = eyfa fy = a:eyf, sowie f:r:a: = €2yf7 fl‘y = ey(f + fy) = (ey + x€2y)f7 fyy =
ze!(f + f,) = (ve¥ + x%e?) f. Wir erhalten
f(2,0) =1, £.(2,0) = 1, fy(2a0) =2, f22(2,0) = 1>fxy(270) = 37fyy<2’0) =6,
und damit ist das zweite Taylorpolynom von f in (2,0) gegeben durch
1

Ty, 2,0)(h1,ho) = 1+ 1+ hy 4 2hy + éhf + 3h1ho + 3h3

bzw., wenn man h; = x — 2 und hy = y beriicksichtigt, durch
1
1+(x—2)+2y+§(x—2)2+3(x—2)y+3y2.

Ende Di
30.05.17
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19.17. Lokale Extremstellen: Sei D C R" offen und f: D — R.

Definition: f hat in 7y € D ein lokales Mazimum [bzw. lokales Minimum], falls es ein
d > 0o gibt, dass K(%,0) C Dund f(Z) < f(Zy) [bzw. f(Z) > f(Zo)] fiir alle & € K (Zo, J)
gilt.

Ein lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum.

Satz tliber lokale Extremstellen: Sei 7, € D.

(a) Hat f in &y ein lokales Extremum und ist f in &, partiell differenzierbar, so ist
grad f(#y) = 0.

(b) Sei f € C2(D,R) und grad f(Z,) = 0. Dann gilt:

(i) Ist Hy(%y) positiv definit, so hat f in &, ein lokales Minimum.

(ii) Ist Hy(%o) negativ definit, so hat f in 7y ein lokales Maximum.
(iii) Ist Hs(Zp) indefinit, so hat f in Z, kein lokales Extremum, sondern einen Sattelpunkt.

Beispiel fiir einen Sattelpunkt: Sei f : R? = R, f(z,y) = zy. Dann ist grad f(z,y) =
(¥) und grad f(zo,y0) = (g) gilt nur fiir (zo,v) = (0,0). Fir die Hessematrix gilt

H¢(z,y) = ( (1) 0 ) Diese Matrix hat eine negative Determinante und ist daher in-

definit (siche 18.9). Somit hat f in (0,0) einen Sattelpunkt. Fiir (z,y) im ersten oder
dritten Quadranten ist f(z,y) = zy > 0, fir (z,y) im zweiten oder vierten Quadranten ist

fz,y) =y <0.
Bemerkung: Trifft in (b) keiner der Félle (i), (ii) oder (iii) zu, so ist H(Zy) (positiv oder
negativ) semidefinit (vgl. 18.9), und es ist keine allgemeine Aussage moglich.

Nullstellen des Gradienten heiflen auch kritische Punkte.

Im Beweis von (b) verwendet man Bemerkung 19.16(c), dh

—

F(@o+ h) = f(Z) + hTHy (),

—

und die Tatsache, dass man wegen f € C? ein ¢ > 0 so findet, dass H(¢) fiir £e K(%y,0)
dieselben Definitheitseigenschaften wie H(Zy) hat.

Alternativ kann man fiir & € R™\ {0} und kleine ¢ € R definieren g(t) := f(Z) +th). Dann
ist g € C? mit ¢'(t) = grad f (%o + th) - h, ¢’(0) = 0 und

" . af ! S\ g 82f - T S\
J'(0) = ; (8—%) (Zo)hh; = > (o) hyhy, = K" Hy(%0)]h.
= 7,k=

Verwende nun HM 1.
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Beispiel: D = R?, f(x,y) = 2% — 122y + 8y>. Hier gilt
fo=32" =12y, f, = —12x + 24y°.
Wir formen aquivalent um:

322 —12y =0 22 = 4y yt=uy

0 —
grad f(z,y) (0) 12 + 2492 = 0 2 =ux 2y =

y€{0,1} T { 0\ /2 }
2P — o — y co) )
Wir berechnen die Hessematrix

6x —12
e = ).
Es ist

0 —12
det H¢(0,0) = det ( 12 0 > = —24 <0,

also ist H(0,0) indefinit und f hat in (0,0) kein lokales Extremum sondern einen Sat-

telpunkt. Weiter ist
12 —12
Hy(2,1) = ( —12 48 )

wegen det H¢(2,1) > 0 und 12 > 0 positiv definit (siehe 18.9). Also hat f in (2,1) ein
lokales Minimum.

19.18. Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen: Sei ) # D C R” offen, f €
CY(D,R), p € Nmit p < nund h € C*'(D,RP) mit Komponentenfunktionen hy, ha, ..., h,
D — R, sowie S := {F e D : h(Z) =0}.

Definition: Man sagt “f hat in Zy € D ein lokales Maximum [Minimum| unter der
Nebenbedingung h = 07, falls #, € S gilt und es ein § > 0 gibt mit K(7,0) € D
und f(Z) < (%) [baw. f(Z) > f(Zy)] fiir alle ¥ € K (Zp,0) N S.

Zur Existenz: Eine Menge K C R”™ heifit kompakt, falls jede Folge in K eine Teilfolge
enthalt, die gegen ein ¥y € K konvergiert. Man kann zeigen:

K ist kompakt <= K ist abgeschlossen und beschrankt.
Dabei heifit K beschrdinkt, falls es ein M € R gibt mit ||Z|| < M fiir alle ¥ € K.
Satz: Ist ) # K C R™ kompakt und f : K — R stetig, so ist f(K) kompakt und es gibt
a,be K mit

—

£(@) < f(@) < f(b) fir alle 7 € K.
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Beispiel: Seien n = 3, p = 2 und D = R?, sowie

2?2+ -2
r+z—1 '

flzy,2)=z+y+ 2, h(x“y,z):(

Dann sind f, h stetig differenzierbar auf D und

S={(z,y,2) eR*: 2’ +y* =2, 0+ 2 =1},
Die Menge S ist abgeschlossen: fiir eine Folge (z, yx, 2x) in S mit (zx, Yk, 21) — (To, Yo, 20) €
R3 gllt (.ﬁEo,yo, Zo) es.
Die Menge S ist beschréinkt: Sind (v,y,2) € S, so gilt 2% + y* = 2 und somit |z| < /2.
Alsoist |z| =1 —z| <14 |z| <14+ V2 und ||(z,9,2)]| < 1/2+ (1 +2)2 = M.

Also ist S kompakt, und nach dem Satz gibt es @,b € S mit f(@) < f(7) < f(b) fiir alle
vES.

19.19. Multiplikatorenregel von Lagrange: Seien n, D, n, f, p, h und S wie in 19.18.
Definiere die Funktion F': D x RP — R durch

F(f, )\1, )\2, ey )\p) = f(f) -+ Alhl(f) + )\th(f) + ...+ )\php(ff)
fir ¥ € D und A\, Ag, ..., A €R. Ende Do

- 01.06.17
Satz: Hat f in Zy € D ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung h = 0 und gilt

Rang h'(Zy) =p [W(Zy) hat vollen, dh maximalen, Rang],
~——

€RpPxn

so gibt es A}, X3, ..., A) € R (Lagrangemultiplikatoren) mit
grad F(Zp, A, A9, ..., D) = 0.

Bemerkung: (a) Beachte, dass die Zeilen von A'(Z,) €  RP*" gerade
grad hy (To)7, grad ho(Zp)7, ..., grad h,(Z)? sind. Die Voraussetzung an den Rang
von h'(Zy) bedeutet also, dass grad hy(Zy), grad he(Zy), . .., grad h,(Z)) linear unabhéngig
sind.

(b) Schreibt man 7y = (x9, 29, ...,2Y), so ist die Bedingung grad F' = 0 ein Gleichungssys-
tem mit 7 + p Gleichungen fiir die n +p Unbekannten «9, 9, ..., 2, A, A9, ..., A}, ndmlich
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Gleichungen aus 22 =0, k=1,2,...,n) und
oxy,

hj(fo):(), j:1,2,...,p

(Gleichungen aus % = 0, diese sind gleichbedeutend mit 7, € S).

(¢) Zur Bestimmung der Extrema versucht man, dieses Gleichungssystem zu l6sen. Kann
man den Satz anwenden (dh sind die Voraussetzungen erfiillt), so findet man die gesuchten
Extremstellen unter den Losungen dieses Gleichungssystems. Kann man den Satz nicht
anwenden (weil es z.B. lokale Extremstellen # gibt, in denen h'(%) nicht vollen Rang hat),
so ist dies nicht sicher!

Beispiel (Fortsetzung des Beispiels aus 19.18): Wir wissen schon, dass es @, be S gibt mit:
f hat in @ [bzw. in b] ein globales Minimum [bzw. Maximum]| unter der Nebenbedingung

h = 0.
p [ 2x 2y O
h(l’,y,Z)—( 1 0 1)7

Wir haben
und Rangh/(z,y,z) < 2 ist dquivalent zu z = y = 0, was jedoch fiir (z,y,2) € S wegen
2% + y? = 2 nicht vorkommt. Also ist

Rang h/(z,y,2) =2 fir alle (z,y,2) € S,
und die Voraussetzungen des Satzes sind insbesondere in @ und b erfiillt. Hier ist
F(z,y,z, M, ) =2 +y+z+ M@ +y° —2)+ a(z+2-1)
und
Fo=1+2\z+ X, Fy=1+2Ny, F.=1+X, F\,=2°+y* -2, F\,=2+2—1.

Aus grad F' = 0 erhélt man also Ay = —1, \; #0, 2 =0, z =1 und y = +/2 (der genaue
Wert von A ist nicht wichtig).
Wegen f(0,4v/2,1) = 14+ V2 ist @ = (0,—v/2,1) die Minimal- und b = (0,+/2,1) die
Maximalstelle. Der maximale Wert von f auf S ist f(b) = 1+ v/2 und der minimale Wert
von f auf S ist f(@) =1 — /2.

Erlauterung zum Satz (als Bonus): Wir kehren zur allgemeinen Situation zurtick, dh
n, D, f, pund h wie in 19.18, S = {Z € D : h(Z) = 0}. Weiter sei Zy € S mit

Rang ' (Zy) = p.

Wir zeigen, wie man S lokal in der Nahe von Z, parametrisieren kann. Wir setzen ¢ := n—p
und finden p linear unabhéngige Spalten von h'(Zy) € RP*™. Dies seien 0.B.d.A. die letzten p
Spalten. Wir schreiben 7 = (¢, 2) mit ¥ = (xy,...,2,) € Rlund 7= (2441, ..., Tesp) € RP,
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sowie entsprechend &y = (¥, Zp). Dann ist g—}zi(fo) € RP*P reguldr (da die Matrix Rang p
hat), und nach 19.15 gibt es offene Umgebungen U C R? von ¢y, V' C R? von Z; und eine
C'-Funktion ¢ : U — V mit g(7y) = 2, so, dass fur alle (¢,2) € U x V gilt:

Wy, 2) =0 < 7= g(y).

Die Funktion U — R", ¢ — (g(q)) ist also eine Parametrisierung von SN(U x V). Aulerdem
haben wir

g’(g]@z—(ah . ) 10h

52(E) ().

Hat nun f zusétzlich in Zy = (9o, 9(%o)) eine lokale Extremstelle unter der Nebenbedingung
h = 0, so hat die Funktion U — R, ¢ — f(¥, 9(%)), in ¢ eine lokale Extremstelle. Nach
Satz 19.17(a) und der Kettenregel ist also

0= a—g(fo) + a—g(fo)g/(%) ay( 0) — g_;(f0> <%(fg))_lg—;(fo)-

. 1
Wir setzen A} = 2L(&) (—h(fo)) € RY™? und haben

07 07
af _ epOh af aof LOh _ erOh
GoE) = NG, S = @) () 5 = X S,
also . .
f(&) = AoTh’(fo)a bzw. grad f(Zo) = h/(fo)T)\o-
Das ist die Aussage des Satzes. Ende Di

06.06.17
19.20. Rotation, Divergenz, Laplace: Sei ) # D C R". Eine Funktion f : D — R
heilt Skalarfeld (auf D) und eine Funktion ¢': D — R™ heifit Vektorfeld (auf D).

Bemerkung: Ist f € C*! ein Skalarfeld auf D, so ist grad f = V f ein Vektorfeld auf D.

Partielle Ableitungen schreiben wir im folgenden als

Definition: Sei 7 : D — R" ein C'-Vektorfeld auf D mit Komponentenfunktionen
V1, V2, ...,0, : D — R. Dann definiert man die Divergenz von v durch

divy:=V -0 := 31?}1 +82U2 + ... +an1)n = Zajl)j

und im Fall n = 3 die Rotation von U durch

Oav3 — O30
rotv: =V X U := 83’1)1 — 811)3
O1vg — Oay

o4



Bemerkung: (a) div ¢ ist ein Skalarfeld auf D und rot ¥/ ist ein Vektorfeld auf D.

(b) Vektorfelder mit div# = 0 heiBen quellenfrei und Vektorfelder mit rot @ = 0 heiBen
wirbelfrei.

(c) Fiir C%-Skalarfelder f: D — R definiert man den Laplaceoperator durch
Af:=divgrad f =V -Vf:=> 0if.
j=1
und fiir C?-Vektorfelder 7 : D — R™ durch
AUl
AUQ
Awy,

Beispiele: (1) Sei v : R* — R”, ¢(Z) := 2. Dann gilt div (%) = n fiir jedes ¥ € R™. Im
Falle n = 3 gilt rot ¥ = 0 auf R3.

(2) Sei ¥ : R3 — R® ¥(z,y,2) = z |. Dann ist rot¥(z,y,2z) = | 0 | fiir alle
0 2

(z,9,2) € R3.

(3) Sei f: R®™ — R eine C?-Funktion und A € R™*" orthogonal, sowie g := f o A, dh
g9(Z) = f(AZ). Dann gilt Ag = (Af) o A:

Wir schreiben hier Dv statt ¢’ fiir die Ableitung eines Vektorfelds ¢. Es gilt dann
div ¥ = Spur (D%).
Nun haben wir nach der Kettenregel (siche 19.13):
Ag = div(Vg) =div(AT(Vf)o A)

— Spur (D(A"(Vf) 0 A)) = Spur (A" D((Vf) o 4))
— Spur (A7 ((D(V])) 0 A)A).

Nach Satz 18.5(a) ist dies
= Spur ((D(Vf)) 0 A) 4A7) = Spur (D(V f)) 0 A) = (div (Vf)) o A= (Af) 0 A.

=I,
Bedeutung: Ist Jf := fo A, so gilt Af = J"'AJf fiir jede C?-Funktion f : R® — R, dh
A ist invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen.

(4) Der Laplace-Operator in Polarkoordinaten: Sei w = wu(z,y) eine C*-Funktion.
Wir verwenden Polarkoordinaten x = rcosg, y = rsing und schreiben v(r,¢) =
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u(rcos @, rsinp). Nun wenden wir A = 88—; + 53—;2 auf u(z,y) = v(r(z,y),o(z,y)) an,

wollen dies aber mittels v und den Variablen r, ¢ ausdriicken. Nach Ketten- und Produk-
tregel haben wir:

Opu(r, ) = Uy + Vpipy
020(r, ) = Du(Ve)ra + V7 ae + (V)P0 + VyPua
= Unr(12)” + VrpTePa + UrTar + VprTePa + Vpp(92)” + VpPas
Av(r,p) = U (Tee +1yy) + Urr((T:c>2 + (ry)2> + 20 (Te e + Typy)
0o (Paz + Pyy) T Vo ((02)? + (0y)7).

2 =22+ 9% und tanp = y/x:

Ableitungen von r und ¢ nach x und y berechnen wir aus r
2rr, =2x, also r,=xz/r =cosp, r,=y/r =sinep, (r,)*+ (r,)* =1
Weiter ist r7,, + (r;)> = 1, also

1—(r,)? 1—(r,)? 2 — (ry)% — (1,)? 1
S U 1 0 1

Fiir die Ableitungen von ¢ erhalten wir
(1+tan p)p, = —y/z*, (1+tan’)p, = 1/z
und wegen 1+ tan? p = (cos )%

B s Yy  sing 5 1 cosp
Pr = —COS @ — = — y Py = COS @ — = :
x r x r

Wir lesen ab: ]
(02)” + (Soy)2 TX ToPa + Typy = 0.
SchliefSlich ist
1 singp 1  cosep

Paz TPy = —COSQ - @y — 5T g —sing gy - — =5 1y = 0.
Zusammengefasst haben wir also
1 1
Av(r, o) = vy + ;UT + T—QUW

als Formel fiir den Laplace-Operator in Polarkoordinaten.

19.21. Rechenregeln:
Produktregeln: Seien f,g: D — R und ¢ : D — R" C*-Funktionen. Dann gilt:

V(fg) = gVf+[fVyg

V- (fv) = f(V-9)+(Vf) v
Vx(fv) = fI(Vx0)+(Vf)xv (n=3)
A(fg) = (Afg+2Vf-Vg+ f(Ag) (f.g€C?).
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Zum Nachrechnen wende man die eindimensionale Produktregel aus HM I auf die einzelnen
partiellen Ableitungen an:

9i(¢) = (0;0)¢ + ¢(0;1).

Hintereinanderausfiihrung: Sei D C R?. Sind f : D — Rund ¢ : D — R? C*-
Funktionen, so gilt:

rot (grad f) = 0, dh V x (Vf)=0
div (rotv) = 0 dh V- (Vxv)=0
rot (rotv) = V x (V x9) =graddivi — Av = V(V - 7) — Av.

Die beiden ersten Regeln folgen aus dem Satz von Schwarz.

19.22. Potentialfelder: Sei ) # D C R™ offen. Ein stetiges Vektorfeld 7 : D — R"
heifit Potentialfeld (oder Gradientenfeld, konservatives Feld), falls ein C'-Skalarfeld (ein
Potential) f: D — R existiert mit ¥ = V f auf D.

Bemerkung: (a) Wegen 19.21 ist ein C''-Potentialfeld v : D — R3 wirbelfrei in D.

(b) Nach dem Satz von Schwarz gilt fiir ein C'-Potentialfeld ¢ : D — R™ mit Komponenten
V1, V2,...,0, : D — R:
v'(7) =v'(¥)", TeD,
——
eRan
dh fiir alle 53,k =1,...,n ist
Ojvp = Ogv; auf D.

Beispiel: Fiir eine Punktladung @ im Urpsrung 0 € R? ist das elektrische Potential ¢ im
Punkt & gegeben durch

. Q

)= —"—""75> rebD: .= Rg 6 .
o) = g \ {0}

Das elektrische Feld E erhilt man als E = —V. Also ist E ein Potentialfeld auf D mit
Potential —p. Wegen

. Q 2 ,
0. = — =1,2,3
J90<='L’> 471'80 2(1]1+[E T ) 727 J y &y 9y
ist 07
- T
E(Z reD.
(7) = 47?50||a:||

Die Aquipotentialflichen {# € D : p(Z) = ¢} fiir ¢ > 0 sind hier Kugeloberflichen.
Als (negativer) Gradient des Potentials ¢ steht das elektrische Feld E in jedem Punkt #
senkrecht auf der Aqu1potent1alﬂache durch Z (vgl. auch 19.12). Nach Bemerkung (a) oben
ist das elektrische Feld E wirbelfrei in D.

o7

Ende Do
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20 Kurvenintegrale und Integralsatze im R?

20.1. Kurvenintegrale von Skalarfeldern: Sei D C R" offen und f : D — R stetig.
Fiir eine regulidre Kurve v : [a,b] — D (dh v € C* und #(¢) # 0 fiir alle t € [a, ], siche
19.5) setzt man

/f@:i/fwwmﬂmwt

(beachte, dass v(t) und (¢) Vektoren aus R" sind).

Bemerkung: (a) Ist 4 eine orientierungserhaltende Umparametrisierung von ~y (siehe
19.5), so gilt f,y fds= fifds.

(b) Fir f = 1 ist f7 ds die Lénge von v (vgl. 19.6). “ds = ||§(¢)|| dt” heiit skalares
Linienelement von 7.

(c) Ist v wie oben und setzt man p : [a,b] — D, p(t) :== vy(a + b —t), so durchlduft p die
Spur von 7 in umgekehrter Richtung. Diese Kurve wird auch mit —v bezeichnet. Es gilt

dann
/ fds= /fds.
— v
(d) Sind v; : [aj-1,a;] = D, j = 1,2,...,m, reguldre Kurven mit v;(a;) = 7v;4+1(a;), so
bezeichnet man auch v : [ag, ] — D, y(t) := 7;(t), falls t € [a;_1,a,], als Kurve. In den
Punkten aq,as, ..., a,_1 muss v nicht differenzierbar sein, dh die rechts- und linksseitigen

Ableitungen in diesen Punkten miissen nicht iibereinstimmen. Man schreibt v = v, +v2 +

...+ Ym und definiert
/fds = E fds.
Y j=1"7

(e) Ist 7 : [a,b] — D geschlossen, dh v(a) = v(b), so schreibt man auch
/ fds= ]{ fds.
g o

20.2. Kurvenintegrale von Vektorfeldern: Sei D C R” offen und v : D — R" stetig.
Fiir eine reguldre Kurve 7 : [a,b] — D (siehe 19.5) setzt man

lﬁda:l%wwwwww

(beachte, dass y(t) und () Vektoren aus R" sind und dass - das Skalarprodukt im R"
bezeichnet).

“d§ = A(t) dt” heiit vektorielles Linienelement von 7.
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Bemerkung: Mit T'(t) := ”38” (Tangenteneinheitsvektor an die Kurve v im Punkt (¢))

haben wir “ds' = T'(t)ds” (vgl. 20.1) und also

/U-d,s?:/(ﬁ-f)ds
ol Y

(dazu betrachte man T als Funktion auf der Spur von ~, was jedenfalls geht, wenn -~y
doppelpunktfrei und nicht geschlossen ist; ansonsten muss man v zusammensetzen wie in
Bemerkung 20.1(d)). Die Gleichung bedeutet, dass von dem Vektorfeld ¥ entlang  nur der

Tangentialanteil integriert wird.
/ U-d§:—/17~d§,
- g

dh das Kurvenintegral eines Vektorfeldes andert bei Orientierungsumkehr der Kurve das
Vorzeichen (vgl. aber mit 20.1 Bemerkung (c)).

(2) Ist f : D — R ein C'-Skalarfeld und + : [a,b] — D eine Kurve, so gilt

Beispiele: (1) Es gilt

/ Vf-d3= f(3(6)) — flv(a)).

Das liegt an

CIam) = F6(0) 40 = (V) -40)
—
(VAT
und dem Hauptsatz (aus HM I):

fO) - fote) = [ e

(3) Sei 7: R2 — R, §(z,y) = (¥) und ~(t) == (°)), ¢ € [0,27]. Dann ist 4(t) = (3"

sint cost
und )
T (—sint —sint
[t [T ()=
. 0 cost cost

Sei 7 : R?\ {(0,0)} = R, wi(w,y) = (Y%,"4)). Auch hier gilt

2m : :
—sint —sint
/w-d§:/ < Sm).( o )dt:27r.
~ 0 cost cost

20.3. Gebiete und einfach zusammenhingende Mengen: Eine Teilmenge K C R"
heifit konvez, falls fir je zwei Punkte ¥,y € K gilt: S[Z,y] C K (S[Z,y] ist die
Verbindungsstrecke von # und ¢, siehe 19.16).
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Beispiele: K (0,1) ist konvex, K (0,1)\ {0} ist nicht konvex.

Definition: Sind %y, 71, ..., 7, € R", so heifit
S[fo,fl, . ,fm] = S[fo, fl] U S[fl, fg} Uu...U S[fm_l, fm
Streckenzug durch o, Z1, ..., Tm.

Ein Streckenzug ist eine Kurve im Sinne von 20.1 Bemerkung (d).

Definition: Eine offene Teilmenge G C R™ heifit ein Gebiet, falls es zu je zwei Punkten
Z,y € G einen Streckenzug S|[%y, Z1, ..., Ty C G gibt mit ¥y = & und &, = ¥, dh wenn
man je zwei Punkte aus G durch einen ganz in G liegenden Streckenzug verbinden kann.

Beispiele: Ist G offen und konvex, so ist G ein Gebiet. R™ \ {0} ist ein Gebiet. {(z,y) €
R?: z # 0} ist kein Gebiet.

Definition: Ein Gebiet G heifit einfach zusammenhdngend, wenn es fiir jeden Streckenzug
S = S[Zy, 71,...,Zn] € G mit ¥y = &, einen Punkt ¢ € G und endlich viele Kurven
Yos V1: 725 -+ W 1 [0,1] = G gibt mit S = S[y;(0),71(0), ..., 7(0), gao(0)], v;(1) = ¢ fiir
j=1,....kund S[o(t), 71 (t),y2(t), ..., (1), ()] C G fiir jedes t € [0, 1].

Dh: Man kann jeden geschlossenen Streckenzug in G zu einem Punkt zusammenziehen.

Fiir Teilmengen G' C R? bedeutet dies anschaulich: “G hat keine Locher.”

Beispiele: R? \ {6} ist nicht einfach zusammenhangend. Konvexe Mengen sind einfach
zusammenhangend.

Gibt es in G einen Punkt ¢ € G mit S[Z,¢] C G fiir jedes @ € G (solche Gebiete heifien
sternformig), so ist G einfach zusammenhéngend.

R3 \ {0} ist einfach zusammenhingend, aber R?\ {(0,0,z) : z € R} ist nicht einfach
zusammenhangend.

20.4. Kurvenintegrale und Potentialfelder:

Satz 1: Sei G C R” ein Gebiet und v : G — R™ ein stetiges Vektorfeld. Dann sind
aquivalent:

(i) v ist Potentialfeld in G.
(ii) Fiir je zwei Punkte #, 5 € G ist fv U'- ds unabhingig von der Kurve v : [a,b] — G mit

v(a) =7, y(b) = 7.
(iii) Fiir jede geschlossene Kurve 7 : [a,b] — G gilt

j{ﬁ-dgzo.
.

Satz 2: Ist G einfach zusammenhingend und ¢ : G — R" ein C'-Vektorfeld, so ist aufler-
dem aquivalent:
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(iv) Fir alle j,k =1,...,n gilt: 0;v, = Opv; auf G (Vertrdglichkeitsbedingung).

Fiir G C R? gilt also, ist G einfach zusammenhéngend und ist rot & = 0 in G, so ist ¥ ein
Potentialfeld in G.

Beispiele: (1) Sei #(z,y) = (fﬁ’l) auf G := R% @ ist konvex, also einfach zusam-
menhéangend. Hier gilt

Oyv1 = 0,(2zy) = 21 = 0,(2° + 1) = D,vy auf R%

Nach Satz 2 ist ¢ ein Potentialfeld auf R?. Berechnung eines Potentials f etwa durch den
Ansatz:

fzy) = / or(.y) do + (y) = / 2ay dr + B(y) = 2%y + B(y).

Nun muss 9, (z%y + ¢(y)) = va(z,y) = 2 + 1 sein, also 2% + ¢'(y) = 2 + 1, dh ¢'(y) =1
und etwa ¢(y) = y. Ein Potential f auf R? ist also gegeben durch f(z,y) = 2%y + .

(2) Sei W(z,y) = ( 2 hy? > fir (z,y) € G :=R?\ {(0,0)}. Dann ist @ ein C'-Vektorfeld,
22 +y?

das die Bedingung (iv) erfiillt: Es ist

y? — 22

—(1‘2 I y2)2 = 5’xw2.

8yw1 =

Fiir die geschlossene Kurve 7 aus Beispiel 20.2(3) gilt aber

/lﬁ-d§:27r.
N

Also ist w nach Satz 1 kein Potentialfeld auf R? \ {(0,0)}. R?\ {(0,0)} ist nicht einfach
zusammenhangend.

Auf z.B. {(z,y) € R? : z > 0} (was konvex, also einfach zusammenhéngend ist) ist @ aber
nach Satz 2 ein Potentialfeld und f(x,y) := arctan(y/x) definiert ein Potential.

20.5. Integration iiber Teilmengen im R?: Sei R := [a,b] x [c,d] C R? ein Rechteck.
Man erklart Integrierbarkeit und Integral fiir beschrankte Funktionen f : R — R ahnlich
wie in 10.1 und 10.2 (HM I), indem man Zerlegungen a = 2o < 21 < ... < ,, = b und
c=1yo <Y1 <...<Uypn=dund die daraus resultierenden Zerlegungen [z;_1, ;] X [yx—1, Yx],
7=1,....,n, k=1,...,m von R betrachtet. Ist f integrierbar, schreiben wir

[ s v dey

fiir das Integral.
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Satz 1: Sei f: R — R stetig. Dann ist f integrierbar und es gilt

/ f<x,y>d<x7y>:/ab/cdﬂx,y)dydx:/Cd/:ﬂx,y)dxdy.

Beispiel:

// zyd(z,y) = / (/leydy>dx:/01 [my;]zz(l)da::/olgdx: [%2} :i.

[0,1]x[0,1]

Definition: Ist B C R? beschrinkt und f : B — R beschrankt. Dann heifit f iiber B
integrierbar, falls es ein Rechteck R gibt mit B C R und die Funktion f; : R — R,

folz,y) == { f(a(:), ) ’Ei’zg ;g , integrierbar ist. Man setzt

/fxy (z,y) /foﬁy (2, y).

Satz 2: Ist f: B — R stetig, wobei

B:={(z,y) : x € [a,b],y € [c(z),d(z)]}

und ¢, d : [a,b] — R stetige Funktionen sind, so ist f iiber B integrierbar und

/ flz,y)d(x,y) = /ab < C(d:) f(z,y) dy> de.

Entsprechendes gilt, wenn die Rollen von x und y vertauscht werden, dh fiir Mengen

C={(v,y) :y €[c,d],x € [a(y), b(y)]},

wobei a,b : [¢,d] — R stetig sind. Es ist dann
d b(y)
/ fla,y)d(z,y) = / ( f(z,y) dw) dy.
¢ c a(y)

Beispiele: (1) Sei B := {(z,y) : 7,y > 0,2* + y* < 1}. Dann ist

1 Vi—z? 1 1 1 1
//xd(:c,y):/ / xdyd:c:/ V1 —x2dx = [——(1—:52)3/2 ——
o Jo 0 3 o 3

B
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(2) Sei B :={(x,y) :y > 0,22 + y*> < 1}. Dann ist

//d(x,y):/11</0 1—a? dy)dxz/llmdng

der Flacheninhalt von B.

Bemerkung: (a) In Satz 2 ist B abgeschlossen. Integriert man nur iiber die offene
Menge

inn (B) :={(x,y) :a <z <bec(zr) <y<d)},
(das Innere von B), so édndert sich das Integral nicht (f ist aber als stetig auf B vorausge-
setzt!).

(b) Lésst sich eine abgeschlossene Menge A schreiben als A = U?:1 A;, wobei jedes A; von
der Form der obigen Mengen B oder C' ist und inn (A;),inn (As),...,inn (A,) paarweise
disjunkt sind, so gilt fiir stetiges f: A — R:

é/f(x,y) d(z,y) = ]Z://Aj Fz,y) d(z,y).

(c) Wir werden im folgenden iiber Gebiete G C R™ integrieren. Die Funktionen f werden
stetig sein auf B

G :=GUOIG,
wobei 0G (der Rand von G) die Menge aller Randpunkte von G ist. Dabei heiit ein # € R"
Randpunkt von G, falls K(7,6) NG # ) und K(7,¢) N (R™\ G) #  fiir jedes ¢ > 0 (“in
jeder Umgebung von 7 liegen Punkte aus G und Punkte aus R™ \ G”). Die Menge G ist
abgeschlossen.
Beispiele: Es gilt etwa 0K (Zy,r) = {Z € R" : || — Zy| = r} und O(R"™ \ {0}) = {0}. Fiir
G = inn (B) von oben gilt

Ende Di
13.06.17

0G ={(z,y) : x € [a,0],y € {c(z), d(x)}}U{(a,y) : y € [c(a),d(a)]}U{(b,y) : y € [c(b), d()]}.

20.6. Gauflscher Integralsatz im R?: Sei G C R? ein Gebiet so, dass sich Bemerkung
20.5(b) auf G anwenden lisst. Der Rand dG von G bestehe aus endlich vielen reguliren
Kurven 71, ..., 9y, so, dass v := 1 +. . .+, (im Sinne von Bemerkung 20.1(d)) geschlossen
und doppelpunktfrei ist und OG als Spur hat. Die Orientierung von =y sei so, dass G “links
von 7 liegt”. In dieser Situation schreibt man statt fw suggestiv auch faG.

v

ngU. ds = //(leg(x,y) — oy (z,y)) d(z, y).
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Bemerkung: Manchmal wird auch §, ., vi(z,y) dz+vy(x, y) dy statt ¢, U- ds geschrieben.

Wir betrachten den Fall eines offenen Rechtecks G' = (0, b) x (0, d) und parametrisieren die
vier Seiten jeweils durch die Bogenlange. Dann ist

b d b d
]{ Uv-ds = / v1(z,0) dx +/ va(b,y) dy —/ vi(z,d) dx —/ v2(0,y) dy
Gle 0 0 0 0

d b
— /0 vs(b,y) —v2(0 ) dy—/o vi(z,d) —vi(z,0) dx

-~

-~

—fo O1v2(z,y) —fo Oav1(z,y) dy

— // 611)2 (z,y) — Ovr (, y)> d(z,y).

Bemerkung: Der Satz ist formuliert fiir Gebiete G mit einer geschlossenen Randkurve, dh
G ist hier einfach zusammenhéngend. Gebiete (G, die nicht einfach zusammenhangend sind,
kann man in einfach zusammenhangende Gebiete “zerschneiden”. Dabei beachte man, dass
sich die Kurvenintegrale iiber die “Schnittlinien” beim Zusammenaddieren wegheben. Der
Satz gilt also auch, wenn G so ist, dass sich Bemerkung 20.5(b) auf G anwenden lisst, und

der Rand 0G aus endlich vielen disjunkten geschlossenen Kurven im Sinne von Bemerkung
20.1(d) besteht.

20.7. Stokesscher Integralsatz im R?: Seien G, 0G, D und ¥ wie in 20.6. Die rechte
Seite im Satz lasst sich schreiben als

é/(vX s )-ggd(x,y>.

Bemerkung: Hier kann in der dritten Komponente statt 0 auch eine beliebige Funktion
v3 € CY(D,R) stehen.

20.8. Divergenzsatz im R*: Seien G, 9G, D wie in 20.6 und sei @ = (;;}) € C*(D,R?).
Der Rand 9G sei parametrisiert durch 5(s) = (¥ ES§> 0 < s < L (dh also bzgl. der Bo-
genlénge). Dann ist 7/(s) = T'(s) = (5” (sg) und [|T'(s)|| = 1. Setzt man N(s) := (f () ), so

y'(s z'(s)/”
ist N(s), T'(s) ein Rechtssystem in R?. Da G “links von 77 liegt, ist N(s) senkrecht auf
JG und nach auflen gerichtet (dufiere Einheitsnormale).

Setzt man v := (_wfz), so erhalt man aus 20.6:

ﬁGw.z\?ds:/ (V- @)d(z,y).
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Wegen v; = —wy und vy = w; ist namlich
T-d§=7-Tds=1w-Nds
und 61122 — 82’01 == alwl + 8211}2.
Bemerkung: In faGu_f . Nds wird der Anteil des Vektorfeldes @ in #uBerer Normalen-

richtung aufintegriert. Das Integral ist also der Fluss des Vektorfeldes durch 0G (aus G
heraus). Die Divergenz V - ist ein Ma$ fiir die Quelldichte des Vektorfeldes.

Insbesondere gilt: Ist @ quellenfrei in D (dh V - @ = 0 in D), so ist §, @ - Nds = 0 fiir
alle G wie in 20.6 mit G C D (und umgekehrt).

Beispiel: Sei r > 0 und G := {(z,y) : 2?2 + y* < r?}. Wir parametrisieren 0G = {(z,y) :
?+y* =1} durch y(t) == (1)), ¢ € [0, 27]. Anhand einer Skizze ist klar, dass N((t)) =

rsint

(1) bzw. N(z,y) = (x \/—”;IZ) fir (z,y) € 0G.

[ Parametrisieren wir nach der Bogenlinge, so ist J(s) = (:Zflf((j;:))), s € [0,27r], und
R 7 _ (—sin(s/7) s N __ (cos(s/r
fy/(s> - T(S) o ( cos(s/i‘) )’ SOw1e N(S> o (sin((s;r))) i|

Das Vektorfeld sei gegeben durch w(z,y) = (323;/) Dann gilt @/ € C'(R?,R) und

ﬁGzﬁ.Nds = //V.wd(x,y):é/(gﬁ_z)d@’y)

Vir2—z? T
= // y+2)dydx:4/ Vr2 — x2dx.

7‘271132

Wir substituieren z = r§, de = r d§ und erhalten

1
j{ u7~]\7d3:4r2/ V1 —E2dé = 2mr.
oG -1

20.9. Greensche Formeln: Seien G, 9G, D wie vorher und f € C*(D,R), g € C*(D,R).
Dann gilt die 1. Greensche Formel:

]{ g—dS—// gAf +Vg- Vf) d(z,y).

Zum Beweis sei w := gV f in 20.8. Man beachte gV f - N = ga und
Vi =V (gVf)=Vg-Vf+g(V-V[f)=Vg-Vf+g(Af)
(Produktregel aus 19.21).
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Sind f,g € C*(D,R), so gilt die 2. Greensche Formel:

fgg <g§_§ - %) ds = // (927 = fAg) d(wy).

Zum Beweis subtrahiere von der 1. Greenschen Formel die Formel, in der die Rollen von f
und ¢ vertauscht sind.

Beispiel: (1) Seien G, 0G, D wie in 20.6 und u € C*(D,R) mit Au=0in G und u = 0
auf 0G. Mit f = g = u in der ersten Greenschen Formel erhalt man

/ Vu-Vud(z,y) =0.

G
Da Vu - Vu = [|[Vu|? > 0 stetig in G ist, folgt || Vu(x,y)|| = 0 fiir alle (z,y) € G und
weiter Vu(z,y) = 0 fir alle (z,y) € G.
Mit der folgenden Bemerkung erhélt man, dass u aut G konstant ist. Da u stetig ist, ist u
auch auf G konstant. Da nach Voraussetzung aber u = 0 auf G C G ist, folgt u = 0 auf
G.
Bemerkung: Ist G ein Gebiet und u € C'(G,R) mit Vu = 0 in G, so ist u auf G konstant.

Begriindung: Zu je zwei Punkten Z,i € G findet man eine Kurve v : [0,1] — G mit
7(0) = Z und ¥(1) = y. Nach Beispiel 20.2(2) ist

u(@) — u(®@) = u(3(1)) — u(3(0)) = / Vu - d5=0.

Hat man ein u € C?(D,R) mit Au = 0 in G und g—;% = 0 auf 0G, so folgt genauso, dass u
auf G konstant ist, aber z.B. u = 1 ist auch eine Losung.

Beispiel: (2) Seien u,p € C*(D,R) mit ¢(z,y) = 0 fir alle (z,y) ¢ G. Dann ist auch

Vo(z,y) = 0 fir alle (z,y) ¢ G somit ¢ = 0 und % = 0 auf 0G. Aus der zweiten
Greenschen Formel erhalten wir

[ @iy = [[uap ey
G G

(vergleiche partielle Integration).

20.10. Bemerkung: Die Sitze in 20.6-20.8 gelten auch, wenn statt C'!' auf D nur voraus-
gesetzt wird:
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Das Vektorfeld @ (bzw. w) ist auf G stetig differenzierbar und die Komponentenfunktionen
sowie ihre partiellen Ableitungen lassen sich stetig auf G fortsetzen. Man schreibt dafiir:
v, € CYQG).

Entsprechend wird definiert: f € C?(G,R), falls f € CQ(_G,R) ist und sich f und alle
partiellen Ableitungen der Ordnung hochstens 2 stetig auf G fortsetzen lassen.
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21 Oberflachenintegrale und Integralsitze im R’

Wir beschiftigen uns zunichst mit Volumenintegralen im R3 bzw. gleich allgemein mit
Integralen im R™ (vgl. mit 20.5).

21.1. Integrale iiber Teilmengen von R™: Sei Q) := [ay, b1] X [ag, ba] X ... X [an, b,] ein
Quader im R™ und f : Q — R beschrankt. Man erklart Integrierbarkeit von f und das
Integral von f dber @ &hnlich wie in 10.1 und 10.2 (HM I). Dabei muss man jedes der

Intervalle [a;, b;], j = 1,2,...,n, zerlegen:
aj = 2j0 < Zj1 < oo < Zm() = by,

und Supremum und Infimum von f auf den “kleinen” Quadern

n

[Tk -1 20

j=1
betrachten (hierbei ist k(j) € {1,2,...,m(j)} fir jedes j = 1,2,...,n).

Ist f iber () integrierbar, schreibt man

/ flzy, @, .. ) d(x, 29, ..., 2p)
Q

fiir das Integral und im Falle n = 3 auch

] #evdten.)
Q

Satz: Ist () wie oben und f : () — R stetig, so ist f iiber () integrierbar und

/Qf(lﬂl,---,$n)d($1,---,$n):/:1(---( ainf(xl,...,xn)dxn)...)dxl,

wobei die einzelnen Integrationen rechts in beliebiger Reihenfolge ausgefiithrt werden
konnen.

Bemerkung: Sei B C R" beschrankt. Die Definition in 20.5 fiir Integrierbarkeit und
Integral beschrinkter Funktionen f : B — R gilt entsprechend (es ist nur “Rechteck R”
durch “Quader ()" zu ersetzen; Integrierbarkeit und Integral sind unabhéngig von dem

Quader @ mit B C Q).

Der folgende Satz gilt analog auch in hoheren Dimensionen.
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21.2. Integration iiber projizierbare Teilmengen von R3: Sei B C R? von der fol-
genden Form:

B ={(z,y,2) € R*: (2,y) € Bo,g(z,y) < 2 < h(z,y)},
wobei g, h : By — R stetig mit g < h und
By = {(z,y) €R*: w € [a, 0], u(z) < y < v()}

mit u, v : [a,b] — R stetig.

Ist dann f : B — R stetig, so ist f liber B integrierbar und es gilt

/B/ flx,y, 2)d(z,y, 2) = /ab (/u::) (/g::)y) f(x,y,2) dz) dy) dz.

Bemerkung: (a) Die Rollen von z,y, z kénnen vertauscht werden (vergleiche Satz 2 in
20.5).

(b) Fiir f =1 erhilt man das Volumen vol(B) von B.

Beispiele: (1) Sei r > 0 und
B ={(z,y,2):a® +y* +2° <1’}
(Kugel um 0 mit Radius r). Mit a = —r, b =r, u(r) = —vr2—22 v(x) = Vr?2 — 22

—\/r2 = (22 +y?), h(z,y) — (22 4 y?) erhalten wir

VrZ—g? x2+y VrZ—g2
/// d(:l:,y,z):/ / / dzdyda:z/ / 2y/r? — (22 + y?) dy dux.
—r J =222 r2— (x2+y —r J—/r2—2?
B

Wir substituieren im inneren Integral y = v/r2 — 227, dy = v/r?> — 22 dn und erhalten

Vr2—z?
/ 212 — (22 +92) dy = 2(r? — z%) / V1—n2dn = n(r* — 2?).
T
Somit ist . , )
vol(B) = 7T/ (r? — 2%) dr = W[TQZL‘ - :E—} =3,
- 31— 3
(2) Sei

B:={(x,y,2):0< 2+ <z <1}

Wir berechnen

2

/B//ld(:c,y,z)Z/Ol(/_\/;</_;1dy>dx>dz:/01< // Ld(a.9)) dz

{(y):a?+y?<z}
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Das innere Integral ist der Flacheninhalt eines Kreises mit Radius /z. Dieser Kreis ist der
Schnitt durch B mit festgehaltener z-Komponente. Wir erhalten somit

///1d(x,y,z) :/Olﬂzdz:g

Bemerkung (Prinzip von Cavalieri): Fiir B C R? der Form

B={(z,y,2): z € [a, 8], (z,9) € B(2)}

/B//d(x,y,z):/ab/B(z)dx

Hierbei ist B(z) der Schnitt durch B mit festgehaltener z-Komponente.

gilt allgemein

Bemerkung: Wir werden im folgenden iiber beschrinkte Mengen im R? integrieren, die
sich dhnlich wie in Bemerkung 20.5(2) in endlich viele Gebiete der Form B (mit eventuell
vertauschten Rollen der Koordinaten) zerlegen lassen. Wir nennen solche Mengen Integra-
tionsbereiche.

21.3. Transformationsformel: Sei B C R™ beschriankt und abgeschlossen (meist ist
n = 2 oder n = 3 und B ein Integrationsbereich) und U O B ein Gebiet. Sei ¢ : U — R
stetig differenzierbar und injektiv mit det &' # 0 auf U, sowie A := ®(B) und f: A - R
beschrankt.

Bemerkung: Nach 19.14 ist dann auch V := ®(U) offen und ® : U — V bijektiv und in
beiden Richtungen stetig differenzierbar. Da U ein Gebiet und det ®' : U — R stetig ist,
gilt auBlerdem det &' > 0 auf U oder det &’ < 0 auf U.

Satz: Es ist f integrierbar iiber A genau dann, wenn f o ®|det ®’(-)| iiber B integrierbar
ist. In diesem Falle gilt

/f dx—/f ))ldet (& (y))] dy.

Im einfachsten Fall ist ®(x) = Cz + b, wobei C' € R™™ regulér ist und b € R™. Nach der
“Interpretation” in 18.9 muss das Volumen eines Quaders () C B beim Abbilden mit &
gerade mit |det (C')| multipliziert werden. Das ist die Kernidee hinter der Transformations-
formel.

21.4. Polarkoordinaten im R?: Fiir (z,y) € R? setze r := ||(z,y)|| = /2? + y?. Dann
findet man Winkel ¢ mit x = rcos g, y = rsing.
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221y, 7 I——— (my)

T COS &

Fir (r, ) := (152%) gilt

rsin g

/ [ cosp —rsing
q)(r’gp)_(singp T COS )’

also det ®'(r,p) = 7.

Damit & injektiv ist, nehme man etwa U = (0,00) X (¢1, o) mit 0 < 51 < @ < 27 und
Do — P1 < 2m. Sind @1 < @1 < o < Do, B :=[Ry, Ra] X [p1, 2] und A := &(B), so gilt fiir
stetiges f: A — R:

/fxy (z,y) /frcosgo,rsmcprdrgo / / f(rcos,rsinp)rdrde.

Zusatz: Diese Formel gilt auch fiir ¢; = 0 und ¢, = 27, sowie fiir Ry = 0.

Beispiele: (1) A = {(z,y) e R? : y > 0,1 < 2?+y? < 4}. Hierist Ry =1, Ry = 2, ¢, = 0,
wo =, also B =[1,2] x [0,7]. Es gilt also fur f(z,y) = y/2? + y*:

//y\/aﬂ—i—y d(z,y) //Tsmgm“rd / / 3 sin @ dr dyp
" 15
[ [ oo [5] -
Ende Di
(2) Sei M = {(z,y,2) €R®: 22 + 4> <4 — 2,z € [0,4]} und A := {(z,y) : 22 + 32 < 4}. 20-06.17
Dann gilt
ac-l—y
///Mwy, // / 1dz>d($y)
27
= // (z® +y*) d(z,y) / / — 1) drdp = 8.
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(3) Wir berechnen das Integral [ e~ dx (das war in HM I nicht méglich). Dazu sei R > 0

und
Kp:={(z,y) 2,y > 0,2 +y* < R’}, Qr:=[0,R] x [0, R]

und p := V2R, sowie f(z,y) := e~ @) auf R,

Dann gil
" //f(x,y)d(x,y) < //f(ﬂf,y)d(ray) < //f(w,y)d(x,y),
Kpg Qr Ky
[ @ iea = [[ i@ = ([ i)
Qr Qr
[[ seawn= [ ["errarap=Ta -,

flo,y)d(e,y) = S (1—e ) =T (1 - 27,
Jf -

und genauso

Wir lassen nun R — oo und erhalten

/ e dy = ﬁ, / e dy = Nz
O —

2 oo

T COS

21.5. Zylinderkoordinaten im R?: Hier ist ®(r,,2) = [ rsing |, also 2 = rcos ¢,
z

y=rsiny und z = 2.

(z,9,2)
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Es gilt
cosip —rsing 0

' (r,p,z)= | sinp rcose 0 |,
0 0 1
also det @'(r, p, z) = r. Fiir A, B C R?® wie in 21.3 und stetiges f : A — R gilt somit:

// et = [ ewmerins ot

Der Zusatz aus 21.4 gilt sinngemafl auch hier.

Beispiel: A = {(z,y,2) : 22 +y* < 1,0 <y < 2,2z € [0,1]}, also B = [0, 1] x [0, 7/4] x [0, 1].
Dann ist fir f(z,y,2) = 2% +y* + yz:

///(12 +y?+y2)d(a,y,2) = ///(7"2 + zrsin@)rd(r, , 2)

1 pr/4 pl
= // /(rz—l—zrsingo)rdzdgpdr
o Jo 0
1 7T/4 22 =1
= // zr3+—r2sing0] dydr
= // r—l——smgpdgpdr

_ [T /4 Tl V2
—/04r+2[ cos ¢l dr—16+6<1 )

21.6. Kugelkoordinaten im R3: Man schreibt r = ||(z,v, 2)|| = (2® + v* + 2%)"/2 und

x 7 COS  cos U
y | =®(r,p,9) = rsinpcos? |,
z rsin

wobei r > 0, ¢ € [0,27] und ¥ € [—7/2,7/2].
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Es ist
cospcosty —rsingcosty —rcos psiny
O (r,p,9) = | sinpcost? rcospcosd —rsinpsind |,
sin o 0 —rcos ¥

also det @'(r, p,9) = r? cos .
Sind A und B wie in 21.3, also A = ®(B), und ist f: A — R stetig, so gilt:

// flz,y,2)d(z,y,2) = // f(rcos pcosd, rsinpcosd, rsind) r? cos  d(r, ¢, ).
A B
Der Zusatz in 21.4 gilt entsprechend.

Beispiel: Sei A = {(z,y,2) : 2> +y?+ 22 < 1,2,y,2 > 0}. Dann ist B = [0, 1] x [0, 7/2] x
[0,7/2], und fur f(x,y,2) = x\/2% + y? + 22 gilt:

///x\/md(x,yﬂ) - ///Tcossocosﬁ-r~r200819d(7”7907‘9)
1

= / / /r cos o cos> ¥ dr dp dv
= /r dr - / Cosgodgp/o oS 19d19—20

S/

-~

~
=1 =r/4

21.7. Flichendarstellungen im R3: Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Flichen im R?
darzustellen.
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Explizite Darstellung: z = f(z,y), z.B. z = £1/1 — 22 — 2, genauer

TF = . c(x,y) €Uy,
{ f(ﬂ?iy) e }

wobei U C R? Gebiet und f € CY(U,R).
Implizite Darstellung: F(z,y,z) =0, z.B. 2% + y*> + 2> — 1 = 0, genauer

T

3’”:{ Z ED:F(:Z:,y,z):O},

wobei D C R* Gebiet und F € C*(D,R). Hierbei sei VF(z,y,2) # 0 fiir (z,y,2) € F.
Diese Bedingung sorgt dafiir, dass man lokal immer nach einer der Variablen x, y oder z
auflosen kann (vgl. 19.15).

Parameterdarstellung: Beispiel

cos @ sin ¥
ff:{ sin ¢ sin ¢ :906(0,27r),19€(0,7r)},
cos ¥

allgemein

F ={g(u,v) : (u,v) € U},

wobei U C R? Gebiet und § € C'(U,R?) injektiv ist mit Rangg’(u,v) = 2 fiir alle
(u,v) € U (beachte g'(u,v) € R¥*?). Ein solches F heiBit requlires Flichenstick im R? und
g heifit requldare Parametrisierung von J.

Bemerkung: Durch F(z,y,z) = z — f(z,y) kommt man von einer expliziten zu einer im-
pliziten Darstellung. Die explizite Darstellung ist ein Spezialfall der Parameterdarstellung
via

X
g(z,y) = Y . (z,y) €U
f(z,y)
Ende Do
22.06.17

Normaleneinheitsvektor: Ist F ein regulires Fliachenstiick im R3, so gibt es in jedem
Punkt auf der Flache genau zwei Vektoren, die auf der Fldache senkrecht stehen und die
Lange 1 haben. Sie sind entgegengesetzt gerichtet und heiflen Normaleneinheitsvektor. Die
Entscheidung fiir einen der beiden legt die Orientierung des Flachenstiicks fest.

Héaufig wird verlangt, dass N “nach auBen” zeigt, was aber voraussetzt, dass es tiberhaupt
“innen” und “auflen” gibt. Das ist im allgemeinen nicht der Fall.

Im folgenden betrachten wir N als Abbildung F — R3.
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In Parameterdarstellung ist
— Oug(u,v) X 0,g(u, v
N((u,v)) = = I X Ol 0)
[0ug(u, v) x Oyg(u,v)|

Wir verwenden, wenn nichts anderes gesagt wird, hier das positive Vorzeichen.

(u,v) € U.

In impliziter Darstellung F'(x,y, z) = 0 ist der Normaleneinheitsvektor
VF(z,y,2)
IVE(z,y,2)|’

(beachte, dass man statt F' ebenso —F' verwenden kann). Das liegt daran, dass der Gradient
von F' senkrecht auf der Niveaufliche steht (vgl. 19.12).

N(z,y,2) =+ (,y,2) € F

Fiir die explizite Darstellung z = f(z,y) erhalten wir

- 1 _8a:f(x7y)
N(z,y, f(x,y)) = =0y f(z,y) |, (x,y)elU
\/1 (0o f(2,9))* + (0, f (2,y))? "
1 0 _a:vf
(beachte, dass 0, = 0 , 0y = 1 und 0,4 X 0y,g = | —0,f | ist).
O f Oy f 1

21.8. Oberflachenintegral: Sei U C R? ein Gebiet und § : U — R? eine regulire
(insbesondere also injektive) Parametrisierung eines Fléchenstiicks. Dann heifit

do = ||0,g(u,v) X 0yg(u,v)| d(u,v)
skalares Oberflichenelement, und
do = 0,g(u,v) X 0,g(u,v) d(u,v)

heifit  wvektorielles Oberflichenelement des durch ¢ parametrisierten regularen
Flachenstiicks.

Definition: Sei B C U ein Integrationsbereich und F := §(B). Fiir ein stetiges Skalarfeld
f: F — R definiert man das (Oberfldchen-)Integral von f diber F durch

[ 1d0= [[ #atw.e)) 1ougta. ) x 0.0 )] d(av),

und fiir ein stetiges Vektorfeld w : F — R3 setzt man

//w 45 = // ug(u v) X Dygi(u, v)) d(u, v).

Fir f =1 erhalt man den Flacheninhalt von JF:
— [[ do= [ [ 10.gt0.0) x 0ugtw. o)) dlws o)
F B
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Bemerkung: Die Definitionen sind invariant unter orientierungserhaltenden Parameter-
transformationen.

Bemerkung: Wenn wir das vektorielle Oberflichenelement mit dem skalaren
Oberflachenelement vergleichen und — wie in 21.7 gesagt — fiir N das positive Vorzeichen

nehmen, dh
- Oud(u,v) X 0yg(u,v)

N5 v)) = 5. 5, 0) X Bugu, o))

//w daz//w-ﬁdo,
F F

das ist der Fluss des Vektorfelds @ durch die mittels N orientierte Fliche 7.

So ist

Beispiel: Wir berechnen den Flacheninhalt einer oberen Halbkugel

x
F={ y c2? +y? < R?}

/R2—1’2—y2

mit Radius R > 0. Wir haben eine explizite Darstellung mit f(x,y) = /R? — 22 — y? und

g(z,y) = Yy .Esist 0, x 0,9 = | —0,f |, wobeli =0, f = x//R?— 2% —y?
fz,y) 1

und =0, f = y// R?* — 2* — y?. Wir setzen B := {(x,y) : 2* + y* < R%*}. Somit ist
22 y?
AlF) = //\/R2—a72—y2 Tt d(z,y)
B
2w R
R2
= /0 /0 ”—R2—r2 rdrde

1
1
27TR2/ p——=dp
0o 1—p?
1
- 27TR2[—\/1—p2] — 2 R?.
0

21.9. Der Integralsatz von Stokes im R3: Sei U C R? ein Gebiet und §: U — R? eine
reguldre Parametrisierung eines Flichenstiicks F* := ¢(U).

Sei G C U ein Gebiet so, dass G ein Integrationsbereich ist. Der Rand G von G bestehe
aus endlich vielen reguldren Kurven 7y,...,7,, dh v := v + ... + 7, (im Sinne von
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Bemerkung 20.1(d)) ist doppelpunktfrei und hat 0G als Spur. Die Orientierung von  sei
so, dass G “links von ~ liegt” (dh OG ist positiv orientiert).

Sei F := g(G). Dann ist 0F := §(0G) parametrisiert durch go .
Satz: Ist nun V C R? offen mit FUOF C V und v : V — R3 ein C*-Vektorfeld, so gilt

fa-dgz/ (V x ) - do.
oF 5

Nach 20.2 konnen wir die linke Seite auch schreiben als

7{ U fds,
oF

wobei T : F — R3 der Tangenteneinheitsvektor ist, hier gegeben durch

TG0 0)) = Hj:

und die rechte Seite konnen wir schreiben als

//(Vxﬁ)-ﬁdo.

F

Alternativ: Ist T auf 0F gegeben (und damit die Orientierung von 0F festgelegt), so sei
im Punkt P € 0F der Vektor 7 der Vektor der Lange 1, der in der Tangentialebene an
F in P senkrecht auf T steht und ins AuBere von F weist. Die Richtung von N ist dann
diejenige von 7 X T.

Anders ausgedriickt: Die Orientierung von N auf F ergibt sich aus der Orientierung von
0F im Sinne der “Rechtsschraubenregel”. Man vergleiche hierzu auch die ebene Version
des Stokesschen Integralsatzes in 20.7!

Beispiele: (1) Sei F := {(z,y,2) : 22+ y*> + 2* = 1,z > 0}. Dann ist 0F = {(x,y,0) :
z? +y? = 1}. Orientieren wir 0F durch T (z,y,0 , so erhalten wir ]\7(:15, Y, z) =
x
Y fiir (ZE,y,Z) €7
z

Wir wollen

J:://(VXU)-dJ

F
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berechnen, wobei 7 € C*(R?, R?) sei.
Nach dem Stokesschen Satz ist

—sint

2w
J:% U- d§:/ U(cost,sint,0) - cost dt.
oF 0 0
—y+z
Fir v(z,y, z) = x4z erhalten wir
z—
or [ —sint —sint
J = / cost . cost dt = 2m.
0 —cost 0
—1
Hier ist tibrigens V x 9(z,y, z) = 2
2

(2) Sei G ein Integrationsbereich im R? mit einer aus endlich vielen reguliren Kurven
zusammengesetzten doppelpunktfreien Randkurve. Dann gilt fiir die Fliache A(G) von G:

0-3f,(7)

-y
(Man bette G in den R? ein und beachte N = €3 und (V X x > €3 =2.) Ende M
0 26.06.17

(3) Anwendung von (2): Seien o, € Rmit 0 < f —«a < 27 und r : [a, 5] — R eine
C'-Funktion. Sei G C R? gegeben durch

G = {(rcost,rsint) : t € (a, ), r € (0,7(t))}.

Dann gilt die Leibnizsche Sektorformel:

(Die Integrale tiber die Strecken [(0,0), (r(a) cos a, r(a) sin @)] und
[(0,0), (r(8) cos 8, r() sin B)] verschwinden, das Integral tiber v(t) = (:((? .t € [a,f]

)sint
rechne man aus.)

21.10. Der Divergenzsatz im R3: Sei B C R? ein beschrinkter und abgeschlossener
Integrationsbereich und G := B\ 0B ein Gebiet mit 0G = 0B (dann ist G = B). Der
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Rand JG lasse sich zerlegen in endlich viele reguldre Flachenstiicke. Die Einheitsnormale
N auf 8G sei ins AuBere von G gerichtet.

Satz: Sei V C R? offen mit G C V und ¥ : V — R? ein C'-Vektorfeld. Dann gilt

///V-ﬁdfz//ﬁ-ﬁdo,
G oG

wobei wir hier dr fiir d(z,y, z) geschrieben haben.

Beispiele: (1) Fir v € C*(V,R?) gilt

/ (V x1)-do=0,
oG

da ja divrot v = 0 in G. Nach 21.9 ist das nicht verwunderlich, da die Oberfliche 0G von
G ja geschlossen ist und selbst keinen (Fléchen-)Rand hat.

(2) Fiir f € C*(V) gilt
/G//Afdrza/a/vf.da:!G/vf.ﬁd():a/!%da

(3) Greensche Formeln Fiir f,g € C*(V,R) und h € C*(V,R) gilt:

[ vigto=J[f (o +wn-ws)as
// g__ %)dO—/(;//(gAf—ng)dT

(4) Setzt man (%) := &, so gilt V - ¥ = 3, und wir erhalten

VOI(G):%//E’-NCZO.
oG

Fir G = {7 : ||7|| < R} ist also wegen N = Z/||Z]|:

vol(G) = / ]| do = 5 A0G) = s,
~—— 3

=47 R?
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(5) Wir setzen f(z) = ||Z||"" fir £ € R\ {0} und ¢ = Vf. Dann ist

—

L 1 x

@) = (=g +adad) ™ ) =0
V(1) = L 3%

1@ = =3 (5 ~ %) -

7j=1
fiir & # 0.
Nach dem Divergenzsatz ist also fiir G mit 0 € G:

T

— - do=0.
// EE
oG

Wir halten auflerdem fest, dass

| || =0 inR3\ {0}.

(6) Sei ¢ € C?(R? R) mit ¢ = 0 auBerhalb einer Kugel G um 0 mit Radius R. Wir wollen

/G/ / ﬁmp dr = — 47 (0)

zeigen. Da der Integrand fiir ¥ — 0 nicht beschrankt bleiben muss, verstehen wir unter der

linken Seite
lim / / / —Aypdr,
e=0 12

wobei G, = G\ {||f|| < ¢}. Fiir festes € € (0, R) ist jetzt nach der zweiten Greenschen
Formel und nach (

/// il // ”iua@; // ETER

1 Zl|=¢

Q

Dabei beachte man, dass fiir ||Z]| = ¢ gilt: N = —#/e. Also ist

// e ||3' //@dH —4mp(0) (e = 0).

(2|l =¢ lIZ]|=¢

Andererseits ist ||Vl < K fiir eine geeignete Konstante K und daher

ViEr pri <

(2]l =e

(e = 0).
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Interpretation: Es gilt “AHlll = —4md5”, wenn wir gegen C*-Funktionen ¢ integrieren,
die auBerhalb einer Kugel G = K (0, R) verschwinden. Dabei setzt man fiir solche ¢:

/G// (Agap)ee = /G//ﬁmwdf

was durch die zweite Greensche Formel in (3) oben gerechtfertigt ist (die Randterme ver-
schwinden), und definiert
[[[ etar = 000
G

dh 05 ist formal als eine “Dichte” mit Integral 1 zu verstehen, die im Punkt 0 konzentriert

ist.
Bemerkung: Ahnlich kann man im R? zeigen, dass fiir g(z,y) = —ﬁ In(z? + y?) gilt:
Ag = 5(0?0).

21.11. Satz iiber Parameterintegrale: Sei V C R" offen und B C V ein Integrations-
bereich (insbesondere ist also B abgeschlossen und beschriankt). Sei I C R ein offenes
Intervall und f: I x V| (t, %) — f(t, ), sei stetig und stetig partiell nach ¢ differenzierbar.
Dann ist die Funktion g : I — R, t — g(t) == [, f » f(t, ) dZ, nach t stetig differenzierbar
und

’t):/atf(t,f)df fir jedes t € I.
B

Ist f: I xV — R nur stetig, so ist ¢ : I — R stetig. Diese Aussagen gelten auch fir
komplexwertige Funktionen.

Beweis. Wir zeigen die Differenzierbarkeit. Der Beweis fiir die Stetigkeit ist ahnlich. Sei
t € I fest und h # 0 mit |h| klein. Dann gilt nach dem Hauptsatz aus HM1:

) = (t+h /af
/ft+h:c ft, )

— Ouf (¢, 2) dZ
/ / Ouf (,3) — O,f(t, ¥) dr d7.

o< [ rdEe e (007 = @)

Dabei geht das Maximum fiir A — 0 gegen Null. Sonst gabe es namlich ein ¢ > 0 und
Folgen (7,,) mit 7,, — ¢t und (Z,) in B mit

tn = |(Onf) (s ) — (O f) (1, T)| > €

Folglich ist
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fir jedes n € N. Da B abgeschlossen und beschrénkt ist, finden wir eine Teilfolge (Zy(n))nen
mit Ty, — o € B. Aufgrund der Stetigkeit von 0, f haben wir

hm (8tf) (Tk (n)>» xk(n ) = (atf) (t7 fo = nlg{.lo(atf) (tv fk(n))?

also ay(ny — 0 im Widerspruch zu ay,) > c fir alle n € N. O

21.12. Anwendung (Herleitung der Warmeleitungsgleichung): Sei @ C R3? ein
Gebiet. Wir betrachten Wirmeleitung in © und eine Funktion u = u(Z,t), wobei t €
[0,7] und z € 2, welche die Temperaturverteilung beschreibt. Wir setzen voraus, dass das
Medium in € homogen ist. Fiir jedes Gebiet G C () ist dann

/ / / u(@, 1) dr ()

proportional zur Warmeenergie in GG. Energieerhaltung bedeutet also fiir ein glattes Gebiet

& [ s~ - [ s f[f oo

Wérmetransport durch 8G Warmequellen in G

wobei J(Z,t) der Vektor des Wirmeflusses sei. Wenn u glatt genug ist, kann man nach
21.11 links Integral und ; vertauschen und erhélt mit dem Divergenzsatz:

// (1) dr(& ///dngtdr ///f

Da G C 2 sonst beliebig ist, geht dies nur, wenn gilt:

%u(m t) = —divj(Z,t) + f(Z,t) fir alle (Z,¢) € Q x (0,7T).

Fouriers Gesetz besagt nun
J(Z, 1) = —cVu(Z,t) fiir ein ¢ > 0,

dh dass sich die Warme in Richtung des grofiten Temperaturgefalles ausbreitet und be-
Uz,

tragsméafBig proportional zur Linge des Gradienten Vu(Z,t) = : (Z,t) ist. Zusam-
Uy,

men ergibt sich die Warmeleitungsgleichung

%u(m t) = cAu(Z,t) + f(Z,t) fur alle (Z,t) € Q x (0,7),

wobei sich A = Zi:l aa_;? nur auf die raumlichen Variablen bezieht.
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22 Grundziige der Funktionentheorie

22.1. Komplexe Differenzierbarkeit und Holomorphie: Sei G C C offen. Eine Funk-
tion f: G — C heifit in zg € G komplex differenzierbar, wenn der Limes

f(z) = f(%)

Z—20 zZ— 20

in C existiert. In diesem Fall heifit f'(zo) die komplexe Ableitung von f in z.

Die Funktion f heifit holomorph in G, falls f in jedem zy € G komplex differenzierbar ist.

Bemerkung: Ist f in G’ holomorph, so ist f in G stetig.

Beispiele: (a) f: C — C, f(z) =1 ist holomorph auf C mit f’(z) = 0 fiir alle z € C.
(b) f(z) = z ist holomorph auf C mit f'(z) =1 fiir alle z € C.
(c) f(2) = €* ist holomorph auf C mit f'(z) = e* fiir alle z € C.

22.2. Rechenregeln: Sei G C C offen und seien f, g : G — C in G holomorph. Dann sind
f+g, f-gin G holomorph und

(f+9)(2) = f'(2) +d(2), (f-9)(2)=f(2)9(2)+ f(2)d(2), fiir alle z € G.

Ist ¢ # 0 in G, so ist auch £ holomorph in G und

Y PR - 1)
(5) =T, sea

Also: Summen-, Produkt- und Quotientenregel (solange der Nenner # 0 ist) gelten auch
fiir die komplexe Differenzierbarkeit. Ebenso gilt die Kettenregel auch fiir die komplexe
Differenzierbarkeit. [Die Beweise lassen sich iibertragen.|

Beispiele: (1) z — f(z) = 2" (n € N) ist holomorph auf C mit f/(z) = nz""! fiir alle
z € C. Jedes Polynom P mit komplexen Koeffizienten ist auf C holomorph.

(2) z — f(z) = 27" (n € N) ist holomorph auf C\ {0} mit f'(z) = —nz"""! fir alle
z € C\ {0}. Jede rationale Funktion z — f(2) = %, wobei P, ) komplexe Polynome
sind, ist holomorph in C\ {z € C: Q(z) = 0}.

(3) z = f(z) = e'# ist in C\ {0} holomorph mit f(z) = e/*(—272) fiir z # 0.

22.3. Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen: Sei G C C offen und f : G —
C. Es gilt C ~ R? und wir kénnen G als offene Teilmenge von R? betrachten. Durch
u(z,y) := (Re f)(z + iy) und v(z,y) = (Im f)(z + iy) fir z,y € R mit z + 1y € G erhélt
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man eine Funktion G — R?, (z,y) — (Zgg;), die man mit den Methoden von Kapitel 19

(mehrdimensionale Differentialrechnung) behandeln kann.

Ist fin zg = x9 + 1yo € G komplex differenzierbar, so sieht man anhand der Definition
(mit T+ iyo — To + iyo):
f'(20) = ua(w0,y0) + 102 (0, Yo)-

Betrachtet man zq + iy — x¢ + %Yo, erhalt man

f'(20) = vy (o, Yo) — ity (o, Yo),
so dass im Punkt (xg,yo) gilt:
Uy = Uy, Uy = —U,.

Diese partiellen Differentialgleichungen heilen Cauchy-Riemannsche Differentialgleichun-
gen (CR-Dgln) fir u und v, die also auf G erfiillt sind, wenn f holomorph auf G ist.
Umgekehrt gilt der

Satz: Ist (z,y) — (;‘fgzg) eine C'-Funktion auf G und gelten die Cauchy-Riemannschen

Differentialgleichungen, so ist die durch f(x + iy) := u(x,y) + iv(z,y) definierte Funktion
in G holomorph.

Bemerkung: Seien x,y,a,b € R. Die Multiplikation von x + iy mit der komplexen
Zahl a + @b entspricht der Multiplikation des Vektors (x) € R? mit der Matrix
Y

a —b
b a

Matrix (

€ R*? (vgl. auch Beispiel 7) in 16.8). In diesem Sinne entspricht f’(z) der

Re f'(z0) —Im f'(z0)
Im f'(z9) Re f'(20)
bimatrix) von (z,y) — u(x,y)) ist hingegen (ux(wo,yo) uy(xo,yo)). Beim Vergleich

v(z,y) vz (%0, Yo) vy (o, Yo)
erhalt man die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.

). Die Ableitung im Sinne von Kapitel 19 (dh die Jaco-

Beispiel: Fiir die Funktion f(z) = z gilt u(z,y) = 2, v(z,y) = —y und die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen sind nicht erfiillt. Die Funktion ist also nicht holo-
morph.

22.4. Potenzreihen: Sei Y a,(z — 29)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R €
(0, 00] und Entwicklungspunkt zg € C. Dann ist die durch die Potenzreihe gegebene Funk-
tion

f:K(z,R) = C,z— f(2) = ian(z —20)",
n=0
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holomorph in K(zp, R) = {z € C: |z — 2| < R} (beachte K (zp,00) = C), und es gilt

f'(z) = Znan(z —z)" 7, |z — 20| < R.
n=1

Beispiele: Die Funktionen z — sinz, z + cosz, z — sinhz, z — coshz sind auf C
holomorph.

22.5. Komplexe Kurvenintegrale: Eine Kurve ist hier eine stetige Abbildung ~ :
la,b] — C, fiir dieesa =ty < t; < ... < t, = b so gibt, dass v auf jedem Intervall
[ti—1,t;], 7 = 1,...,n, stetig differenzierbar ist. Die Kurve v heiit einfach geschlossen, falls
v(a) = v(b) gilt und v auf [a,b) injektiv ist. Eine einfach geschlossene Kurve heifit positiv
orientiert, wenn das von v umlaufene Gebiet links von v liegt.

Dabei heifit v in ¢, € [a, b] differenzierbar, falls der Limes

in C existiert.

Bemerkung: Sei G C C offen, f : G — C holomorph und = : [a,b] — G differenzierbar.
Dann ist f o : [a,b] — C differenzierbar und

(fey) () = f(y(E)¥(E), t€l[ab].

Definition: Sei v : [a,b] — C eine Kurve und f : v([a,b]) — C eine stetige Funktion.
Dann definiert man das Kurvenintegral

b
/ f(2)dz = / FOH )30 dt,

wobei die rechte Seite als » 7, j:jj—l F(y(t))¥(t)dt zu verstehen ist, wenn to, ..., t, wie
oben in der Definition sind.

Das Integral ist invariant unter orientierungserhaltenden Umparametrisierungen und
andert das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.

Abschatzung: Sind f und v wie in der Definition, so gilt

| A () dz

wobei L(7) die Lange von v bezeichnet (siehe 19.6).

< L(v) max{[f(2)] : z € 7([a, 0])},
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Wichtiges Beispiel: Sei » > 0 und v : [0,27] — C, v(t) = re®. Dann ist 7 eine einfach
geschlossene, positiv orientierte Kurve, und es gilt 4(t) = ire®, t € [0,27]. Sei f(z) = 2",
wobei n € Z. Dann gilt

2m 27 27
/Zn dz = / (v(®)"4(t) dt = / et gr et dt = it / et gt
Y 0 0 0

Fir n = —1 ist das Kurvenintegral also = 27i. Fiir n # —1 erhalten wir

i(n+1)t 5on
=it ] =0,
1

(n+1)Jo

da €21 = 1. Wir bemerken, dass f fiir n > 0 auf C holomorph ist und fiir n < 0 nur

auf C\ {0} holomorph ist.

22.6. Cauchyscher Integralsatz: Sei G C C offen und einfach zusammenhangend und
f : G — C holomorph. Fiir jede einfach geschlossene, positiv orientierte Kurve + : [a, b] —

G gilt dann
/f(z) dz = 0.
8!

Fiir den Begrift einfach zusammenhdangend siehe 20.3, z.B. sind konvexe oder sternformige
Gebiete einfach zusammenhangend. Dabei heifit G C C konver, falls zu je zwei Punkten
20,21 € G auch die Verbindungsstrecke {(1 —t)zg + tz1 : t € [0,1]} in G enthalten ist.

Beispiel: Damit ist das Integral im Beispiel von 22.5 = 0 fiir n > 0.

Bemerkungen zum Beweis: Man iiberlegt sich zunachst, dass die Aussage dquivalent
ist zur Existenz einer holomorphen Funktion F': G — C mit " = f auf G (es ist dann
namlich

[ 1@z = [P = [ Po@ita= [ (Fo)d=Foe) - Fola) =

vergleiche mit 20.4, wo die Situation &hnlich ist).

Ist G konvex, so erhélt man ein solches F, indem man z, € G fixiert und F(z) :=
fs[z* B f(w) dw setzt. Gilt der Satz fiir “Dreiecke” v, so hat man fiir z, 2y € G-

1

Z— 20

‘F(Z)—F(Zo)

zZ— 20

—f(Zo)’:

/S () = fo)dw

S F— |z — zo| max{|f(w) — f(z0)| : w € S|z0,2]} = 0

fiir z — zg, da f in zg stetig ist.
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Es reicht deshalb, die Aussage fiir “Dreiecke” «y zu zeigen (Satz von Cauchy-Goursat).

Beispiele: (1) y(t) = ¢”, t € [0,27], f(2) = 2", wobei n € Ny ist. Dann ist [ 2"dz =0,
da f auf C holomorph ist, C konvex ist und ~ einfach geschlossen.

(2) Sei v wie eben und f(z) = e®. Nach denselben Argumenten wie in (1) ist fw e*dz = 0.
(3) f(2) =1/z ist in C\ {0} holomorph, aber f7 1dz = 2mi # 0. Das Gebiet C\ {0} ist

nicht einfach zusammenhangend.

22.7. Cauchysche Integralformel: Sei G C C offen und einfach zusammenhangend,
f : G — C holomorph und = : [a,b] — G eine einfach geschlossene, positiv orientierte
Kurve. Dann gilt fiir jedes 2y, welches “innerhalb von " liegt:

1)

- | ——dz.
2mi ) 2 — 20

f(z0) =
Beweisidee: Man tiberlegt sich, dass 22.6 auch noch gilt, wenn die Funktion auf G stetig
und in G\ {29} holomorph ist. Diese Variante von 22.6 wendet man auf die Funktion
Z %ﬁézo) an und beachtet das Beispiel aus 22.5 fiir n = —1, wobei hier wegen 22.6
nur wichtig ist, dass zy von v einmal umlaufen wird:

I Y G B L) I S 1 C) 1 L
O_Q_M/y Z— 7 dZ_Q_ﬂ"L q/Z_ZOdZ—f(Zo)%/YZ_ZOCZZ.

=1

J/

Ende M

03.07.17
Beispiele: (1) Die Anwendung auf f(z) = 1 gibt das Ergebnis von 22.5 im Fall n = —1

(man nehme z5 = 0).

(2) Nimmt man f(z) = e und 2o = 0, sowie () = €, t € [0, 27], so erhilt man

/e—dz = 27i e’ = 2mi.
y 2

22.8. Folgerungen: (a) Holomorphe Funktionen sind beliebig oft komplex differenzierbar.
Unter den Voraussetzungen von 22.7 gilt

f(k)(Z(J):k—!/(Ldz k€ Ny.

27i )., (z — zp)kt1

(b): Holomorphe Funktionen lassen sich lokal in Potenzreihen entwickeln. Ist G offen,
G — olomorph und 2z, € so gilt
f:G — C hol ph und G, so gil
2 f k) (4
f=3 e, mal <k
k=0 '
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fir jedes R > 0 mit {z : |z — 29| < R} C G. Die Reihe konvergiert dabei absolut und fiir
jedes p € (0, R) auf {z : |z — 2| < p} gleichméBig.

Beweis. (a) Man differenziere die rechte Seite von 22.7 direkt, wobei v einen Kreis um zq
mit Radius p parametrisiere. Fiir |z — 29| < p/2 hat man dann

1

f) = f) 1 [ f(Q) L
—__'/7@ @ = /f o)

zZ— 2 211 — 20)? z— 2 (-

o ©
- °>2m/<¢ -

also
f(2) = flz) 1 2 : -
z_—zo‘z—m/@—zo ac| < 2 = 2ol -2mp- 5 max{[£(Q)] : ¢ = 20| = o)
< M|2—20| —0 (Z_>ZO)7

wobei die Konstante M € (0,00) von p und f abhéngt. Unter Verwendung von 22.6 erhélt
man die Formel fiir £ = 1. Dieses Vorgehen kann man iterieren.

(b) Verwende die Formel in 22.7, wobei v der Kreis um 2, mit Radius p ist und {z :
|z — 20| < p} C G gilt. Entwickle fiir ¢ auf v den Integranden in eine geometrische Reihe

f(¢ L (¢ Q) (2= S
) - <2220 - ©) Z ) Z k+1 _Zo)k'
(—=z C—Zol—g_—zo C—Zoko — 20)k 0
Nun vertausche man Integration und Reihe (fiir |z — 29| < p < R konvergiert die Reihe
gleichméBig) und verwende die Formel in (a). O

22.9. Satz von Liouville: Ist f : C — C holomorph und beschrénkt, so ist f konstant.

Beweis. Es gelte |f(z)| < M fiir alle z € C. Wir schreiben nach 22.8:

o0

f(z)= Zakzk, z € C.

k=0

Dabei haben wir fiir > 0 nach 22.8, falls 0K (0,r) durch 7 parametrisiert ist:

1
|ak|§%-27r7"- ]{IGN().

rk+17

Fiir » — oo erhalt man a; = 0, wenn k£ > 1. ]

Anwendung: Jedes komplexe Polynom P vom Grad n > 1 hat eine Nullstelle in C
(Fundamentalsatz der Algebra).
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Beweis. Es gilt P(z) — oo fiir |z| — oco. Hat P keine Nullstelle in C, so ist f : C — C,
f(z) :==1/P(z), holomorph mit f(z) — 0 fiir |z| — oco. Insbesondere ist f beschriankt und
damit konstant. Dann ist aber auch P konstant im Widerspruch zur Voraussetzung. [

22.10. Identitatssatz: Sei G C C ein Gebiet und f, g : G — C holomorph. Hat die Menge
{z € G: f(z) = g(z)} einen Haufungspunkt in G, so gilt f = g auf G.

Beweis. Ohne Einschrankung sei g = 0. Wir finden zy € C und eine Folge (2,,) in G \ {20}
mit 2z, — 2o und f(z,) = 0 fiir jedes n € N. Da f stetig in zq stetig ist, folgt f(z9) = 0.
Wir schreiben

F(z) = a(z = =)"

in einer Umgebung von 2z, und haben soeben ay = 0 gezeigt. Ist m € N und
ag, a1, - .. Am_1 = 0 schon gezeigt, so ist

[e.9]

f(2) = ar(z = 20)* = (z = 20)" 'g(2)
k=m
in einer Umgebung von zo und ¢(z,) = 0 fir jedes n € N. Da g stetig in z, ist, folgt
g(z0) =0, i.e. a, =0.
Folglich sind alle Koeffizienten a, = 0, und es ist f = 0 auf einem Kreis um zy. Verbinde

ein beliebiges z € G mit 2, durch einen Streckenzug in G und wiederhole das Argument
entlang des Streckenzugs. [

22.11. Laurententwicklung: Ist G C C offen, zp € G und f : G\ {20} — C holomorph,
so heiflt 2 eine isolierte Singularitat von f. Es gibt dann eindeutig bestimmte Koeffizienten
ag, k € 7Z, derart, dass gilt

o0

f(z)= Z ar(z —2)*, 0< |z — 2| <R,

k=—o00

fir jedes R > 0 mit {z : |z — 29| < R} C G. Konvergenz der Reihe ist zu verstehen als
Konvergenz von 3., ___ (Hauptteil der Reihe) und 337 (Nebenteil der Reihe). Die Reihe
konvergiert dabei absolut und fiir alle 0 < py < p1 < R auf {z : po < |z — 2| < p1}
gleichmafig. Der Koeffizient a_; heifit Residuum von f in zy, geschrieben

res(f; z0) == a_;.

Die isolierte Singularitat zo von f heifit hebbare Singularitdt, falls a;, = 0 fiir alle £ < 0, Pol
n-ter Ordnung, falls a_,, # 0 und a, = 0 fiir alle k < —n ist, und wesentliche Singularitdat
sonst.
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Beweisidee zur Laurententwicklung: Nur fir zo = 0. Ist 0 < py < |2| < p1 < R, so
gilt wegen 22.7:

fe) = = [ O g n L[ IO e h) = e,

2w G — 2 211 ), C— 2

wobei ; : [0, 27] — G, 7;(t) = pje'’. Die Funktionen f;(z) und fo(2) lassen sich in Poten-
zreihen um 0 entwickeln, die fiir |z] < p; bzw. |2| < 1/py konvergieren. Diese Potenzreihen
ergeben Neben- und Hauptteil der Laurentreihe.

Beispiele: (1) f(z) = z=", wobei n € N, hat in zy = 0 einen Pol n-ter Ordnung. Dabei
gilt res(271;0) = 1 und res(z7";0) = 0 fiir n > 2.

(2) f(2) = €¥/* hat in 2 = 0 eine wesentliche Singularitit. Wegen f(z) = S5 252" fiir
z # 0 gilt res(f;0) = 2.

(3) f(2) = 55 = (z—l)l(z+1) hat in z = 1 einen Pol erster Ordnung. Fiir 0 < |z —1] < 2 gilt
1 1 1 1 1 1 > 2o 1vk S (=) .

— . — «— frd — — _1
IG) = 95 21214510 2(2_1>k2:0( 5 ) ]E_:l e G

also res(f;1) = 3.

Bemerkung (ohne Beweis): Sei zy isolierte Singularitdt von f. Dann gilt:

2o ist hebbar <= lim,_,, f(2) existiert <= |f(z)| = O(1) fiir z — zo,
2p ist Polstelle <= lim,_,,, | f(z)| = oo,

f hat in z einen Pol der Ordnung n <= lim,_, |(z — 20)"f(2)] = oo fiir k =
1,...,n—1und |(z — 20)" f(2)| = O(1) fiir z — 2.

Man kann also schon an limgs, o+ e'/* = 0o, limpsy_y0— €% = 0 sehen, dass z — e/#in 0
eine wesentliche Singularitat hat.

22.12. Residuensatz: Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und 7 : [a, b] —
G eine einfach geschlossene, positiv orientierte Kurve. Seien 21, 23, . .., 2, € G verschieden
und innerhalb von v, und sei f : G \ {z1, 29, ..., 2n} — C holomorph. Dann gilt

m

/f(z) dz = ZWines(f;zj).

J=1
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Beweis. Mithilfe von 22.6 ist das Kurvenintegral links

=> | f(z)dz
j=1 Vi

wobei 7, jeweils ein kleiner Kreis um z; ist, so dass man die Laurententwicklung von f um
z; verwenden kann. Dann vertauscht man Integral und Reihe (gleichméafliige Konvergenz!)
und verwendet das Beispiel in 22.5. O]

22.13. Berechnung von Residuen: (a) Besitzt f in zy einen hdchstens n-fachen Pol
(n € N), dann gilt

res(f; z) = = _1 i (j;_ll ((z — ZO)nf(Z)>>

z=2z0
Beweis. Unter diesen Voraussetzungen ist
flz) = Z arn(z — 2)* und  g(2) = (z — 2)"f(2) = Zak_n(z — z)F
k=—n k=0
fir z # 2o in einer Umgebung von zy. Vergleich mit der Potenzreihe von g¢(z) ergibt
ay = 9"V () ]
B ORI

(b) Ist f(z) = % mit g,h : U — C holomorph, zp € U und ¢(z9) # 0, h(z) = 0,

h'(z0) # 0, so gilt

res(f; ) = 2

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen ist zy einfache Nullstelle von h(z), also ist
2o hebbare Singularitét von (z — zp)f(z). Damit ist zy einfache Polstelle von f und (a)
ergibt die angegebene Formel. ]

Beispiele: (1) Sei f(z) = z45. Da 2+ 2 + 1 = (2 +i)(z — 1) einfache Nullstellen in

und —: hat, hat f einfache Polstellen in ¢ und —i. Wir erhalten

res(f;i) = lim(z — i) f(2) = lim ! 1 und res(f;—i) = lim (2 4+ 1) f(2) = —i.

2= 2= 2+ 1 - 21 Z2——1 21

Ist also y(t) = 2¢", ¢ € [0, 27], so gilt nach dem Residuensatz

/ 52 i 1 dz = 2mi(res(f;4) + res(f; —i)) = 0.
.
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z

(2) Fiir v aus (1), aber f(z) = 77 erhilt man
/ dz=2mi S —omisin1.
v 22+ 1 2

22.14. Komplexe Partialbruchzerlegung: Seien P(z), QQ(z) komplexe Polynome mit
Grad P < Grad@ = n > 2. Dann existieren wverschiedene A, Xo,..., A\, € C und
ki,koy ..., ky, € Nmit ky + ko + ...+ k,, = n und

Q(z) = p(z — )M (2 — )\2)k2 (2= A

wobei u € C\ {0}. [Die Ay, Ag, ..., Ay, sind die verschiedenen komplexen Nullstellen von

Q(2) und ky, ko, .. ., ky, deren jeweilige Vielfachheiten.] Es gibt dann komplexe Koeffizien-

tenalm (j=1,...,m,l=1,...,k;) so, dass

PE _ o e ey
Q(z) z—=M  (z=XN)2 T (z=N\)m
(2) (2) (2)
a Q9 A,
T VR P v R G W P
+...4+
(m) (m) (m)
o Q Yk,
AP W P e R P T
M.a.W. % ist eine Linearkombination der Funktionen (Zf)\,), (G=1,....m1l=1,... k).
J
Fiir die Koeffizienten hochster Ordnung hat man etwa
oy, zgf\l](z ;) o) J 2, ..., m.
Beispiel:
P(2) 1 1 1A B C

Q(z)  2(224+1)  z(z—1i)(z+1) ;+z—i+z+i'
Hier sind )\1 :0, )\Qz’i, )\3:—’i, k’l :k’zzk?g:]_ und

1 1 1 1 1
A=—— =1 B= _ 1 o= _ 1
(0—14)(0+1) ’ i(i+ 1) 2’ —i(—i —1) 2
Also ist
11 11 11
2(224+1) 2z 2z—1i 2z+i
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22.15. Logarithmus und allgemeine Potenz: Jede komplexe Zahl z € C\{0} kann man
schreiben als z = |z]e’?. Dabei heifit ¢ Argument von z, geschrieben arg z. Das Argument
ist nicht eindeutig: Ist ¢ ein Argument von z, so auch ¢ + 2km, wobei k € Z.

Der Hauptzweig des Arguments Argz nimmt fiir z € C\ (—o0, 0] Werte in (—m, ) an.

Definition: Der Hauptzweig Log des Logarithmus ist gegeben durch

Logz:=1In|z| +iArgz, z¢€ C)\ (—o0,0].
Andere Zweige des Logarithmus erhalt man, indem man andere Zweige des Arguments
betrachtet.
Bemerkung: Log : C\ (—00,0] — {w € C: [Imw| < 7} ist holomorph und bijektiv mit
Umkehrabbildung exp. Es gilt

1
Log z = o Z€ C\ (—00,0].

Allgemeine Potenz: Fiir z € C\ (—o00,0] und a € C definiert man durch

«

2% = exp(alog z)

den Hauptzweig der a-ten Potenz. Die Funktion z — 2¢ ist dann auf C\ (—oo, 0] holomorph

Wurzeln: Fiir n € N erhalt man fiir den Hauptzweig der n-ten Wurzel

1

2 = 2|V exp(iArg z/n), z € C)\ (—o0,0].

Berticksichtigt man die anderen Werte des Arguments, so sieht man, dass jede komplexe
Zahl z # 0 genau n verschiedene n-te Wurzeln besitzt.

22.16. Satz von der Gebietstreue und Maximumsprinzip: (a) Ist G C C ein Gebiet
und f : G — C holomorph und nicht konstant, so ist f(G) C C wieder ein Gebiet.

(b) Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Hat z — |f(2)| in zy € G ein lokales
Maximum, so ist f konstant.

22.17. Konforme Abbildungen: Sei G C C ein Gebiet. Eine injektive holomorphe
Abbildung f : G — C mit f'(z) # 0 fiir alle z € G ist winkeltreu: Sind v,v : [-1,1] = G
stetig differenzierbare regulire Kurven mit v(0) = zy = ¢(0), die sich in zy im Winkel ¢
schneiden, so schneiden sich die Bildkurven fo~ und fo in f(z) ebenfalls im Winkel ¢.

Solche Abbildungen heiflen auch konform. [Man kann zeigen, dass Injektivitét von f: G —
C die Bedingung f" # 0 auf G impliziert.]
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Anwendung: In der zweidimensionalen Elektrostatik schneiden sich Feldlinien und
Aquipotentiallinien im rechten Winkel. Diese Beziehung bleibt unter konformen Abbil-
dungen erhalten.

22.18. Mobiustransformationen: Sind a € C\{0} und b € C, so bilden die holomorphen
Funktionen z — az (Drehstreckung) und z — z+b (Translation) die komplexe Zahlenebene
bijektiv auf sich selbst ab. Auflerdem werden Geraden auf Geraden und Kreise auf Kreise
abgebildet.

Die Funktion z + < (Inversion) bildet C \ {0} bijektiv auf sich selbst ab. Geraden durch
Null werden auf Geraden durch Null abgebildet; Kreise durch Null werden auf Geraden, die
nicht durch Null gehen, abgebildet (und umgekehrt); Kreise, die nicht durch Null gehen,
werden auf Kreise, die nicht durch Null gehen, abgebildet.

Idee: Man schreibe Geraden- und Kreisgleichung geeignet um.
Es ist hier sinnvoll, zur komplexen Ebene C einen Punkt oo hinzuzunehmen und C =

C U {oo} zu betrachten, wobei man setzt — := 0 und § := co. AuBerdem bezeichnet man
Kreise und Geraden als verallgemeinerte Kreise.

Definition: Eine Mdébiustransformation T hat die Form T'(z) = gjig, wobei a, b, c,d € C
mit ad — be # 0.

Eigenschaften:

(1) Jede Mébiustransformation bildet C bijektiv auf C ab.

(2) Jede Mébiustransformation lésst sich schreiben als Hintereinanderausfithrung von
Drehstreckungen, Translationen und Inversionen.

(3) Die Menge der Mobiustransformationen ist eine Gruppe bzgl. der Komposition.

(4) Jede Mobiustransformation bildet verallgemeinerte Kreise auf verallgemeinerte
Kreise ab.

(5) Jede Mobiustransformation ist durch das Bild von drei verschiedenen Punkten aus
C eindeutig bestimmt.

Beispiel: Die Mobiustransformation 7" mit 7'(1) = oo, T(0) = 1 und T'(—1) = 0 ist gegeben
durch T'(z) = 2. T bildet das Innere des Einheitskreises auf die rechte Halbebene und

1-2z-°
die Einheitskreislinie auf die imaginére Achse ab.

22.19. Harmonische Funktionen: Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph.
Dann sind u := Re f und v := Im f harmonische Funktionen in G, dh es gilt

Au=0, Av=0 inG.
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Zum Beweis beachte man, dass u,v € C'* gilt, und die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen.

Bemerkung: Umgekehrt ist jede harmonische C2-Funktion u : G — R lokal der Real-
teil einer holomorphen Funktion. Auf G gilt das i.a. nur dann, wenn G einfach zusam-
menhédngend ist. Beachte dazu, dass in diesem Fall (_uiy) ein Potentialfeld (52) auf G ist.

Nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ist dann die C2-Funktion u + iv
auf G holomorph.

Beispiel: Die durch u(x,y) := log(z* + y?) auf R?\ {(0,0)} = C\ {0} = G definierte
Funktion ist harmonisch in G. Eine zugehorige Funktion v : G — R findet man jedoch
nicht (vgl. 22.15).
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23 Fourierreihen

Ziel dieses Abschnitts ist es, periodische Funktionen f : R — C, t — f(¢), der Perio-
denldnge T' > 0 (man denke etwa an ein periodisches Audiosignal) als Uberlagerung von
T-periodischen “reinen” Schwingungen ¢t ~— e™“! darzustellen. Die “Frequenzen” w sind
dann von der Form w = %, wobei k € Z. Fiur kK = 0 hat man einen konstanten Anteil,
die anderen Frequenzen sind ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz 2% (Tonhdhe). Die
Anteile der Oberschwingungen bestimmen die Klangfarbe.

Die Idee geht zuriick auf Fourier (1822): “Jede 2m-periodische Funktion f ldsst sich
darstellen als Reihe >, _, cpe™.”

Es hat einige Zeit gedauert, diese Idee zu prézisieren (Funktionsbegriff, geeigneter Integral-
begriff, verschiedene Konvergenzbegriffe etc). Wir kiilmmern uns hier um die Fragen, wie
man die ¢, aus f erhalt und fiir welche f man eine punktweise Konvergenz der Fourierreihe
hat.

23.1. T-periodische Funktionen: Sei 7" > 0. Eine Funktion f : R — C heifit T-
periodisch, falls f(t +T) = f(t) fir alle t € R gilt.

Es gilt dann auch f(t + kT) = f(t) fiir alle t € R und alle k € Z.

Bemerkung: (a) Eine T-periodische Funktion f : R — C ist eindeutig bestimmt, wenn
man ihre Werte auf einem Intervall [a,a + T') kennt (hierbei ist a € R beliebig). Jede
Funktion f : [a,a+T) — C lasst sich eindeutig zu einer T-periodischen Funktion f : R — C
mit f = f auf [a,a + T) fortsetzen.

(b) Ist f : R — C eine T-periodische Funktion, so ist g : R — C, definiert durch g(t) :=
f(5=t), eine 2m-periodische Funktion. Es ist dann némlich fiir ¢ € R:

g(t+2m) = f(%(t+27l’)> = f(%t—i—T) = f(%t) = g(t).

Wir werden uns deshalb i.w. auf 27-periodische Funktionen beschranken.

Beispiele: sin, cos und ¢ — €' sind 27-periodische Funktionen. Die Funktion ¢ +— cos(2t)
ist 2m-periodisch, aber auch m-periodisch.

23.2. Integration und Differentiation komplexwertiger Funktionen: Sei f
la,b] — C eine Funktion. Fiir jedes t € [a, b] ist f(t) eine komplexe Zahl mit Real- und Ima-
ginérteil. Durch u(t) := Re (f(t)) und v(t) := Im (f(¢)) werden Funktionen u, v : [a,b] — R
definiert mit f(t) = u(t) +iv(t) fir alle ¢ € [a,b] (Bezeichnungen u =: Re f, v =: Im f).

Die Funktion f heifit (Riemann-)integrierbar, falls u und v integrierbar sind. In diesem

Falle setzen wir b b b
/ f(t)dt ;:/ u(t) dt+i/ v(t) dt.
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Das Integral ist C-linear, dh: Ist g : [a, b] — C eine weitere integrierbare Funktion und sind
a, B € C, soist af + (g integrierbar und es gilt

/ab(ozf—l—ﬂg)dt:oz/abfdt—l—ﬁ/abgdt.

Uneigentliche Integrale erklart man entsprechend.
Analog heifit f differenzierbar in ty € [a,b], falls u und v differenzierbar in ¢ sind, und in
diesem Falle ist f'(to) := u/(to) + i/ (ty) die Ableitung von f in to.

Auch die Ableitung ist C-linear. Es gelten die Produkt-, Quotienten- und die Kettenregel,
wobei in der Kettenregel fiir f o g die Funktion f : [a,b] — C komplexwertig ist, aber
g :[c,d] — la,b] reellwertig.

Folgerung: Der Hauptsatz gilt fiir komplexwertige Funktionen. Weiter gelten die Regeln
der partiellen Integration und der Substitution.
Erinnerung: Fir w = v + i € C mit uw,v € R ist

eV ="t = " e" = e"(cosv +isinv), |e

w| _ Rew

e = et =

Beispiele: (1) Fiir w =u+iv € C\ {0} mit u,v € R und a < b gilt

b wb wa
e — €
/ et g — &~
a w

Wegen
d d
%e“’t = E(e“t(cos(vt) +isin(vt))) = ue"(cos(vt) + isin(vt)) + e**(—vsin(vt) + iv cos(vt))

= (u+iv)e"(cos(vt) + isin(vt)) = we™

folgt das aus dem Hauptsatz.

(2) Ist f : R — C eine 2m-periodische Funktion, die tiber beschrinkten Intervallen inte-
grierbar ist, so gilt fiir jedes a € R:

/0% F(t)dt = /:m F(t)dt = /_ () dt.

Wir werden 2m-periodische Funktionen meist auf [—m, ) betrachten und tiber dieses In-
tervall integrieren.

(3) Fiir I, k € Z gilt

L " % k=1
ikt —ilt _ i(k—0)t _ )
/ﬂe e dt—/ﬂe dt—{o kAL
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23.3. Trigonometrische Polynome: Sei n € N. Eine 27-periodische Funktion f : R — C
heifit trigonometrisches Polynom vom Grad < n € N, falls es Koeffizienten ¢, € C, |k| < n,
gibt mit

f(t) = Z cre™, teR.

Jk|<n

Fiir ein solches f und [ € Z gilt dann nach Beispiel 23.2 (3):

let ikt let 27TCZ a|l| S n
f dt = ch/ dt = { 0 Msn

|k|<n

Bemerkung: Fiir £ € N gilt
cre® 4 c_pe™™ = (¢ + c_y) cos(kt) +i(cy — c_g) sin(kt), te€R.
Man kann also statt mit e fiir [k| < n auch mit sin(kt),cos(kt) fir 1 < k < n bzw.

0 < k < n arbeiten.

23.4. Fourierkoeffizienten einer Funktion: Sei f : [—7,7) — C integrierbar. Fiir jedes
k € Z heif3t

F(k) = c(f) == 27r/ f(t)e *t at

der k-te Fourierkoeffizient, und (f(k:))kez heilt Folge der Fourierkoeffizienten von f.

Bemerkung: Man verwendet auflerdem gelegentlich fir £ € Ny bzw. k£ € N:
alf) = alf)+ealh) == [ rie)costhe
() = ilald) = eolf) = 1 [ 5(@)sinie) d

Ist f reellwertig, so sind (ax(f))keny, (0k(f))ren reelle Folgen.
Man hat (vergleiche Bemerkung in 23.3)

Z cr(f)ett = —i— Zak cos(kt) + Zbk ) sin(kt),

|k|<n
und es gilt co(f) = ao(f)/2, sowie fir k € N:

el f) = ar(f) _Qibk(f>’ ca(f) =%
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Beispiele: (1) Wir betrachten die 27-periodische Funktion f : R — C, die durch f(t) := ¢
fur t € [—m, m) definiert ist. Es gilt f(0) = 0. Fiir k£ # 0 ist

A 1 [ 1t |t 11 (—1)ki
k) = — t —ikt dt = — — —ikt o - —ikt dt = )
Jk) = o /,, ‘ or —ik' | 2r ). Zik" K
=0

2) Sei die 2m-periodische Funktion f auf [, 7) gegeben durch f(t) = t2. Fiir k = 0 ist
(2) p geg

. 1 [ 11 .7 2

=— | dt=—=t] =—.

J(0) 2m /7r 23 | 3

Fiir k # 0 ist
A L[, . 21 " 2 [T 2 (1) 2(—1)*
k — t2 —ikt dt - —ikt / t —ikt dt - — .
k) = o /_,T ‘ o k" | omk )€ ik k ;2
=0

23.5. Stiickweise stetige und stiickweise glatte Funktionen: Fine 27-periodische
Funktion f : R — C heif}t

(a) stickweise stetig, falls es
M =lg <t <ty <...<lp=m
so gibt, dass fiir jedes j =0,...,n — 1 gilt:
(i) f:(tj,tj41) — C ist stetig,
(ii) die einseitigen Grenzwerte

flag+) = i f() wnd f(t0-) = T ()

—lip1—
existieren in C.
(b) stiickweise glatt, falls es
—T =t <hh <tya<...<tp,=m

so gibt, dass fir jedes j = 0,...,n — 1 gilt:

(i) f:(t;,tj41) — C ist stetig differenzierbar,
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(ii) die einseitigen Grenzwerte f(t;+), f(tj+1—) und

Flt) = lim fO, )= Tm £

t—tj41—

existieren in C.
In den Punkten ¢; muss f nicht stetig sein, der Funktionswert f(¢;) spielt keine Rolle.

Bemerkung: Ist f stetig, so ist f stiickweise stetig. Ist f stetig differenzierbar, so ist f
stiickweise glatt.

Ist f stiickweise stetig, so existieren in jedem Punkt ¢ € R die einseitigen Grenzwerte f(t+)
und f(t—).

Beispiele: (1) Die Funktionen in den Beispielen 23.4(1) und (2) sind stiickweise glatt.

1 ,tel0,m)

—1 ,te[-m0) Dann ist f stiickweise

(2) Sei f: R — C 27-periodisch mit f(t) = {
glatt.

23.6. Darstellungssatz fiir 27-periodische Funktionen: Sei f : R — C 27-periodisch
und stiickweise glatt. Dann gilt fiir jedes t € R:

> e = tim 3 fge = LD LI

k=—o00 k=—n

Ist f stetig in t, so konvergiert die Fourierreihe gegen f(t). (ohne Beweis)
Ende Do
Beispiele: (1) Fiir die 27-periodische Funktion f mit f(t) = t fiir ¢t € [—7, 7) gilt nach 13.07.17

~

Beispiel 23.4(1) f(k) = (=1)%i/k fiir k > 1. Weiter ist

S fmett = 3 (_;)ki(cos(kt)—i—isin(kt)): n %%Wsin(kt),
[k|<n 0<|k|<n k=1
also .
=2 IV G, te (cmn)
k ) ) )

k=1
da f in diesen Punkten stetig ist.

An der Stelle ¢t = 7 ist f unstetig. Setzt man ¢t = 7 in die Reihe rechts ein, so erhélt man
den Wert 0. In der Tat ist f(7—) =7, f(7+) = f(—7+) = —7 und also w = 0.
(2) Fiir die 27-periodische Funktion f mit f(t) = t* fiir t € [—m, ) gilt nach Beispiel
23.4(2):

ke Z\{0}.



Da f stetig und stiickweise glatt ist, gilt nach Satz 23.6:

2 i - (_1)k ikt -

t:?+2 E R fir alle t € [—m, 7].
k= —oc0
k#0

Bemerkung: Der Darstellungssatz legt es nahe, fiir stiickweise stetige (und damit ins-
besondere fiir stiickweise glatte Funktionen) die folgende Normalisierung zu betrachten:

Ist f: R — C 27m-periodisch und stiickweise stetig mit —7m =ty < t; < ... < t, = 7 wie
in 23.5 (a), so heiBt f normalisiert, wenn f(t;) = M fir j =1,...,n gilt. Es gilt

dann f(t) = (H;f fir jedes t € R.

Durch eventuelles Abéndern der Funktionswerte f(t;) lésst sich jede stiickweise stetige
Funktion normalisieren. Die Fourierkoeffizienten dndern sich dabei nicht.

Ist also f : R — C 2m-periodisch, stiickweise glatt und normalisiert, so gilt fiir jedes t € R:

Zf e = f(t).

k=—o00

23.7. Konvergenz im quadratischen Mittel: Durch

(o) =5 | S0

wird auf C'([—n, 7], C) ein Skalarprodukt definiert, also auch auf

Coer([=m, 7], C) = {f € C([=m,7],C) : f(m) = f(=m)}.

Wir konnen diesen Raum mit {f € C(R,C) : f ist 2w-periodisch } identifizieren (vergleiche
mit 23.1 Bemerkung (a).

Bezeichnen wir fiir k € Z die Funktion ¢ — e mit ey, so bedeutet (3), dass (ex)rez ein
Orthonormalsystem in Cpe([—, ], C) ist.

Satz 1: Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und dimV = oo. Sei (ex)ren €in
Orthonormalsystem in V', dh (ex|e;) = dy, fiir alle k, 1 € N. Fiir jedes v € V' gilt

Z| vlep)]? < |[v||*  (Besselsche Ungleichung),
k=1

und es sind aquivalent:
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(1) 225y [(wle)” = [lolf?,
(i) [lv =22k (vlew)ex]| = 0 (n — o0).

Gilt (i) (oder (ii)) fiir jedes v € V, so heifit das Orthonormalsystem (ey)ren vollstindig in
V. Man hat dann auch

oo
Z vlew)(wley) fiir alle v,w € V.
k=1

Beweis. Der Zusatz folgt durch sogenannte Polarisation aus (i) (— Literatur). Fiir jedes
v eV gilt:

n

0< o= (ler)erl® = [lol* + D I(v]ex)* = 2Re (o] Z(U\ek)ek)
k=1 k=1

= [ol* + ) I(wlen)? —2Rez vlex)(v]er)
k=1

n
= Joll> = > [(vlen) .
k=1

Daraus folgt die Besselsche Ungleichung, und (i) und (ii) sind dquivalent. O

Satz 2: Fiir jedes f € Cper([—7, 7], C) gilt:

DUEP =P wnd [If =Y f(R)erll = 0 (n — o).

keZ |k|<n

Insbesondere ist (ej)rez ein vollstandiges Orthonormalsystem in Cpe([—m, 7], C).

Beweis. 1) Sei zunéchst f stetig differenzierbar mit f, f' € Cper([—m, 7], C). Dann gilt fiir
k#0: f(k)= = (f")(k). Insbesondere folgt mithilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

. 1\1/2 _— 1/2
S wi=( Y &) (X 1mE) T <.
kezZ\{0} keZ\{0} kezZ\{0}
Die Reihe Y23° __ f(k)ex, konvergiert auf [—m, 7] gleichméBig gegen ein g € Cyer([—7, 7], C).

Da f stetig und stiickweise glatt ist, konvergiert diese Reihe nach 23.6 aber punktweise
gegen f. Also ist g = f und

1f = > F®ell < 1f = Y FK)exllos = 0 (n = o0)

k| <n lk|<n
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2) Ist nun f € Cpe([—m, 7], C) beliebig, so kann man Teil 1) anwenden auf f5, gegeben

durch
1 z+9
) =1 / oL
0 Jq
wobei 6 > 0. Es gilt

1 [" 1/2 1 [T 1/2
lgll= (5= [ lg@@)Pdz) <lglo(z= [ dz) =gl
2m J_ 2 J_.

™

also || f — fsll < ||.f — fslloo- AuBerdem gilt || f — fs]|oc — O fiir § — 0+: Zu e > 0 findet man
wegen der gleichméfigen Stetigkeit von f auf [—2m, 27 ein 6y € (0,1) mit |f(z) — f(t)] < e
fir alle z,t € [—27,27] mit | — t| < Jo. Fiir § € (0, dp) ist dann

If = fsllo = sup [f(z)— fs(z)] = sup

x€[—m,m] z€[—m,m]

< sup sup |fla)— f(B)] <<

x€[—m,m] |[x—t| <6

T+
1/ (f(2) - f(2) dt

Wir zeigen nun die Konvergenzaussage aus dem Satz fiir f. Dazu sei € > 0 gegeben. Wir
wahlen 0 > 0 mit || f — f5]| < /3. Dann gilt

17 =" FBell < 1f = Sl + 18— Y Bl + 1Y (F— o) (R)ea

lkl<n Ik|<n lkl<n

< 2 = Sl 41— D folk)erl < 2e/3+ |1 fs = D folk)exl < e

|k|<n |k|<n

fiir n > ng und geeignetes ny. Damit ist der Satz gezeigt. ]

23.8. Hilbertraume: Ein K-Vektorraum V mit Skalarprodukt heifit Hilbertraum, falls er
beziiglich der zum Skalarprodukt gehorigen Norm || - || vollstindig ist, dh also wenn jede
Cauchyfolge (v,)nen in V' einen Grenzwert hat.

Dabei heiit eine Folge (vy)nen Cauchyfolge, falls es zu jedem € > 0 ein ng € N gibt mit
v, — || < € fiir alle n,m > ng (vgl. HM ).

Beispiele: 1) Fiir jedes n € N ist K" ein Hilbertraum.

2) 1% ist ein Hilbertraum. Sei (z(™) eine Cauchyfolge in 1%, wobei z(™ = (:E](Cn))

ren- Wegen
2 =) < ) =2

(0)

ist (xé"))neN fiir jedes k eine Cauchyfolge in K, die gegen ein z;’ € K konvergiert.
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Sei nun € > 0 und ng gewihlt mit ||z — 2(™|| < ¢ fiir alle n,m > ng. Sei n > ny. Dann
gilt fir jedes N € N:

ZW ) —hmZm P < e

J/

<ot~ |2
fiir N — oo also ||z — 2| < e. Daraus folgt (% € IZ und ||2™ — 2| — 0 fiir n — oc.

23.9. Abschlufbemerkung: Setzt man I%(Z) := {(cx)rez € CZ: > 07 |cxl* < 0o}, s0
erhélt die lineare Abbildung

Cpcr([_ﬂ-v ﬂ-]v (C) — l(2C<Z)= f = (f(k))k627

Norm und Skalarprodukt, ist also insbesondere injektiv. Sie ist aber nicht surjektiv! Be-

trachtet man den grofieren Raum L?(—m, 7;C) (— Lebesgue-Integral), so wird diese Ab-

bildung surjektiv. L*(—m,m; C) ist ein Hilbertraum, nicht aber Cpe.([—, 7], C).
Ende M
17.07.17
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24 Fouriertransformation

24.1. Motivation: In vorigen Kapitel haben wir 27-periodische Funktionen f : R — C,
die etwa stetig differenzierbar sind, in Fourierreihen ), _, cre™™) entwickelt. Dabei kann
man fiir k& € Z den Koeffizienten

1 [" -
k=5 g(x)e ™ da

als Anteil der Frequenz k (Oberton der Grundfrequenz 1) im Gesamtsignal verstehen. Fiir
2T-periodische Funktionen lassen sich die Ergebnisse aus Kapitel 16 umrechnen.

Sei nun @ > 0 und sei f : R — C stetig differenzierbar mit f(z) = 0 fir = ¢ [—a,d]
(Impulssignal ohne jegliche Periodizitéit). Was kann man fiir eine solche Funktion machen?

Fir T > a definieren wir die 27-periodische Funktion fr : R — C durch fr := f auf
(=T,T) und wollen T — oo betrachten. Die durch g(z) := fr(£z) definierte Funktion
g : R — Cist 2m-periodisch. Wir entwickeln g in eine Fourierreihe mittels der Koeffizienten

1 ™
= — e’”“g(x) dx

— _/ *mf )

— e_lk vf(y)dy, keZ,
-T

2T
wobel wir x = Zy substituiert haben. Das letzte Integral erstreckt sich nach Voraussetzung
nur tiber [—a a] Wir verzichten auf den Normierungsfaktor 5= und definieren

f(&) = /_a e % f(z)dr, £E€R.

Es ist dann h
Ak
Cr, = f(?), keZ.

Die Fouriersumme }, , cee™ mit Limes g(x) = fr(fz), € R, erhélt somit (wieder
tber x = Zy die Form

k:7r L 1 1 s KT km, T
> G —ng—zf?”yT
[kl<n kl<n

mit Genzwert f(y) (fiir n — 00), wobei |y| < T. Die Summe ist dabei eine Riemannsumme
fiir das Integral



Man wird also hoffen, dass

f(y) i/Reigyj‘"(y) dy, yeR.

N27r

24.2. Absolut integrierbare Funktionen: Sei f : R — C eine Funktion, die fiir jedes

R > 0 iiber [— R, R| integrierbar ist. Wir nennen die Funktion f absolut integrierbar (aib),
falls

[e%e) R
1l = / (@] dz = sup / (@) d < oo,

oo R>0.J_R

Bemerkung: Ist f : R — C absolut integrierbar, so existiert

[ f@yar= im [ Z f(w)da,
und es gilt:
[ f@yas] <151

Die Menge der absolut integrierbaren Funktionen ist ein komplexer Vektorraum, und fiir
a € C und absolut integrierbare Funktionen f, g gilt

lecfle = lad [[flh: 1+ gl < ([ flh+ gl

Beispiele: (1) Ist f : R — C stetig und {z € R : f(x) # 0} beschrénkt, so ist f absolut
integrierbar.

(2) Die durch f(z) := (14 |z|)~® definierte Funktion f : R — C ist genau dann absolut
integrierbar, wenn o > 1 gilt.

(3) Die durch g(z) := e~®l*l definierte Funktion g : R — C ist fiir jedes e € C mit Rea > 0
absolut integrierbar.

(4) Eine absolut integrierbare Funktion muss nicht beschrankt sein. Die Funktion f : R —
C, die gegeben ist durch f(z) := /n fir € [n,n+ 1/n* und n € N und f(z) := 0 sonst,
ist absolut integrierbar.

24.3. Eigenschaften: Seien f,g: R — C fiir jedes R > 0 iiber [ R, R| integrierbar.

(a) Gilt |f| < |g| auf R und ist g absolut integrierbar, so ist auch f absolut integrierbar.
(b) Ist f absolut integrierbar und g beschrénkt, so ist fg absolut integrierbar und

19l < W flxllglloe-
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24.4. Fouriertransformation: Sei f : R — C absolut integrierbar. Die Fouriertrans-
formierte von f definiert man fiir £ € R durch

FH©) = 1O = [ e fa)dn
Das Integral konvergiert dabei fiir jedes £ € R absolut, da |e=%% f(z)| = |f(x)| fiir jedes
gilt und f absolut integrierbar ist (vgl. 24.3). Wir erhalten

so dass .# f : R — C beschrankt ist mit ||.Z f|loc < ||f]]1-

Beispiele: (1) f : R — C, f(z) = e~ ist fiir @ > 0 absolut integrierbar. Es gilt
2a
FL(E) = -2
1O = e
Die Funktion .Z f : R — C ist absolut integrierbar.

(2) Sei f: R — C definiert durch f(x) =1 fiir x € [-1,1] und f(z) = 0 sonst. Dann ist f
absolut integrierbar und

£eR.

sin &

Ff(§) =2 £ §eR\{0},  Ff(0)=2

Die Funktion .7 f ist nicht absolut integrierbar.

24.5. Holomorphe Fortsetzung: Sei a > 0 und sei f : R — C fiir jedes R > 0 iiber
[~ R, R] integrierbar. AuBerdem sei x + el f(x) absolut integrierbar. Fiir z € C mit
IIm z| < a gilt

le=*%| = exp(—Re (iz)z) = exp((Im 2)z) < el 2 € R.
Also konvergiert das Integral

F(z) = / i () da

o0

absolut fiir z € C mit |Im z| < a. Die Funktion

F:{zeC:|lmz| <a} —=C, 2z~ F(2),

=:H,

ist eine holomorphe Fortsetzung von f mit

F'(z) = /_00 e (—ix) f(x)dr, =z € H,.

o0

Beachte, dass auch diese Integrale absolut konvergieren.
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Beweis. (Nicht in der Vorlesung gebracht!) Sei z € H,. Wir bezeichnen das letzte Integral
mit G(z). Sei h € C\ {0} mit || < (a — [Im z|)/2 := n. Dann gilt

F(z+ h})L — F(z) B G(z)‘ _ ‘ / (e—i(z+h)ﬂ;_ e~z .\ ixe"’”)f@) dx‘

= ‘/(ezz—;l—kl)—i—iwemf(:c)dx‘.

Der Term in der Klammer ist betragsmifig < |hz|e/*!, so dass der Betrag des Integranden
sich abschatzen lasst durch

[Ala?| f ()] exp (([Tm 2| + [A])]a]) < [h]2?e“"PF| f(2)].

-~

=:g(x)
Dabei ist g absolut integrierbar und also

F(z+h) — F(z)
h

— G(z)| <[] llglly — O([n] = 0).

Ende Di
18.07.17

24.6. Satz: Sei f : R — C absolut integrierbar. Dann ist die Funktion .7 f gleichméfig
stetig. AuBerdem gilt .7 f(£) — 0, |{| — oo (Riemann-Lebesgue-Lemma).

Beweis. Sei ¢ > 0. Wir finden § > 0 mit |e™™ — 1| < ¢ fiir |z| < §. Fiir alle £ € R und
h # 0 gilt dann

|§f(§+h>_9f(f)| < / |(e—i(§+h)t_e—ift)f(t)ldt:/ |€—z‘ht_1||f(t)|dt
< f@)|dt+2 f(t)|dt.
g/tl<5/h|| <>| | /t|>5/|h|| (>| )
<>, Ifwldt 0, 0

Also ist .# [ gleichméafig stetig.

Ist f gegeben durch f(t) =1, t € [a,b], und f(t) = 0 sonst, so gilt fiir £ # 0:

o—itb _ p—ita

—

und somit .# f(£) — 0 fiir || — oo. Dies gilt dann auch fiir alle Linearkombinationen

solcher Funktionen. Den allgemeinen Fall erhalt man durch ein Approximationsargument.
]

b
Fie) = [ e -
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24.7. Rechenregeln: Sei f : R — C absolut integrierbar.
(a) Ist a € R\ {0}, so gilt F{f(a())}(&) = 5 Ff(5), € €R.

ol
(b) Ist b € R, so gilt Z{f(- —b)}(&) = e Ff(€), £ €R.
(c) Ist b € R, so gilt F{e®fH(€) = Ff(E—1), £ €R.
(

d) Ist z — x f(x) absolut integrierbar, so ist % f differenzierbar und es gilt
(F 1)) = F{z = (—iz)f(2)}(&), R

(e) Ist f stetig und stiickweise stetig differenzierbar derart, dass f’ wieder absolut inte-
grierbar ist, so gilt

F{f'HE =67 f(§), R
Dabei nennen wir f stiickweise stetig differenzierbar, falls eine streng monoton wachsende
Folge () ez existiert mit x; — £oo fiir 7 — £o00 so, dass f auf jedem Intervall (z;,x;41)
stetig differenzierbar ist und die einseitigen Grenzwerte f(x;%), f'(x;%£) existieren.

Beweis. Man erhélt (a), (b) und (c) durch naheliegende Substitutionen.
eW—1

Bei (d) findet man zu € > 0 ein § > 0 mit [ = — 1| < ¢ fiir [y| < 0. AuBerdem ist
sup,, \eyT’l — 1| =: M < 0. Fiir h # 0 ist dann

f(f—f—h})L—f(f) +/ixf(x)em£dx‘ _ ‘/<%+1)ixf(x)eiz£d$‘

< e / 2 (2)| de + M ()] de,
|z|<8/|h| |z|>6/|h|

wobei das letzte Integral nach Voraussetzung wieder fiir h — 0 gegen Null geht.

Bei (e) beachte man, dass absolute Integrierbarkeit von f” Existenz der Grenzwerte f(£o0)
impliziert, da etwa

b
£(b) - £(0) = / f'(x) de

fiir b — oo konvergiert. Da f aulerdem absolut integrierbar ist, muss f(+o0) = 0 gelten.
Fiir a,b > 0 ist dann mittels partieller Integration

b

b
+i& [ e f(z)dt,

—a

b
/ eI f1(z) dt = ¢ f(z)

—a

und (e) folgt fir a,b — oo. O
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24.8. Beispiel: ¢(z) = e */2: Fiir jedes 2 € R gilt ¢/(z) = —zp(z). Wir wenden die
Fouriertransformation auf diese Gleichung an und erhalten:
i§F (&) = F{HHE) = F{r = —xd(2)}(§) = —i(F9)'(§), {ER,

also (F9)' (&) = —&(F¢)(€). Somit 16st F ¢ dieselbe Differentialgleichung wie ¢ und es
folgt
Fo(§) = F(0)- e ¢ = Vane "2 ¢ eR,

da F¢(0) = [* e /2dx = \/2m.

24.9. Dancing-Hat-Lemma: Seien f,g: R — C absolut integrierbar. Dann gilt:

/ T (FHE)(e) de = / " H ) (F ) () dn

Der Name kommt daher, dass man statt .% f ja auch f (engl: “hat f”) schreibt.

Beweis. Nur fiir f,g mit f(z) = g(z) =0 fiir € [—a, a] (allgemeiner Fall durch Approxi-
mation). Wir vertauschen die Integrationsreihenfolge

[ ] eermangyas= [ [ e ac sman

24.10. Fourierinversionsformel: Sei f : R — C stetig, beschrankt, absolut integrierbar
und derart, dass .% f auch absolut integrierbar ist. Dann gilt fiir jedes x € R:

1 [~ .
fla) =5 [ ez de
a —0oQ
Beweis. Es reicht, die Formel fir x = 0 zu zeigen (verwende die Verschiebungsregel

24.7(b)). Wir setzen h(z) = e **/2 und g(z) = h(az), wobei a > 0. Dann gilt nach 24.9
und 24.7(a):

/_( F [)(&)h(a&) d€ = /f (ZF9)( dx—/ f(x :c/adx—/ flax).F h(z) dz.

Lésst man hier a gegen Null gehen so konvergiert die rechte Seite gegen 27 f(0) und die
linke Seite konvergiert gegen f F (&) d€, wovon wir uns jetzt iberzeugen.

Linke Seite: Es gilt

| /m@m h(a) de / ()de]| < /mlﬁf(f)llh(af)—lldé-
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Zu gegebenem ¢ > 0 finden wir § > 0 so, dass |h(z) — 1| < ¢ fiir |z| < §. Fiir alle (anderen)
x € R hingegen gilt |h(xz) — 1| < 2. Wir konnen dann weiter abschétzen

— e > a d o s
/Iﬁéé/a +/I£|za/a <c [ IFnOlde+2 /|£ (P01

.

g

—0, (h—0)

Rechte Seite: Zunéchst gilt

/ ﬁh(t)dt—/ Vore P2 dt = 2.

o0

Zu gegebenem ¢ > 0 finden wir 6 > 0 mit |f(x) — f(0)| < ¢ fiir |x| < 6. Da f beschrénkt
ist, gibt es andererseits M > 0 mit |f(x) — f(0)| < M fiir alle z € R. Wir schreiben nun

[e.9]

| / " Fat)(Fh)(t) dt —2mf(0)] < /

—00

|f(at)—f(0)||(ﬁh)(t)|dt:/ +/
[t|<é/a |t|>6/a

und konnen wie oben verfahren. O
Bemerkung: Man kann zeigen, dass man in 24.8 Stetigkeit und Beschranktheit von f nicht

fordern muss. Diese Eigenschaften erhalt man aus der Voraussetzung, dass % f absolut
integrierbar ist.

Beispiel: Es gilt .#{z — —%;}(&) = 2me ¥l ¢ € R. (Wende 24.10 auf das Beispiel in

1422
24.4(1) mit a = 1 an). Ende Do
20.07.17
24.11. Satz von Plancherel: Ist f : R — C absolut integrierbar und gilt [~ _|f(¢)]*dt <
00, SO ist

IR R

Beweis. Ist zusétzlich .Z f absolut integrierbar, so verwende man 24.9 und schreibe

/_OO F f(w).Z f(w)dw = /_OO FOF{FT@ M) dt.

[e.9]

Dann beachte man

Fiw - [ @ de = (FF) ()

[e.9]

und (unter Verwendung von 24.10)

[N = [T do= 270

o0 — 00

Den allgemeinen Fall erhalt man durch ein Approximationsargument. O]
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24.12. Quadratintegrierbare Funktionen: Sei f : R — C eine Funktion, die fiir jedes
R > 0 iiber [—R, R] integrierbar ist. Wir nennen die Funktion f quadratintegrierbar (qib),
falls

[ @i =sw [ i@ < s

%) R>0 R

Iflle= ([ 1P )"

o0

In diesem Fall setzen wir

Beispiele: (1) Ist f : R — C stetig und {x € R : f(z) # 0} beschrénkt, so ist f
quadratintegrierbar.
(2) Die durch f(z) := (1 + |z|)~® definierte Funktion f : R — C ist genau dann quadrat-

integrierbar, wenn « > 1/2 gilt. Es gibt also quadratintegrierbare Funktionen, die nicht
absolut integrierbar sind.

(3) Die durch g(z) := e~**l definierte Funktion g : R — C ist fiir jedes o € C mit Rea > 0
quadratintegrierbar.

Bemerkung: Sind f und g quadratintegrierbar, so ist fg absolut integrierbar und

gl < I ll2llgll2-

Die Menge der quadratintegrierbaren Funktionen ist ein komplexer Vektorraum. Die durch

uww:/ﬂmﬁﬂw

definierte Abbildung hat die Eigenschaften eines Skalarproduktes (bis auf die Definitheit,
die man aber erhalten kann, wenn man Funktionen f, g mit (f —g|f — ¢g) = 0 identifiziert).
Man hat

lafllz = lal[[fll; (@€ C), [l +glla < [Ifll2+ llgll2-

Die Aussage von 24.11 bedeutet also: Ist f absolut integrierbar und quadratintegrierbar,
so ist .7 f quadratintegrierbar und

17 fll2 = v2r 2,
dh die Fouriertransformation dndert die “2-Norm” || - || nur um eine Konstante.

Ist f: R — C beschrankt und absolut integrierbar, so ist f quadratintegrierbar und

I£113 2/_ [ (@)|* da < || flloolf -

o0
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24.13. Heisenbergsche Unschirferelation (1-dim.): Sei ¢ : R — C absolut integrier-
bar, beschriankt und stetig differenzierbar. Auflerdem seien ¢’ und z +— x(z) absolut
integrierbar und beschrankt. Dann gilt

el > \/gnwn%.

Beachte dabei, dass £ — z{@/?(f) = QZ’ (&) quadratintegrierbar ist.

Bewezs. Es ist

2Re (zyp|t)") = (zyp|d") + (¥'|z))

- / (@) P + ¥ (@) (@) de

= [ @) + '@ da
T wwr

o0

= ()’
= —llvllz,

also )
§||@/)||§ = [Re (2 [¢")] < [[2ll2]l9]|2-

Auflerdem ist R .
19/ ll2 = @2m) 2197 ||2 = (2m) 7 2]|€ ] -

O]
Korollar: Ist ¢ wie oben und sind g, &, € R, so gilt
Iz = ol ~ &l 2 | IR
Beweis. Betrachte g(x) 1= e~ 0%)(x + x). O
Interpretation: Ist ¢ wie in 24.13 mit ||| = 1, so sind = — |¢(2)]* und

€ — (20)7Yh(€)]> Wahrscheinlichkeitsdichten auf R. Sind X,Y Zufallsvariablen, die
entsprechend verteilt sind und zo = E(X) = [z|(z)>dz, & = E(Y) = [€]d(€)[? de,
so sind ||(z — xo)¥||2 = ox und (27)"2||(€ — &)v||2 = oy die Standardabweichungen von
X bzw. Y, und das Korollar besagt

1
ox0y > 5

dh X und Y konnen nicht gleichzeitig beliebig gut um zy bzw. &, lokalisiert sein.
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24.14. Faltung und Fouriertransformation: Seien f, g : R — C absolut integrierbar
und ¢ sei beschrénkt. Fiir jedes ¢ € R ist dann die Funktion x — f(x)g(t — =) absolut
integrierbar und die Funktion

h:R—C, hit / F@)g(t — z) da

heiit Faltung von f und g, geschrieben h =: f % g. Die Funktion f * g ist stetig, beschrankt
und absolut integrierbar und es gilt

F(fx9) &) =Ff(&) Fg(§), (€R

Bemerkung: Gilt zusétzlich f(t) = g(t) =0 fir t <0, so ist f * g(t) = 0 fiir £ < 0 und

/f g(t —x)dx, t>0.

Beweis. Zunachst ist das Integral in der Definition absolut konvergent und eine Substitu-
tion gibt

he) = [ gle)ft - a)d

o0

Ist t € R, so gilt

o< [ 1f@llot - o)lde < gl [ 17(e)]d
und A ist beschrankt mit [|A]loo < ||g]lool|f]]1- Ist zusétzlich 7 € R, so erhalten wir genauso
|t +7) — h(t)] S/ lg@)|ft+7—2) = f(t —2)[de < ||g||<x>/ [f(r+y) — f(y)ldy,

wenn wir x = t — y substituieren. Dabei konvergiert das letzte Integral fir 7 — 0 gegen
Null (hier ohne Beweis). Also ist h stetig.

Weiter gilt durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge (zunéchst wieder fiir f, g mit
f(z) = g(x) =0 fiir z & [—a, a], allgemeine Funktionen muss man geeignet approximieren):

/_Z|h(t)|dt < /:/:u(x)ug(t—x)ydxdt
= [ 1@ [ gt - oldes
— [ it@lds [ lgold <o,
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und h ist absolut integrierbar. Der Beweis fiir die Faltungsregel der Fouriertransformation
verwendet ahnliche Argumente:

Zhe) = / e dt

_ / / i [ (1)~ g (¢ — x) da dt
— /_: e f(x )/_Oo “E=D) gt — x) dtdr

_ /: e f () da - /_: e g(t) dt.

24.15. Anwendung: Gegeben sei eine stetige und absolut integrierbare Funktion f : R —
C und ¢ € C. Gesucht ist eine C*-Funktion u : R — C mit

—u" 4+ qu=f, aufR.

Wenn wir annehmen, dass u. v, u” absolut integrierbar sind, konnen wir die Fouriertrans-
b b b M)
formation verwenden und erhalten via 24.7 die Gleichung

() + qu(€) = f(§), €eR.

Ist nun ¢ € (—00,0], so ist R — C, £ — (£2 + ¢)~', beschriankt, und wir erhalten fiir die
Fouriertransformation der Ldsung:

wE) = (E+q) 7€), €eRr

Nun missen wir zuriicktransformieren. Finden wir eine absolut integrierbare und
beschrankte Funktion k, : R — C mit k,(&) = (€% +q)™!, so ist u = k, * f nach 24.14 ein
Kandidat. Da & + (€2 + ¢)~! absolut integrierbar ist, kann man nach 24.10 ansetzen

1 ] eiz§

Wir berechnen £, fiir ¢ > 0:

1
ko(z) = ——=e Vil g cR.

24
Diese Funktion ist beschrankt und absolut integrierbar. Eine Losung der urspriinglichen
Gleichung sollte also durch

)=k f0) = 5z [y, 2 e
gegeben sein. Das ist noch zu iiberpriifen.
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24.16. Warmeleitungsgleichung: Gesucht ist u : [0,00) x R — R mit

{ ou = 0%u, t>0,z€R (1)
W0,2) = f(z), z€R

9
ot
Voraussetzung: f : R — R sei absolut integrierbar. Auflerdem sei u(t¢,-) : R — R fiir
jedes t > 0 absolut integrierbar.

wobel 9, = £ und 0, = a%' Hierbei ist ¢t die Zeitvariable und z die Ortsvariable.

Bemerkung: Diese Annahme fiir u ist pysikalisch sinnvoll. Ist z.B. f(x) > 0 fiir alle x € R,
so ist ffooo f(z) dx proportional zur Gesamtenergie. Wir erwarten w(t,z) > 0 und wegen
Energieerhaltung

/ u(t, ) dr = / f(z)dx fiir jedes t > 0.

oo

Wir verwenden Fouriertransformation in x und setzen

o0

) = / e f(r)dr, £ER,

o0

u(t, &) = / ey (t,x)dr, t>0, £€R.

o0

Dann wird (1) zu
{ ata(t7€> = —Aézﬁ(t,g), t> 07 ge R,
u(0,8) = [f(§), feR

Fiir festes £ € R ist die eindeutige Losung von (2) gegeben durch
it &) = e f(€), t>06€R

Wir hoffen also, dass wir durch Fourierinversion eine Losung von (1) erhalten. Nach der
Faltungsregel ist fiir g,(z) := .7 (e %")(z):

F (g% [)(€) = e f(9),

also setzen wir
u(t,z) =g x f(x), t>0, xR,

Wir berechnen die Funktion g;. Es ist e=%€" = ¢~ (V2©*/2_ 3150

1 g2 1 g2
gi(z) =F e )(x) = %gz(e ) (—x)

1

- %ﬁ(f e (VHEOR2) ()
1 1 2

_ L1 e a2
27 /2t

_ b e



Somit ist .

At

Ob bzw. in welchem Sinn dies nun eine Lésung von (1) ist, muss man noch tiberpriifen.

u(t,z) = / e~ @ raNdy, >0, 2 €R.

Bemerkung: Setzt man h(t,z) := g;(x), so 16st h die Wéarmeleitungsgleichung. Es gilt

1
Oh(t,x) = —5(47175)‘3/2 A e~ T/ 4 (47Tt)—1/26—x2/(4t) _ %
und ,
aﬂch(t7$) - (477'15)71/267‘%2/(41‘/) . —x,
4t
also

2
2 2 _1
O2h(t, ) = (4mt)~V2e=*/(0 .535 + (4mt) 20— = h(t, ).

Bemerkung: Der zu dieser Losung gehorige “Anfangswert” wére .

24.17. Ein Randwertproblem: Ist 0 C R?, so heifit eine Funktion u : Q@ — R har-
monisch, falls u zweimal differenzierbar ist und Aw = 0 in © gilt. Hierbei ist A = 07 4 02
der Laplace-Operator.

Wir setzen  := {(z,y) € R? : y > 0} (obere Halbebene) und suchen eine Funktion

w:Q — R mit
{ Au = 0, z€eR, y>0,

u(z,0) = f(z), zeR (1)

Voraussetzungen: f : R — R sei absolut integrierbar. Weiter sei u(-,y) : R — R,
x — u(x,y) fiir jedes y > 0 absolut integrierbar und es gebe M > 0 mit

/ |u(z,y)|de < M fiir alle y > 0.

[e.9]

Wir verwenden wieder Fouriertransformation in z und setzen

(€, y) 12/ e " u(z,y) du.

—00
Wir erhalten dann

{—SQﬂ(S,y)+3§ﬁ( y) = 0, EER y>0,
0) = f(&), £eR,

Fiir festes £ € R hat jede Losung v(y) der ersten Zeile von (2) die Form

v(y) = ae ¥l 4 gevEly >0,
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wobei «, f € C (vgl. 12.5 in HMI). Wir beachten nun, dass die Voraussetzung impliziert:

Iﬂ(&y)lﬁ/ e u(z,y)|dz < M, & eR,y>0.
—o0 —~—

Also ist y — (€, y) fiir festes € € R beschrénkt. Folglich ist oben 8 = 0 und o = f(&),
und wir erhalten

a(é,y) = eV fe), €eR,y>0.

Somit ist u(z,y) gegeben als Faltung von f mit der Funktion p, := F 1 — eI,
ausgewertet an der Stelle . Wir rechnen

ple) = FNE @) = T ) ()
1

Also ist u gegeben durch

u(z,y) = 1/00#1-‘@)@, r€R,y > 0.

r— )2

Dieses u heifit Poisson-Erweiterung von f zu einer in der oberen Halbebene harmonischen
Funktion. Dass hierdurch tatséchlich eine Losung von (1) gegeben ist, muss noch iiberpriift
werden.

24.18. Differenzierbarkeit der Losungen: (a) Die Funktion w aus 24.15 kann man
direkt differenzieren:

o0

u(z) = % / e VI £y )dy+$ e VI £ () dy
1 1 1

i) = Q—ﬂﬂx)—g [ ey >dy—7f<> L[ e i
W) = —5f()+ Y / D () dy 5 @)+ [ ) dy

= —f(z)+qu(x

(b) Die in 24.16 und 24.17 angegebenen Funktionen u sind fiir ¢ > 0 bzw. y > 0 beliebig oft
partiell nach z differenzierbar: Wir verwenden dazu 24.7. Fiir jedes £ € N und jedes feste
t >0 (bzaw. y > 0) ist & — e (bzw. & — £keYIEl) wieder absolut integrierbar, also ist
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nach 24.10 und 24.7 die Funktion o + F~1(e7")(z) (bzw. x — F (e ¥¢l)(x)) beliebig
oft nach x differenzierbar. Da £ — f(§) beschrankt ist, geben dieselben Argumente, dass

zesulte) = F (e fE) @) (brw. z s u(z,y) = F (e () ()

beliebig oft nach x differenzierbar ist mit beschrankten Ableitungen. Wir erhalten sogar
Ofu(t,x) = (0%q:) x f (bzw. OFu(z,y) = (9¥p,) * f) fiir jedes k € N, wie man iiber die
Faltungsregel und 24.7 einsieht.

(c) Die in 24.16) bzw. 24.17 angegebenen Losungen sind beliebig oft nach ¢ bzw. nach y
differenzierbar. Wir diskutieren dies am Beispiel u(t, z) = [ gi(x —y) f(y) dy. Wir wollen
zeigen, dass gilt

Ohult.a) - [ " (@) — ) f(y) dy.

o0

fur alle k € N. Wir beschranken uns auf den Fall £ = 1 und fixieren ¢ und z. Dann rechnen
wir

‘u(t+h,x})l—u(t,$) _/Z(@fgt)(y)f@_y) dy (1)
< [Tt g i - pla @)
=A¢n(y)

Schreiben wir ¢(t,y) := 0;g:(y), so haben wir

At,h(y)z‘%/t (¢(T,y)—¢(t,y)d7(§ sup |o(7,y) — &(t,y)| < [h| sup |Dip(T,y)l.

|7—t|<|h]| |T—t|<[h|

Nun stellen wir fest, dass das letzte sup beschrankt ist. Wir erhalten
Ouult,a) = [ (@kae 1)) dy.

In 24.17 kann man analog argumentieren.

Bemerkung: In 24.16 erhalten wir, dass u in (0,00) X R eine Losung von dyu = 92u ist.
In 24.17 gilt Au =0 in R x (0, c0).

24.19. Anfangs- bzw. Randwerte: Was passiert in 24.16 mit u(¢, z) fir ¢ — 0+ (bzw.
in 24.17 mit u(x,y) fir y — 04)?

In 24.16 wird f gefaltet mit

1
e—x2/(4t)

1 x
gi(z) = \/ﬁ tgl(%),
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und in 24.17 wird f gefaltet mit

1y 1 =z
= —pi(=).
Y

W) = e Ty

Satz: Ist f : R — R beschriankt und fiir jedes R > 0 iiber [—R, R] integrierbar und ist
h : R — R absolut integrierbar mit ffooo h(y) dy = 1, sowie

1 [ —
ult,z) = ;/ W) ydy, 1500k,

so gilt

lim u(t,x) = f(z), wenn f in x stetig ist.
t—0+

Beweis. Sei ¢ > 0. Wir finden M,§ > 0 mit |f(y) — f(z)| < M fir alle y € R und
|f(y) — f(z)] <e firalle |y — x| < 6. Wegen [*°_h((z —y)/t)dy =t gilt dann:

u(t, z) — f(z)] < t‘l/oo [h((z =) /DI (y) = f()] dy

o)

! h((z — dy + Mt™! h((z — d
< et [ byl [ -l
[ hwldss [ s,

e ly|>d/t

IN

(.

-~

—0 (t—0+)

O

Folgerung: In 24.16 gilt u(t,z) — f(z) (t — 0+) fir jedes z € R, wenn f zusétzlich als
stetig und beschrankt vorausgesetzt wird.

Nehmen wir in 24.17 an, dass f zusatzlich stetig und beschrankt ist, so haben wir auch
hier u(x,y) = f(z) (y — 0+) fiir jedes = € R.

Bemerkung: Setzt man im obigen Satz nur voraus, dass f absolut integrierbar ist, so
erhalt man

lim Jlu(t, ) — /s = 0.

t—
Zum Beweis vertausche man die Integrationsreihenfolge

| e~ s@lde < [ Gl - - @)l dyds
= [ kel [ 1) - f@)lde do

ot

=I5 (—u)~fll
und beachte || f(- —y) — fll1 < 2|/ f]x fiir jedes y € R sowie lim, o || f(- —y) — f|l1 = 0.
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24.20. Fouriertransformation in L?: Wir erinnern an 24.11 und 24.12: Ist f : R — C
absolut integrierbar und quadratintegrierbar, so gilt

1Z fll2 = V2r| |2

Ist nun g : R — C nur quadratintegrierbar, so findet man eine Folge (f,,) von Funktionen,
die absolut integrierbar und quadratintegrierbar sind, mit ||g — f,|l2 — 0. Dann ist (f,)
eine || - |[o-Cauchyfolge, und somit ist auch (.Z f,) eine || - ||2-Cauchyfolge. Findet man nun
eine quadratintegrierbare Funktion A mit ||h—.Z f,||2 — 0, so konnte man .% g := h setzen.

Leider geht dies im allgemeinen nicht. Verwendet man jedoch den Lebesgueschen Inte-
gralbegriff, so ist der Raum L?*(R) etwas grofer als der Raum der quadratintegrierbaren
Funktionen und wollstindig, dh jede || - ||o-Cauchyfolge besitzt einen Grenzwert. Auf die
beschriebene Art und Weise kann man dann #g € L*(R) fiir jedes g € L*(R) erkliren, so
dass .7 : L*(R) — L?(R) bijektiv ist und ||.Fgll» = v27]g|2 gilt.

Dadurch wird vieles vereinfacht: Ist z.B. m : R — C stetig und beschrankt, so definiert
g— FHE— m(€)g(€)} eine lineare Abbildung T : L*(R) — L*(R) mit

gl = =l = m(©3(Oll < <=l | Zall: = il gl

Hingegen ist etwa flir absolut integrierbares f die Funktion T f nicht notwendigerweise
wohldefiniert.

24.21. Distributionen mit kompaktem Trager: Grundidee fiir Distributionen oder
“verallgemeinerte Funktionen” ist es, Funktionen f: R — C, z — f(x) lineare Abbildun-
gen Ty : o = Ty(¢) := [ f(x)¢(x) dz zuzuordnen. Dabei sind die ¢ “Testfunktionen” aus
einem geeigneten Vektorraum ¢. Allgemeiner kann man dann beliebige lineare Abbildun-
gen T :9 — C, ¢ — T(y) betrachten, fiir die man in einem geeigneten Sinne “Stetigkeit”
fordert. Viele Operationen fiir Funktionen f wie Differentiation, Multiplikation mit einer
gegebenen Funktion, Faltung oder Fouriertransformation lassen sich fiir Distributionen 7'
definieren, wenn man sich zunéchst verdeutlicht, wie sie auf Distributionen der Form 7’
wirken. Wir werden hier als Testfunktionenraum den Raum & := C*(R, C) verwenden.

Definition: Wir bezeichnen mit &’ den komplexen Vektorraum aller linearen Abbildungen
T:& — C, fiir diees a > 0, m € Ny und C > 0 so gibt, dass fiir alle p € & gilt

T()] < CY " sup pY(x)].

j=0 lzl<a

Das kleinstmogliche m € Ny heifit Ordnung von T.

Beachte: Ist ¢ € & mit p(z) = 0 fiir alle x ¢ [—a,al, so folgt T'(¢) = 0. Man sagt dazu
“T'=0auf R\ [—a,a]” oder “T" hat Tréger in [—a,a]”.
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Beispiele: (1) Sei f: R — C stetig und a > 0 so, dass f(x) = 0 fiir alle z ¢ [—a, a]. Dann
gilt

1) = | [ w@)f)ds]| < 17l sup leal,

|z|<a

dh Ty € & hat Ordnung 0. AuBerdem gilt

Ti(p)=0firale p e & = f=0.

(2) Sei f : R — C absolut integrierbar und a > 0 so, dass f(x) = 0 fir alle z ¢ [—a, al.
Auch hier gilt

Ty < Iy sup [ ()],

lz|<a

Ty € & hat Ordnung 0, und Ty = 0 = || f]j; = 0.
(3) Sei b € R und §,(p) := ¢(b) fiir ¢ € &. Fiir a := |b| gilt dann

105()| = | ()| < sup [p(x)],

lz|<a

dh ¢, € & hat Ordnung 0.

24.22. Operationen mit Distributionen: (1) Ableitung: Ist f wie in Beispiel 24.21(1),
aber stetig differenzierbar, so gilt mittels partieller Integration

7o) = [ riale dx—/ F(@)(~¢(2)) dz = Ty(—¢).
Definiere also T" € &' fur T € &' durch
T'(p):=T(—¢"), ¢peéb.

(2) Multiplikation mit ¢ € &: Ist f wie in Beispiel 24.21(1) oder (2), so gilt

Tuslo) = [t )o(o) = i)

Definiere also YT € &' fir ¢» € & und T € & durch

(WT)(p) :==T(y), v E€&E.

(3) Fouriertransformation: Ist f wie in Beispiel 24.21(1) oder (2), so gilt

i) = / " e f () do = Ty(e V),

—a
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Definiere also fiir T' € &

T:R—C, £—T(€):=T(e V).
(4) Faltung mit ¢ € &: Ist f wie in Beispiel 24.21(1) oder (2) und ¢ € &, so gilt

f () /f Bt — 3) do = Ty((t — ).

Definiere also fiir T' € & und ¢ € &

Txy:R—=C, t—Tt—")).

Beispiele: (1) Fiir b € R gilt 6,(¢) = —¢'(b), 07 (p) = (=1)ke®(b). Fiir ¢ € & gilt
Yoy (p) = () = P (b)p(b) und

(1) () = Yoy (=) = dp(—=¢"1) = =" (0)Y(D) = — ()’ (D) +1'(b) (D) = (i, +1)"0) (e0).-

Die Produktregel gilt allgemein.
(2) Sei b € R. Dann gilt

56 = i, 6P (¢) = (i), R,
(3) Fiir b € R und ¢ € & gilt:

O P(t) = 0p(Y(t =) =¢(t = b), tER,

also 0, * ¢ = (- — b), insbesondere &g * 1) = 1. Weiter ist etwa & * 1p = 1"
(4) Fiir T € & gilt

T(€) = T'(e7#0) = T(ice ®V) = i€T(€), ¢ eR,

vergleiche 24.7.

24.23. Weitere Eigenschaften: (1) Ist 7' € &, so ist
F:C—C, 2 F(2):=T(e )

eine holomorphe Fortsetzung von 7' : R — C (ohne Beweis, vergleiche aber 24.5). Es gibt
C,a > 0 und m € Ny mit

|F(2)] < C(1+|z])"exp(allmz|), ze€C.
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(2) Fir T € & und ¢ € & gilt T x ¢ € & (ohne Beweis). Gilt sogar ¢ € ., dh ist
o — 2%9U)(x) beschrinkt fiir alle j, k € Ny, so hat man auch T * 1) € .% (ebenfalls ohne
Beweis).

(3) Ist T € & und ¥ € .7, so gilt

F(T+9)(€) =9(E)T(), €€R.

Beachte, dass nach Ubungsaufgabe ¢ € . gilt, wegen (2) also auch .Z (T * ) € .. Fiir
Ableitungen von T gilt eine Regel wie in 24.7.

24.24. Konvergenz: Wir sagen, dass eine Folge () in & distributionell gegen T € &’
konvergiert, falls fir jedes a > 0 und jede Funktion ¢ € & mit ¢(z) = 0 fir = ¢ [—a,d
gilt:

/00 Ur(x)p(z)de — T(p), k— oo.

[ i (@)plz) da

Beispiel: Sei ¢, wie in 24.16. Dann konvergiert (g, ) fiir jede Nullfolge (¢;) distributionell
gegen 0g (verwende den Satz in 24.19), dh g, — Jy distributionell fir ¢ — 0+.

Ist allgemeiner T' € &', so definiert
u(t,z) == (T*g)(z), t>0,2€eR,

eine Funktion u € C*°((0, 00) xR), welche die Warmeleitungsgleichung u; = u,, in (0, 00) X
R 16st (man beachte auch 24.23(3) und g¢; € . fiir jedes t > 0).

Es gilt u(t,-) — T distributionell fiir £ — 0+ (ohne Beweis), also ist obiges u eine Losung
der Warmeleitungsgleichung mit Anfangswert 7' € &’. Man erhélt diese Losung auch, wenn
man wie in 24.16 iiber die Fouriertransformation argumentiert.
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