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16 Skalarprodukt und Orthogonalitat

16.1. Skalarprodukte: Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung (-|-) : V' x V' — K mit
den Eigenschaften

(S1) Vo,y € V: (z]y) = (yl|z),
(S2) Va,y,z € V Va € K: (ax + y|2) = a(z|2) + (y]2),
(S3) Vz € V\ {0}: (x]z) > 0.

heilt ein Skalarprodukt auf V.

Eigenschaften eines Skalarproduktes auf einem K-Vektorraum V' sind

Ve,y € VVa € K: (z|lay + z) = a(z|y) + (z|2),
Vo € V: (2|0) = (0]z) =0,
Ve,y € Vi |(z|ly)| < /(z|z)y/(y|y) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung, (CSU)).
Zum Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung sei 0.B.d.A. y # 0. Fiir a := (z]y)/(y|y) gilt
|(z]y)[”
(yly)

also |(x]y)|? < (z]z)(y|y). Wegen (S3) gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
nur, wenn r = ay, d.h. also nur dann, wenn z,y linear abhangig sind.

0< (2 — aylr — ay) = (z]2) — alylr) —alzly) + a*(yly) = (z]2) -

Bemerkung: Ist K = R und also V' ein R-Vektorraum, so kann auf die komplexe Konju-
gation verzichtet werden, da 7 = r fiir alle r € R.

Beispiele: (1) Das Standardskalarprodukt auf dem K" (fiir K = R heifit es auch euklidisch)
ist gegeben durch

(f’:lj) = ijy__j fUI' *f: (xlax%"'axn)a g: (3/173/27---,%) € K".
j=1

Fiir dieses Skalarprodukt von Z, 4 € R™ schreibt man auch 7 - ¢ (oder %)

(2) Sind ay, as, . .., a, > 0, so definiert auch
(@]y) = Zajxjy_j fir & = (v1,22,. .., %n), ¥ = (Y1, Y2, - - -, Yn) € K"
j=1

ein Skalarprodukt auf K”: (S1) und (S2) sind leicht, fiir (S3) beachte man, dass
(#7) = ajl;? >0 (T #0).
j=1
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(3) Sei A € K™ invertierbar und (+|-) das Standardskalarprodukt. Dann definiert
(7]y) = (AZ[|AY)

ein Skalarprodukt auf K. Auch hier sind (S1) und (S2) leicht. Fiir (S3) benétigt man die
Invertierbarkeit von A.

(4) Durch Grenziibergang von (1) erhilt man: Sei [?*(N) der Raum der quadratsummier-
baren Folgen in K, also

P(N) = {2 = (2;)en € K™ 3 Ja? < o0},

j=1

Dann ist [?(N) ein Untervektorraum von KN und durch
(]y) - Z%y] (z,y € P(N)),

wird ein Skalarprodukt auf [*(N) definiert: Zunichst ist die Reihe in obiger Definition
absolut konvergent. Fiir jedes N € N folgt aus der CSU:

§:|mjy_j|:i::|$j“yj| S <§:|$j|2>1/2<§:|yj|2>1/2
: <m|> (zyyA)”:zM@o?

und N — oo impliziert absolute Konvergenz. Weiter haben wir fiir z,y € [*(N):

N N N N
Syl =D Pyl ) (@7 + Ty),
J=1 j=1 j=1 j=1

~
[“|<2M

was fiir N — oo impliziert, dass = + y € [?(N) gilt. Die Eigenschaft
az € *(N) (z € *(N), a € K)

ist offensichtlich. Die Eigenschaften (S1)-(S3) fiir (x|y) sind nun leicht nachzurechnen.

Entsprechendes gilt, wenn man statt N als Indexmenge Z nimmt und

P(Z) = {z = (x;)jez €K": > |o” < 00}

j=—o0

betrachtet.



Beispiel: Wir betrachten die Folgen

() 2= ()
T =\~ 3 Yy = . :
)/ jen J+1 JeN

Dann gilt z,y € [>(N) und z,y sind linear unabhingig. Die CSU liefert nun

o0 o0

-y ! @m<vﬁﬂﬂﬁ5(2%yﬂ@j 1>m'

—— (7 +1)2

Jj=1 J=1

Mit s := 32, 1/5° erhalten wir 1 < s(s — 1) = s* — 5, also
1 ) 1—+/5
0<82—8—1:<S— +\/_> s — \/_>,

und wegen s > 0 folgt

1 J1t V5
S = D) .
=17 2
In zeigen wir s = 72/6. Obige Ungleichung lautet also
2 1 5)
1,6449 ~ % > +2f ~ 1,6180

(5) Seien a,b € R mit a < bund V := C([a,b]). Dann ist V ein R-Vektorraum. Durch

b
mm:/fwmwxugawwm

wird auf C([a, b]) ein Skalarprodukt definiert. Beachte, dass mit f und g auch fg auf [a, ]
stetig und damit integrierbar ist. (S1) und (S2) sind klar. Fir f € C([a,b]) ist (f|f) >0
Klar. Ist (f|f) = 0, so folgt ["|f(t)|*dt = 0 (x € [a,b]). Da x — |f(z)|* auf [a,b] stetig
ist, folgt durch Ableiten nach dem Hauptsatz |f(z)]* = 0 (z € [a,b]), also f = 0 auf [a, b].
Damit ist (S3) gezeigt.

16.2. Normen: Ist V ein K-Vektorraum und (+]-) : V x V' — K ein Skalarprodukt, so hat
die Abbildung || - || : V' — [0,00), v — /(v|v) folgende Eigenschaften:

(N1) Yo e Vi |v||=0=v=0,
(N2) Vv € V Va € K: ||av| = |af||v],
(N3) Vu,v € V: [Ju+v|| < [Ju|| + ||v|| (Dreiecksungleichung).



Beweis der Dreiecksungleichung. Es gilt:
lu+vl* = (u+vlu+v) = [ull” + 2Re (ulv) + |||
< Jlull* + 2[(ulv)| + [l]I* <csv lull* + 2[ullllvll + [lolI* = (]l + [0])*.

[
AuBlerdem gilt die Parallelogrammgleichung:
Vu,v €V lu+oll* + [Ju—ol> =2 ([Jul]* + Jo]*) -
Definition: Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung || - || : V' — [0, 00) mit den Eigen-
schaften (N1)—(N3) heiit eine Norm auf V.
Ist || - || eine Norm auf V/, so wird fiir u,v € V' die Zahl |[ju — v|| > 0 als Abstand von u

und v interpretiert. Es gilt ||0]] = 0, sowie

lull = [|v]|]| < ||u—wv]] (umgekehrte Dreiecksungleichung).

Beispiele: (1) Ist M eine Menge mit mindestens zwei Punkten, so wird auf dem R-
Vektorraum B(M) aller beschréankten Funktionen f : M — R durch

[fllse = sup{|f(m)] : m € M}

eine Norm definiert. Zu dieser Norm gibt es kein Skalarprodukt.

(2) Durch ||(z1,x2)||1 := |71| + |z2| wird auf dem R? eine Norm definiert, zu der es kein
Skalarprodukt gibt.

In beiden Beispielen ist die Parallelogrammgleichung nicht erfiillt. In (2) ist z.B.
18 +&llf + 6 —&llf =8 # 4 =2([len ]l +[1e27)

Bemerkung: Durch eine Norm hat man also einen Abstandsbegriff auf einem Vektor-
raum. Durch ein Skalarprodukt hat man aber auflerdem noch die Moglichkeit Winkel zu
betrachten:

Sind z.B. Z,7 € R"\ {0}, so ist nach der CSU
(@)
[1Z11]2
fiir genau ein ¢ € [0, 7], das man als den von &, 7 eingeschlossenen Winkel interpretiert.
In [0,27] gibt es i.a. zwei ¢ die dieser Gleichung geniigen (Winkel zwischen ”# und 7
bzw. zwischen 7§ und Z“). Da das Skalarprodukt in jeder Komponente linear ist, muss

man das nur fiir |Z]| = ||7]| = 1 einsehen. Am besten geht das fiir n = 2 und etwa 7 = €7,
7 = (y1,y2). Dann ist

€ [=1,1], also (Z]g) = [|Z][[[#]] cos ¢,



16.3. Orthogonalitit: Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-). Vektoren
V1, Vs, ..., Uy, € V heiflen orthogonal, falls

Vike{l,2...,m}: j#k= (vjlug) =0.

Statt (v|w) = 0 schreibt man auch v L w.

Die Vektoren vy, v, ..., vy, heilen orthonormal oder ein Orthonormalsystem (ONS), falls
Vi ke{l,2...,m}: (vjlug) = dj,

d.h. also falls die Vektoren orthogonal sind und zusétzlich alle Norm 1 haben.

Ist V' endlich-dimensional, so ist eine Orthonormalbasis (ONB) von V eine Basis von V|
die ein Orthonormalsystem ist.

Beispiele: Die Standardbasis €7, €5, .. ., €, ist eine Orthonormalbasis von K", denn es gilt

Satz: Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und seien vy, vy, ..., v, € V' \ {0} or-
thogonal. Dann sind vy, vy, ..., v, linear unabhangig.

Beweis. Seien aq, ao, ..., a,, € K mit
a1U1 + Uy + ...+ ap Uy, = 0.

Sei k € {1,2,...,m}. Wir nehmen das Skalarprodukt der Gleichung mit v; und erhalten

0= (0vg) = (a1 + avy + ... + Uy |vg) = Zak(vj|vk) = o (vg|vg).
=1

Wegen vy, # 0 ist auch (vg|vg) # 0, also ag. = 0. Da k beliebig war, sind vy, vs, . .., v, linear
unabhangig. 0]

Bemerkung: Ist vy, vy, ..., v, ein Orthonormalsystem in V und v € lin{vy, va, ..., v},
so lassen sich die Koordinaten von v bzgl. vy, vs, ..., v,, leicht bestimmen. Es gilt namlich

=2 (vl
Zum Beweis schreibt man v = Z;n:l a;v; und bildet das Skalarprodukt mit vy:

Vi e {l,....m}: (v|vg) = Za] v]\vk = .
_Jk
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Satz (Pythagoras): Sind vy, ..., v, € V orthogonal, so gilt
[or+ -+ vl* = o + -+ fJom*.
Z.B.m=2:

v 4+ va||* = (v1 + valv1 + v2) = (vi|v1) + (vi]v2) + (va|vr) + (valva) = |loa||* + [|va]|*.

16.4. Das Gram-Schmidt-Verfahren: Gegeben sei ein K-Vektorraum V' mit Skalarpro-
dukt und vy, v, ..., v, € V seien linear unabhangig. Wir werden ein Orthonormalsystem
b1, b, ..., b, konstruieren mit

lin{vy,ve, ..., 0} =1in{by, ba, ..., by}

Falls vy, v, ..., v, eine Basis von V ist, so ist damit by, bs, ..., b, eine Orthonormalbasis
von V.
Die Vektoren by, ..., b, werden sukzessive so konstruiert, dass gilt:

lin{vy,ve,...,vp} = lin{by, b, ..., b0} (k=1,...,m).

Wir setzen by := vy /||v1]| und fiir k =2,... m:
k-1 .
ko
Cr :— UV — Z(Uk’bj)bj, bk = w,
j=1 g
oder gleichbedeutend
ki welei) . = 9 ), b=t (k=1 )
C1 =01, €=U — C; =2,...,m), by:= =1,...,m).
= (cile) el

Dann ist by, by, . .., b, ein Orthonormalsystem (zum Beweis siehe Bemerkung in .

Beispiele: (1) Wir betrachten n = 3, V' = C? und

1 2 0

1=

o
-
|
—
-
I
|
—



Dann ist

0
-1
o . 1 1
52 = /UQ_</(72‘b1)b1: —52 0 =
-1 1
oo o1,
2 p— = = —_——
IR
N el G I A
0 . 1 . 1 1/2
= | 15 0o g0 ()=
1 -1 1 1/2
5 1
- 1
AR
FRA
O — —
(2) ¥, Uy wie eben, aber 5 = [ 1 |. Dann sind by, by wie eben, aber
1
0 . 1 . 1 ~1/6
1 ~1 1 ~1/6
—1
- 1
b3 = —F= 2

Man beachte, dass sich dieses by von dem in Beispiel (1) nur durch das Vorzeichen un-
terscheidet. Dies ist nicht erstaunlich, da es genau zwei Moglichkeiten gibt, by, by zu einer
Orthonormalbasis zu erganzen.

Folgerung: Jeder endlichdimensionale Vektorraum V' mit Skalarprodukt besitzt eine Or-
thonormalbasis.

16.5. Transponierte und adjungierte Matrizen: Fiir eine Matrix A = (a;;,) € K™*"
heifit die Matrix in K"  die durch Vertauschen von Zeilen und Spalten entsteht, die
transponierte Matriz zu A und wird mit AT bezeichnet. Fiir alle k € {1,...,n}, j €
{1,...,m} steht an der Stelle (k,j) in der Matrix AT also der Eintrag aji, der in der



Matrix A an der Stelle (j, k) steht. Setzen wir B := A" mit B = (by;)i_,7; € K™™, so
gilt also

Im Falle K = C heiit die Matrix aus C*™*™, fiir die an jeder Stelle (k,j) der Eintrag @
steht, die adjungierte Matriz zu A und wird mit A* bezeichnet.

Bemerkungen: 1. Setzt man A := (a;;) € C™" (konjugiert komplere Matriz zu A =
(ajk)), so gilt also
AT =AT = (A)"
2. Ist A € R™*" so gilt
A= AT,
3. Ist A € K™*" so gilt
(AT = A, (A = A

Schreibweisen des Standardskalarprodukts:

Fiir 7, € R = R™! gilt (£]y) = 7% = 777
Fiir 7, € C" = C™! gilt (£]y) = "% = 7.

Rechenregeln: Fir Matrizen A, B, deren Produkt definiert ist, gilt:
(AB)Y = B'AT und (AB)* = B*A*.

Fiir eine invertierbare Matrix A sind auch A7 und A* invertierbar, und es gilt
(AN =@, @)= A

Wende dazu die Rechenregeln auf B = A~! an und beachte [T = I = I*, wobei I die
jeweilige Einheitsmatrix sei.

Folgerung: Sei A € K™*". Dann gilt:
(a) Im Fall K = R ist (AZ]y) = (Z|ATy) fiir alle ¥ € R™, i € R™.
(b) Im Fall K = C ist (AZ|y) = (Z|A*y) fiir alle 7 € C*, y € C™.

Beweis. Man schreibe das Skalarprodukt wie oben angegeben und benutze die Rechen-
regeln. Z.B. (b):

(Z[A™)) = (A"9)"T = (§"A)T = §* (AT) = (AT]y).



16.6. Orthogonale und unitare Matrizen: Eine wichtige Rolle spielen Matrizen A €
K™ ™ deren zugehorige lineare Abbildung K" — K", & — AZ, das Skalarprodukt invariant
lasst, d.h. fir die gilt:
VE,FEK": (AF|A) = (717
Damit verandert A auch Winkel und Abstdnde nicht. Eine solche Matrix A hat Kern A =
{0}, ist also invertierbar. Aus den Rechenregeln folgt
ATA=1, (firK=R), A*A=1, (firK=C).

Eine Matrix A € K"*" mit dieser Eigenschaft heifit orthogonal (fir K = R) bzw. unitdr
(fir K = C), also
A € R™™ ist orthogonal : <= AT = A7!

A€ C™" igt unitir : < A" = A%

Bemerkung: Sei A € C"*".
1) A ist genau dann unitér, wenn die Spalten von A eine Orthonormalbasis von C" bilden.

2) A ist genau dann unitdr, wenn fiir jedes Orthonormalsystem vy, ..., v, in C" auch
Auvy, ..., Av,, ein Orthonormalsystem von C" ist.

3) Produkte, Inverse, Transponierte und Adjungierte von unitdren Matrizen sind unitéar.

Beispiele: 1) Spiegelungen in C”, etwa Aey = —é7, Ae; =¢€; fir j =2,...,n.

2) Rotation in R? um den Winkel # € R (im mathematisch positiven Sinn):
cosf —sinf
A= .
( sinf  cosd )
3) Im R?® Rotation um die z-Achse bei Spiegelung an der (z,y)-Ebene:

cos) —sinf 0
A= sinf cos® 0
0 0 -1

16.7. Orthogonalprojektionen: Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-),
b1, ba, ..., by ein Orthonormalsystem in V und U := lin{by, b, ..., b,, }. Die lineare Abbil-
dung

P:V U wvePo=> (v|o)

j=1

hat folgende Eigenschaften:
PoP=P, BildP=U, KemP=U'":={vecV:v LufiraleucU}.
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Es gilt (v — Pv|u) =0 (u € U,v € V), und
|lv— Pvl| =min{|jv —u|]| :u e U} (veV),

d.h. Pv ist die (eindeutig bestimmte) Bestapproximation von v in U. Die Abbildung P
heilt Orthogonalprojektion von V' auf U.

Beweis. Klar ist Bild P C U. Nach der Bemerkung in gilt Pu=u (u € U), also ist
PoP=Pund Bild P =U. Fiir jedes v € V gilt:

Pv=0 < (b)) =0(=1,....,m) & (v|u) =0 (uvel).

AuBerdem ist fir k =1,...,m

m

(v — Polbg) = (v]b) = (Polbr) = (v]be) = > (v]by) (b, |bk (v]bw) = (v]br) =

=1
J *6]k

und folglich auch (v — Pv|u) = 0 (u € U). Insbesondere ist (v — Pv|Pv —u) =0 (u € U).
Damit folgt mit de Satz von Pythagoras fir u € U:

v —ul® = |lv—"Pv+Pv—ul®=[v—Pol* + | Pv—ul
Hieran sieht man, dass Pv die eindeutige Bestapproximation von v in U ist. ]

Bemerkung: Im Gram-Schmidt-Verfahren in hat man im k-ten Schritt (fir & =
2,...,m) und fiir U = lin{by, by, ..., bx_1}, dass ¢y = vy — Pvy und somit ¢, L u (u € U)
wie gewiinscht.

16.8. Gruppen und Matrixgruppen:

Definition: Eine Gruppe ist eine nicht-leere Menge (G, versehen mit einer Verkniipfung
o: G x G — G, geschrieben a o b (bzw. meist nur ab), mit folgenden Eigenschaften:

(G1) Va,b,c € G: (ab)e = a(be) (Assoziativitit),
(G2) dJe € G VYa € G : ae = ea = a (Existenz des neutralen Elements),
(G3) Va € G 3be G : ab=ba = e (Existenz inverser Elemente).

Das neutrale Element e und inverse Elemente sind eindeutig bestimmt: Schreibweise a !,

also aa ' =a " la =e.

Eine Gruppe (G, o) mit kommutativer Verkniipfung o, d.h. mit ab = ba (a,b € G), heifit
abelsch.
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Bemerkung: In einer Gruppe G lassen sich die Gleichungen ax = b und za = b (fiir
beliebig gegebene a,b € () eindeutig 16sen:
ar=b < zr=ex=a ‘axr=a"'b

ra=b < x=uxe=xaa ' =ba "

Beispiele: 1.) (Z, +) ist eine abelsche Gruppe, neutrales Element ist 0.

2) (R,+) und (C,+) sind abelsche Gruppen. Ist V eine Vektorraum, so ist (V,+) eine
abelsche Gruppe. Neutrales Element ist die jeweilige 0.

3) Die Menge
S :={z eR: lim sin(n!lrz) = 0}

n—oo

43

ist eine abelsche Gruppe bzgl. "+ (also eine Untergruppe von (R, +)). Es ist nicht leicht
zu sehen welche Zahlen zu dieser Gruppe gehoren. Z.B. gilt Q U {e} C S # R. Achtung:
Das neutrale Element ist 0, und e ist hier die Eulersche Zahl.

4) (K'\ {0}, ) ist eine abelsche Gruppe, neutrales Element ist 1.
5) Bzgl. der Matrixmultiplikation ist
GL(n,K) :={A € K"™": A ist invertierbar}

eine Gruppe, die allgemeine (generelle) lineare Gruppe, die fiir n > 2 nicht abelsch ist.
Neutrales Element ist die Einheitsmatrix I,,.

In GL(n,K) gibt es viele kleinere Gruppen (also Untergruppen). Neutrales Element ist
dabei stets die Einheitsmatrix I,,.

6) O(n) :=={A € R : A ist orthogonal} ist eine Gruppe, die orthogonale Gruppe.
7)Y U(n) :={A € C™™: Aist unitdr} ist eine Gruppe, die unitire Gruppe.

{(Z _ab> ta,b €R, |a|+|b|>0}gRM

ist eine abelsche Gruppe, die (C\ {0}, -) entspricht, wenn man

a-+1b mit <a _b)
b «a

8) Die Teilmenge

identifiziert.

9) Die Menge
{A S 0(2) . Aé& = _’1}

ist eine abelsche Gruppe mit zwei Elementen.
10) Sei M := {(z1,72) € R? : 21| + |z2| < 1}. Die Menge

(A€ O0©): AM) = M)
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ist eine Gruppe mit acht Elementen (Drehungen um 0, 7/2, 7, 37/2, sowie die Spiegelungen
an den 4 Symmetrieachsen). Diese Gruppe ist nicht abelsch.

17 Determinanten und Kreuzprodukt

Idee der Determinante: Zu gegebenen Vektoren
ay,ds, ..., 04, € R"

gibt det (a1, dy, . . ., @,) das mit einem Vorzeichen versehene Volumen des von den Vektoren
ai,...,a, aufgespannten Spates

{A161+A262+...+An6n1Aj6[0,1] (]:1,771)}

an. “Mit Vorzeichen versehen” bedeutet dabei, dass det (dy,ds,...,d,) das Vorzeichen
wechselt, wenn man einen Vektor @; durch —a; ersetzt. Bei det (dy, ds, . . ., d,) stellen wir
uns die Vektoren dy, ..., ad, als Spalten einer Matriz vor.

Beispiel: Der von den Einheitsvektoren €7, és, ..., €, im R™ aufgespannte Spat ist der
Einheitswiirfel

Q :=1[0,1]".
Dieser hat Volumen = 1 (Produkt der Seitenldngen).

17.1. Definierende Eigenschaften der Determinante: Die Determinante ist eine Ab-
bildung det : K" x K" x ... x K" — K mit den Eigenschaften

v~
n

(D1) det (81,6, ...,8,) = 1,
(D2) fiir alle j € {1,...,n}, @,...,d,,b; € K" und o, § € K gilt

det (d@y,...,ad; + Bb;,. .., d,)
— adet (@y,...,d;,... @)+ Bdet (@r,...,bj, ... dn),

(D3) det (ay, ..., d,) =0, falls es j # k gibt mit a; = dj.

Bemerkung: Durch die Eigenschaften (D1)—(D3) ist die Determinante det eindeutig be-
stimmt (ohne Beweis). (D1) bedeutet eine Normierung (vgl. Beispiel oben). (D2) bedeutet,
dass die Determinante in jeder Spalte linear ist. Zusammen mit (D3) bedeutet (D2), dass
det eine alternierende Multilinearform ist, d.h. Vertauschen zweier Spalten andert das
Vorzeichen.

Beachte aulerdem, dass (D2) und (D3) die Idee eines mit Vorzeichen versehenen Volumens
umsetzen: Bei (D3) ist der aufgespannte Spat “flach”, hat also kein Volumen; (D2) kann
man sich mit Streckung und Scherung veranschaulichen.
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Schreibweise: Ist A € K"*" die Matrix mit den Spalten d;, ds, ..., d, € K", so schreibt
man auch

|A| ;= det (A) := det A := det (dy, ds, . .., dy).

Wir betrachten im folgenden det meist als Funktion auf K™*", d.h. auf dem Raum der
quadratischen Matrizen.

17.2. Folgerungen: (a) Ist eine Spalte = 0, so ist auch die Determinante = 0.

(b) Man kann zu einer Spalte ein Vielfaches einer anderen Spalte dazuaddieren, ohne den
Wert der Determinante zu andern.

(c) Vertauscht man zwei Spalten miteinander, so &ndert sich das Vorzeichen der Determi-
nante.

(d) Sind die Spalten von A € K™*" linear abhéngig (d.h. gilt Rang A < n), so ist
det (A) = 0.

(e) Es gilt: det (A) # 0 < A ist regulér.

Erinnerung: Eine Matrix € K"*" ist regulér, genau dann wenn sie invertierbar ist, bzw.
falls die zugehérige lineare Abbildung K" — K", 7 +— AZ bijektiv (oder injektiv oder sur-
jektiv) ist (vgl. 15.16 in HM I).

Der Rang einer Matrix ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten (oder die Maxi-
malzahl linear unabhéngiger Zeilen).

Beweis. (a) folgt sofort aus (D2). (b) folgt leicht aus (D2) und (D3).
Zu (c): Wegen (b) und (D2) ist

det (dy,..., d@; ,..., Gy ,...,0dp)
k j
= det(ay,...,d;+dy,..., A ,...,0dn)
N—— ~
k j
= det(ay,...,d; +dy, ..., —d;,...,0d)
—— ~~~
k J
= det (dy,..., dx ,...,—0dj,...,dy,)
) ) ) ) VR )
k J

= —det (61, c. ,C_L'n).

Zu (d): Es sei etwa die letzte Spalte Linearkombination der anderen Spalten. Wegen (D2)
und (D3) gilt dann:

n—1 n—1
det (dy, ..., dn1, E a;d;) = E ajdet (d@y,...,dn—1,d;) = 0.
j=1 j=1
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Wegen (d) muss man bei (e) nur noch zeigen: Rang A = n impliziert det (A) # 0. Dazu
bringen wir A durch elementare Spaltenumformungen (analog zu Zeilenumformungen, nur
fur Spalten statt fiir Zeilen) auf die Gestalt der Einheitsmatrix I,,. Dabei wird nach (D2)
(fiir gj = 0) und (b) und (c) in jedem Umformungsschritt det (A) nur mit Zahlen # 0
multipliziert. Wegen (D1) ist schlieBlich fiir ein ¢ # 0

det (A) = cdet (I,,) = c #0.

O]
17.3. Der Fall n = 1: Es gilt det (a) = a (a € K). (D1), (D2) und (D3) sind klar.
Der Fall n = 2: Es gilt
det ( Z Z > =ad — be (das ist das ¢ aus Beispiel 15.16, HM 1),
denn die Eigenschaften (D1) und (D3) sind klar, und (D2) ist leicht.
Beispiele: (1)
2 3 =2.6—(=3)-(-4)=0
-4 6 - — Y%
die Matrix ist nicht regular.
(2)
1 —4
e BRI R
die Matrix ist regular.
17.4. Der Fall n = 3: Es gilt
a b c
vow u w u v
u v ow|=a — +c ‘:avz+bwm+cuy—awy—buz—cvx.
vy - Yy z r oz T

(D1) ist klar, (D2) ist leicht. (D3) kann man nachrechnen.
Die Regel von Sarrus gilt fiir n = 3, aber nicht fiir n > 4!

Schema:

8 & 2
e e o
ST
ST

w
z
v N
— -

BN
NS
+ v <
+
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Beispiel:

10
4 2 =1-2-340-0-6+0-4-5-0-2-6-0-4-3—-1-0-5=6.
6 5

w o O

17.5. Der allgemeine Fall: Gegeben sei die Matrix A = (ajz);x € K™ Fiir jedes
k€ {1,...,n} bezeichne Ay, € K®~D*"1) dicjenige Matrix, die aus A durch Streichen
der ersten Zeile und der k-ten Spalte entsteht.

Ohne Beweis: Man hat die folgende Formel, die das Berechnen von det (A) auf das Berech-
nen der Determinanten kleinerer Matrizen zurtickfiihrt:

n

det (A) =) (=1)*ayedet (A).

k=1

Fiir n = 3 steht hier gerade die Formel aus fir n = 2 diejenige aus (und man
kann induktiv (D1),(D2),(D3) nachweisen).

Beispiel: Ist

d 0 0 0
* dg 0 0
A — k 0 6 Knxn,
* dn—l 0
* * d,
also eine untere Dreiecksmatriz, so gilt det (A) =dy - dy - ... - d,.

17.6. Determinantenentwicklungssatz: Die Formel in nennt man Entwicklung von
det (A) nach der ersten Zeile von A = (a;i,) € K™". Ebenso kann man det (A) nach einer
beliebigen Zeile oder Spalte entwickeln:

Fiir jedes [ € {1,...,n} gilt
det (A) = Z(—1)k+lalkdet (Ay) = Z(—1)j+laﬂdet (A1),
k=1 j=1
wobei A;, € KM=DX(=1) die Matrix bezeichne, die aus A durch Streichen der j-ten Zeile
und der k-ten Spalte entsteht.

Beispiel: Man entwickelt moglichst nach einer Zeile oder Spalte mit vielen Nullen, hier
z.B. nach der zweiten Spalte:

2 0 3 ;
4 ‘—0-’ ’:2'(2-7—3~6):—8.
; 5

[ )

15 2 3
__0'|6 7‘”"6 7

2 5
07
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17.7. Das Signum einer Permutation: Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung
o:{l,...,n} — {1,...,n}. Die Menge S, aller Permutationen von {1,...,n} hat genau

[

n! Elemente, und bzgl. Komposition “o” ist (5, o) eine Gruppe.

Eine Permutation o € S,, schreibt man oft in der Form

I 2 n
(a(l) o(2) 0(n)>
oder auch nur (o(1),0(2),...,0(n)).

Fiir eine Permutation o € S,, definiert man das Signum (oder Vorzeichen) sgno von o
durch

sgno = HW

Das Produkt hat genau () = @ Faktoren.

Bemerkung: Es gilt stets sgno € {1, —1}, genauer ist sgno = (—1)™, wobei m die Anzahl
der Paare (i,j) mit i,7 € {1,...,n} und i < j, aber o(i) > o(j) ist.

B (1234)
7= o341/
Hier ist sgno = —1, da die Paare (¢, 7) mit ¢ < j und o(i) > o(j) gerade (1,4),(2,4),(3,4)
sind.

Beispiel: Sei n =4 und

Bemerkung: Es gilt:
Vo, 7€ S, : sgn(ocoT)=(sgno)- (sgnr).

Insbesondere ist damit sgn (c7!) = sgno (o € S,,).

17.8. Die Leibnizformel fiir Determinanten: Es sei A = (a;;,) € K™*". Dann gilt:

det (A) = Z SEN O - A16(1)026(2) - - - Ano(n)

O'eSn

(ohne Beweis).
Folgerung: Fiir A € K" gilt det (AT) = det (A).
Beweis. Unter Beachtung von {c~':0 € S,,} = S, gilt

det (A) = Z SEN O - (15(1)026(2) - - - Ano(n) = Z SEN O - (p-1(1)106-1(2)2 - - - Ag—1(n)n
oc€Sh oc€Sh

= Z sgn (o71) - Uo=1(1)10o-1(2)2 - - - Qo= (n)n = Z SEN O - Ag(1)100(2)2 - - - Go(n)n = det (AT).

oc€ESh 0ESh

]
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Beispiel: Ist A € K"*" von der Form

d1 k
0 dy
A=110 0 R L
0 0 dp_1
0 O 0 d,
also eine obere Dreiecksmatriz, so gilt det (A) =dy -dy - ... - d,.

17.9. Determinantenmultiplikationssatz:
VA, B € K"™": det (AB) = det (A) det (B).
(ohne Beweis).

Folgerung: Ist A regulir, so gilt: det (A™1) = 1/det (A).

17.10. Die Cramersche Regel fiir lineare Gleichungssysteme: Gegeben sei ein
lineares Gleichungssystem AZ = b, wobei b € K" sei und A € K" die Spalten
ai,...,a, € K" habe. Ist A regulér, so hat das Gleichungssystem eine eindeutige Losung
7= (21,29,...,2,)7 € K" Es gilt:
Vie{l,...,n}: z;=det(@,...,_ b ,...,d,)/det (A).
J

Zur Berechnung der j-ten Komponente z; der Losung muss man also die j-te Spalte von
A durch den Vektor b ersetzen, die Determinante berechnen und durch die Determinante
von A dividieren.

Beweis. Es gilt b= Y7, xydy, also ist wegen (D2) und (D3):

n
det (@1,..., b_,...,dn) = Y apdet (@y,..., @y ,...,0d,) = z;det (A).
j k=1

J J

17.11. Eine Formel fiir die inverse Matrix: Sei A € K" regular mit Spalten
ai,...,d, € K" Geht man zur Berechnung von A~ wie in 15.16 (HM I) vor und ver-

wendet die Cramersche Regel [17.10, so erhalt man

1 n
A7l = det (dy,..., € ,...,q, .
det (A) ( et (a1, ’\ﬁ/ ’an)>j,k1

J

Die Formel fiir n = 2 in Beispiel 15.16 (HM I) ist ein Spezialfall.
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17.12. Orientierung: Ist V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und ¢ : V- — V eine
lineare Abbildung, so kann man ¢ eine Determinante det ¢ zuordnen, indem man eine Basis
b1, bo,...,b, von V wahlt, die Abbildung ¢ bzgl. dieser Basis durch eine Matrix A darstellt
und det ¢ := det (A) setzt. Diese Definition héngt nicht von der Basis ab (ist also sinnvoll):

Ist ¢y, . .., ¢, eine weitere Basis von V', so erhalten wir die Darstellungsmatrix A von ¢ bzgl.
dieser Basis als A = S71AS, wobei S die Darstellungsmatrix der Identitat Idy : V — V
ist, wenn man im Argumentraum die Basis ¢y, ..., ¢, und im Zielraum die Basis by, ..., b,

nimmt. Wegen ist dann

det (A) = det (S~ )det (A)det (S) = det (S)'det (A)det (S) = det (A).

Definition: Eine bijektive lineare Abbildung ¢ : V' — V heifit orientierungstreu, falls
det ¢ > 0 ist, und orientierungsumkehrend, falls det ¢ < 0 ist.

Eine geordnete Basis 51, 52, 53 von R? heiit Rechtssystem, falls det (l;l, l;g, 53) > () ist. Meist
ist dabei by, by, b3 eine Orthonormalbasis.

Satz: Tst. by, gngg ein Rechtssystem in R? und ¢ : R?* — R? orientierungstreu, so ist auch
&(b1), #(b2), ¢(bs) ein Rechtssystem.

Beweis. Ist A die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. 61, 52, 53, S0 ist

det (4(by), d(bo), d(b3)) = det ((51, by, bs) - A> = det (by, bo, b3) - det (A) > 0.

Beispiel: €1, €5, €3 ist ein Rechtssystem, €7, €3, €5 ist kein Rechtssystem.

17.13. Das Kreuzprodukt (Vektorprodukt) im R3: Fiir zwei Vektoren

€ U1
T = X9 , g: Y2 - R3
€3 Y3

ist das Kreuzprodukt ¥ x ij € R?® definiert durch

ToYs — T3Y2
TXY = T3Y1 — T1Y3
T1Y2 — T2

Der Vektor & x i € R3 ist senkrecht zu & und #/, seine Lange ist der Flicheninhalt des von
Z und ¥ aufgespannten Parallelogramms, und es gilt det (Z, 7, Z x ) > 0.
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Es gelten folgende Rechenregeln:
(1) Zxy=—-yx.
(2) €1 x € = €, allgemeiner €,(1) X €,(2) = SgN 0 €y(g) fiir jede Permutation o € S5 (denn
det (€5(1); €o(2); €x(3)) = SN T).
(3)
(aZ + Buf) X § = a(Z x ) + (@ x )
und
T X (af + 2) = a(Z x §) + B(T x 2)
fiir alle o, 3 € R und #, 0, 7, Z € R3, d.h. das Kreuzprodukt ist linear in jeder Komponente.
(4) Fir alle Z, 7 € R? und o € R gilt

Xy =7ax(§+af)=(T+ay) X7,
d.h. man kann zu einer Variablen ein Vielfaches der anderen dazuaddieren.
(5) Es gilt ¥ x 7 = 0 genau dann, wenn &, 7 linear abhéngig sind.

Warnung: Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ! So ist z.B.

—
— —

(51X€2)X52:€3X62:—€1, €1X(§2X€2):51X0:6.
Anwendung Lorentzkraft: Eine in einem Magnetfeld der Flussdichte B mit der
Geschwindigkeit ¢ bewegte elektrische Ladung ¢ erfahrt die Lorentzkraft

F =q(7 x B)
und wird dadurch abgelenkt. Das durch v und B aufgespannte Parallelogramm hat den
Flicheninhalt ||7]||| B||| sin ¢|, wobei ¢ der Winkel zwischen # und B ist. Es gilt also
1E|| = lqll|5 x Bl = |ql||7]]| B|| sin 1.
Die gréfite Kraft wirkt somit, wenn ¢ und B zueinander senkrecht sind. Sind hingegen v
und B parallel, so ist F' = 0 und es wirkt keine Kraft.

Berechnung: Man berechnet ¥ x ¢ formal iiber eine “Determinante”:

—

o €1 €2 €3 2y T3 | T T3 | x| o T2Ys — T3Y2
XY= o a T Yo Y3 yYs gy | T | T
Y Y2 Y3 T1Y2 — T2
Beispiel:
2 —1 2 —1 (=1)-3—-2-5
T = -1 |,vy= 5 , XY= -1 X 5 = 2-(-1)—2-3
2 3 2 3 2-5—(=1)-(-1)
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17.14. Das Spatprodukt: Fiir 7,7, Z € R? heifit (Z x ) - 2 = (¥ x ]Z) das Spatprodukt
von T, 1, Z.

Satz: Es gilt (¥ x ¢) - 2= det (Z, 7, 2).

Beweis. Man weist fiir die linke Seite die Eigenschaften (D1)-(D3) der Determinante nach.
Wegen der Eindeutigkeit der Determinante folgt die Behauptung (alternativ kann man die
Formel auch direkt nachrechnen). O

Beispiel: Es gilt

17 % gl|* = (& x §) - (& x ) = det (7,4, 7 x §)

—

(setze 2 = & x 7). Dies zeigt: Sind Z, ¢ linear unabhéngig, so ist Z, ¥, ¥ X ¥ eine Basis von

R3 und zwar ein Rechtssystem.
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18 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

18.1. Eigenwerte und Eigenvektoren: Es sei A € C"*". Ein A € C heifit Figenwert
von A, falls es ein & € C* \ {0} gibt mit

Ar = A2
Jedes solche ¥ heifit Eigenvektor zum Eigenwert A (von A).

Der Eigenraum von A zum Eigenwert X ist
Es(\) :={7eC": AZ = \T}.

Er besteht aus 0 und allen Eigenvektoren von A zum Eigenwert \. Beachte: 0 ist kein
Eigenvektor!

Sei V' ein C-Vektorraum und ¢ : V — V linear. Ein A € C heifit Eigenwert von ¢, falls es
ein v € V' \ {0} gibt mit

o(v) = .
Jedes solche v heiBt Eigenvektor zum Figenwert A (von ¢). Den Eigenraum definiert man

entsprechend:
Ey(N) :=={v eV :¢(v) = v}

Beispiele: (1) 1 ist der einzige Eigenwert von I, und Ey, (1) = C™.

(2) Die Diagonalelemente dy, ds, ..., d, einer Diagonalmatrix
d 0 - 0
0o . o .
D= ' =: diag (dy,...,d,)
o 0
0 --- 0 d,
sind Eigenwerte von D. Fiir j = 1,...,n ist der j-te Einheitsvektor €; ein Eigenvektor zum

Eigenwert d;.

(3) Fiir die reelle Matrix

(05 e ()=

Also ist 7 ein Eigenwert von A und (i) ist ein zugehoriger Eigenvektor. Diese Beispiel zeigt:
Reelle Matrizen konnen nichtreelle Eigenwerte haben!

Ubung: Hat eine reelle Matrix A € R™™" einen reellen Eigenwert \ € R, so existiert dazu
auch ein reeller Eigenvektor z € R™ \ {0}.

Wir betrachten von nun an komplexe Matrizen.
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18.2. Bemerkungen (geometrische Vielfachheit): Sei A € C"*". Dann gilt:

(a) Ein A € C ist Eigenwert von A genau dann, wenn Kern (A — \,,) # {0} ist. In diesem
Fall ist
E4(\) = Kern (A — \1,).

(b) Zu jedem Eigenwert A von A ist E4(\) ein Untervektorraum von C" mit
m :=dim (E4(\)) > 1.

Die Zahl m heifit geometrische Vielfachheit des Figenwertes .
(c) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

(d) Sind Aq, ..., Ax verschiedenen Eigenwerte von A, so gilt k& < n und

d.h. die Summe der geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte von A ist
hochstens n und es gibt hochstens n verschiedene Eigenwerte.

Beweis. (a) und (b) folgen aus der Definition von E4(\) und (d) folgt aus (c).

(c) zeigt man durch (endliche) Induktion nach der Anzahl k verschiedener Eigenwerte.
Der Induktionsanfang k£ = 1 ist klar. Fiir den Induktionsschritt seien Ay, ..., Agyq ver-
schiedene Eigenwerte mit zugehérigen Eigenvektoren 'y, ..., Ty1. Zum Beweis von deren
Unabhangigkeit seien aq, ..., a,; € C mit Zkfll ;T = 0. Durch Multiplikation mit A
bzw. mit A\, folgt

k+1 k+1 k+1
0= ;AT = g a;\;Z;  und 0—5 QA 175

Durch Differenzbildung erhalten wir

k

+
Z (g = M) = Y (g = M)

j=1
Nach Induktionsvoraussetzung ist dann oj(A; — A1) =0 fir j = 1,... &, also a;; = 0 fiir
Jj=1,...,k wegen \; # Ai41. Schliellich folgt auch a;1; = 0 wegen 741 # 0. [

Beispiel: Die Matrix A aus Beispiel [18.1)(3) hat genau die Eigenwerte ¢, —i und es gilt

Eali) = lin{(i)}, Ea(—i) = lin{<_il)}.

Die geometrische Vielfachheit von ¢ und —i ist also jeweils 1.
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18.3. Charakteristisches Polynom und algebraische Vielfachheit: Sei A € C"*"
eine Matrix. Das charakteristische Polynom pa von A ist definiert durch

pa(A) :=det (A—AI,,) (A eC).

Mit der Leibnizformel (vgl.|17.8)) sieht man: Das charakteristische Polynom ist ein Polynom
vom Grad n mit fithrendem Koeffizient (—1)", also pa(A\) = (=1)"A\" +....

Mit [17.2f(e) und [18.2((a) folgt fiir A € C:

A ist Eigenwert von A < pa(A) = 0.

Definition: Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes A von A ist die Vielfachheit
von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms p4.

Bemerkung: Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes ist immer < seiner alge-
braischen Vielfachheit.

Sind Aq, ..., Ay die verschiedenen Eigenwerte und mq, ms, ..., my die jeweiligen algebrais-
chen Vielfachheiten, so gilt m; +mo + ... +my =n (vgl. 5.5, HM I).

Beispiele: (1) Der Eigenwert 1 von I, hat algebraische und geometrische Vielfachheit n:
Es ist
E; (1) =C" und pr,(\) = det (I,, — A\l,) = (1 = \)".

(2) In Beispiel haben ¢ und —¢ jeweils algebraische und geometrische Vielfachheit 1.

Es ist
pa(\) = det ( A, ) A2 1= (A=) +i).

11

(3) Der Eigenwert 1 der Matrix A = 01

ometrische Vielfachheit 1: Es gilt

) hat algebraische Vielfachheit 2 und ge-

pa(d) = (1= A)2 = (A— 1)2 und E(1) = Kern ( - ) ~ lin{ ((1))}

18.4. Ahnliche Matrizen: Fiir Matrizen A, B € C"" definieren wir die Relation
A~ B & es gibt eine regulire Matrix S € C™" mit B = S™'AS.

Ist A ~ B, so nennen wir A und B dhnlich.

Bemerkungen: )
(a) Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation:
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(i) A ~ A gilt mit S = I,.
(ii) Ist B = S7'AS so folgt A = SBS™! denn
SBS™' = §(S'AS)S ! = (S5 A(SSY) = A.

—— N —
=] =]

(iii) Gilt A ~ B und B ~ C, so gilt auch A ~ C, denn B = S7'AS und C = R™'BR
implizieren

C=R'STASR = (SR) 'A(SR)
und mit S und R ist auch SR regular.

(b) Ahnliche Matrizen haben dieselbe Determinante und dieselben Eigenwerte mit densel-
ben algebraischen und geometrischen Vielfachheiten: Ist B = S~1AS, so gilt

det (B) = (det (S)) 'det (A)det (S) = det (A)
und
p(\) =det (STTAS — M) =det (S™H(A — AI)S) = det (A — XI) = pa(N).

Also sind Eigenwerte und algebraische Vielfachheiten gleich. Weiter gilt fiir jeden Eigenwert
A von A:

Ea(\) = {f€C": A7 =\i} = {FeC": S'AT = \S~'7}
= S{FeC: STAST = Nj}) = S(Es(\),
B

wobei wir ¥ = Sy geschrieben haben. Umgekehrt gilt Ez(\) = S~ (Ea(N)). Da S regulir
ist, haben F4(\) und Eg()\) dieselbe Dimension.

Skizze:
c 4 ¢
S 7T L st
c 5 cr
Man kann die Skizze so interpretieren, dass die zur Matrix A gehorige lineare Abbildung

Z — AZ in der durch die Spalten der regularen Matrix S gegebenen Basis durch die Matrix
B dargestellt wird.

. . 3 1 4 0 . . 1 1 . N
Beispiel: Sei A = ( 1 3 ) und B = ( 0 2 ) Die Matrix § = ( 1 1 ) ist regular.

1 _11 ) und S7'AS = B. Also sind A, B #hnlich.

Ist ¢ die lineare Abbildung ¥ — AZ, so wird ¢ bzgl. der Basis (i), (_11) durch die Matrix

B dargestellt, d.h. ¢ streckt in Richtung von G) um den Faktor 4 und in Richtung (711)
um den Faktor 2.

Es gilt 57t =3 (
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18.5. Die Spur einer Matrix: Fir A = (a;);x € C"*" definiert man die Spur von A
durch

Spur(A) = Z ajj,
j=1
d.h. als Summe der Diagonaleintrége.

Satz: (a) Fir A,C € C"*" gilt Spur(AC) = Spur(CA).

(b) Ahnliche Matrizen haben dieselbe Spur.

(c) Ist pa(A) = (=1)"A\" + a, 1 A" ' + ... + a1\ + ag das charakteristische Polynom der
Matrix A € C™" so gilt a,_; = (—1)""!'Spur(A) und ay = det (A).

Beweis. (a) Gilt C' = (cg)wi, SO ist
AC = (Z (ijckl)jl U.Ild CA = (Z cljajk)lk,
k=1 j=1

also
Spur(AC) = Z <Z ajkckj) = Z (Z ckjajk> = Spur(C'A).
j=1 k=1 k=1  j=1
(b) Unter Verwendung von (a) gilt fiir eine reguldre Matrix S:

Spur(S™tAS) = Spur(SS—tA) = Spur(A).
=C
(c) ap = pa(0) = det (A —0-1) = det (A). Aussage iiber a,,_; ohne Beweis (n = 2 siehe

unten, man kann einen Induktionsbeweis fithren und z.B. det (A — AI) nach der ersten Zeile
entwickeln). O

Beispiel: Fiir A = ( ch 2 ) gilt

a— A\ b

pa) =10 gy

‘:ad—bc— (a+d) X+ )\
— S~——

Hier sind die Eigenwerte von A also durch det A und Spur A eindeutig bestimmt.

18.6. Diagonalisierung von Matrizen: Eine Matrix A € C"*" heifit diagonalisierbar,
falls sie dhnlich zu einer Diagonalmatrix D ist, d.h. falls es eine reguldare Matrix S € C"*"
so gibt, dass ST'AS eine Diagonalmatrix ist.
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Beispiel: Nach dem Beispiel in [18.4]ist A = ( 1 3

31 > diagonalisierbar.

Bemerkung: Auf der Diagonalen von D miissen dann die Eigenwerte von A stehen, gemafl
ihrer algebraischen Vielfachheit wiederholt. Ist ndmlich D = diag (dy, ..., d,) so ist jedes
de{d;:j=1,...,n} ein Eigenwert von D mit algebraischer Vielfachheit = Anzahl der
j €{1,...,n} mit d; = d. Der Eigenraum zu d ist

Ep(d) = Kern (D —dl,) =lin{e; : j € {1,...,n},d; = d},
also stimmt die geometrische Vielfachheit von d mit der algebraischen Vielfachheit tiberein.

Satz: Eine Matrix A € C™*" ist genau dann diagonalisierbar, wenn fiir jeden Eigenwert
von A geometrische und algebraische Vielfachheit iibereinstimmen.

Eine entsprechende Matrix S erhélt man folgendermaflen: Man wahle in jedem Eigenraum
eine Basis und schreibe die Vektoren als Spalten 57, 53, ..., 5, in eine Matrix S. Ist A; der
Eigenwert zum Eigenvektor §}, so erhélt man AS = SD, mit D = diag (A1, A2, ..., A,) (die
Matrix SD hat die Spalten A\157, A\2Sa, ..., \,8,). Die Matrix S ist reguldr und somit ist
S~1AS = D.

. Es gilt

N = =

2 1
Beispiel: Wir betrachten A= | 1 2
11

2—-) 1 1
paAN) =det(A—X)=| 1 2-X 1 |=—-A—-4)(\—-1)72
1 12—

also ist 4 Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 1, und 1 ist Eigenwert mit algebraischer
Vielfachheit 2. Fiir die Eigenraume gilt

-2 1 1 1
E4(4) = Kern 1 -2 1 =lin{| 1 |}
1 1 =2 1
und
1 11 1 0
Es(1)=Kern [ 1 1 1 | =lin{| 0 |, IR
1 11 -1 -1

d.h. fiir jeden Eigenwert von A sind algebraische und geometrische Vielfachheit gleich und
A ist diagonalisierbar. Wir setzen

1 1 0
S=11 0 1
1 -1 -1



und erhalten

. 1 1 1 4 0 0
5-1:§ 2 -1 -1 und ST'AS=| 0 1 0
-1 2 -1 00 1

Bemerkung: Folgende Eigenschaften sind ebenfalls aquivalent zur Diagonalisierbarkeit
von A € C™™:

(a) C™ hat eine Basis aus Eigenvektoren von A.
(b) Die Summe der geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von A ist n.

Folgerung: Sind die Eigenwerte von A € C™*™ paarweise verschieden, so ist A diagonal-
isierbar (dann ist fiir jeden Eigenwert algebraische und geometrische Vielfachheit = 1).

18.7. Symmetrische und hermitesche Matrizen: Eine Matrix A € R™" mit A = AT
heilt symmetrisch. Eine Matrix A € C™™ mit A = A* heifit hermitesch oder selbstad-
Jungiert.

Bemerkung: Jede symmetrische Matrix ist also hermitesch.

Beispiele: Die Matrix A € R?*? aus dem Beispiel in ist symmetrisch. Die Matrix
0 -2
2t 0

Satz: Es sei A € C"*" eine hermitesche Matrix. Dann gilt:

ist hermitesch.

(a) A hat nur reelle Eigenwerte. Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind
paarweise orthogonal.

(b) A ist diagonalisierbar, wobei die Matrix S unitéar, d.h. mit S* = S~ gewihlt werden
kann. Fiir reelle symmetrische Matrizen kann S € R™*" orthogonal, d.h. mit ST = !
gewéhlt werden (ohne Beweis).

(c) Fir A existiert die folgende Spektralzerlegung: Es seien Ay, ..., A\, die verschiedenen
Eigenwerte von A, und Py, : C" — E4()\;) die Orthogonalprojektion mit Bild P, = E4(\g)
und Kern Py = (E4(\))t (k= 1,...,m) (vel.|[16.7). Dann gilt

VZeCr: 7= ZPk:f, AT = ZAkPkf
k=1 k=1

und PP, = 0;,P; (j,k =1,...,m) (ohne Beweis).
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Beweis. zu (a): Fir jedes ¥ € C™ gilt

(AZ|Z) = (T|A*Z) = (7| AZ) = (AZ|T), d.h. (AZ|7) € R.
Sei \ ein Eigenwert von A und ¥ ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt
(AZ|T)

M|Z|1? = (A\Z|%) = (AZ|Z) € R, also A = SEER

e R

Ist u # A ein weiterer Eigenwert und ¢ ein zugehériger Eigenvektor, so gilt
A]Y) = (Mly) = (AZly) = (7]AY) = (7]uy) = p(T]y),

also (Z|y) = 0 wegen A # p. O

lasst sich durch die orthogonale Matrix

Beispiele: Die symmetrische Matrix ( :13 :1))

\% ( 1 _11 ) diagonalisieren (siehe [18.4] und (18.6)).

[E N gy

2 1
Die Matrix A = 1 1 aus dem Beispiel in [18.6] ist symmetrisch, die dort
1 2

angegebene Matrix S ist aber nicht orthogonal. Hier reicht es nicht, die gefundenen Eigen-
vektoren auf Lange 1 zu bringen, da die beiden Eigenvektoren zum FEigenwert 1 nicht
orthogonal sind. Wir konnen aber das Gram-Schmidt-Verfahren verwenden und setzen

Y 1 (1)
8= — : y = —= ,
VER 2\ 1
Vol D Ve ()oY
= - 2 )82 = -5 =5 )
1 1 1 2\ 1 2\ 1
1
1
§3::— 2

Die Matrix mit den Spalten 57, S5, 53 ist orthogonal und diagonalisiert A: Mit

V2 V3 -1 L[ V2 V2 V2
S=—[+v2 0 2|, St=8T=—1| V3 0 -3
Ve\ 2 -3 -1 VO D1 2

ist

STAS =

S O =
o = O
_ o O
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Definition: Eine Matrix A € C™*" heifit normal wenn AA* = A*A gilt.

Satz (ohne Beweis): Eine Matrix A € C"*" 1afit sich genau dann unitir diagonalisieren,
wenn sie normal ist.

Es sei noch der folgende tiefliegendere Satz angegeben:

18.8. Satz (Jordan-Normalform): Ohne Beweis: Zu jeder Matrix A € C"*" gibt es eine
regulire Matrix S so, dass S~1AS die folgende Blockmatrix-Struktur hat

J, 0 - 0
stas=g=| % "
R
0 0 J
wobei jedes J; (Jordanblock) die Gestalt
A 10 0
0
Ji=1 0
A1
0 0 A

hat, d.h. auf der Hauptdiagonalen steht bei J; ein Eigenwert, auf der oberen Nebendiago-
nalen stehen Einsen.

Insgesamt stehen in einer Jordannormalform J auf der Diagonalen die Eigenwerte von A,
gemaf ihrer algebraischen Vielfachheiten wiederholt und auf der Nebendiagonalen stehen
nur Einsen und Nullen. Dabei ist die Anzahl der Einsen gerade n minus die Summe der
geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte.

Bemerkung: Die Spalten der Matrix S erhélt man hier durch eine geeignete Wahl von
Basen in den Hauptrdumen Kern ((A — AI,,)"), wobei A die Eigenwerte von A durchlauft.

Folgerung: Sei A € C™™ und seien A, Ay, ..., A\, die Eigenwerte von A, wobei jeder
Eigenwert gemafl seiner algebraischen Vielfachheit wiederholt sei. Dann gilt

det (A) =det(J)=A1-Ay-...- A\, und Spur(A) =Spur(J) =\ + Ao+ ...+ Ay,

d.h. det (A) ist das Produkt der Eigenwerte und Spur (A) ist die Summe der Eigenwerte.
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3 —1
1 1
ist 2 Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 2. Weiter ist

Beispiel (zur Jordan-Normalform): Sei A = . Dann gilt pa(\) = (A — 2)?, also

Ea(2) = Kern (A — 2I) = Kern ( — ) :nn{< ' )},

also hat der Eigenwert 2 die geometrische Vielfachheit 1 und §; := (}) ist ein Eigenvektor.
Nun sucht man einen Vektor s, mit (A — 2/)s; = & und findet §5 = (é) Sei nun S die
Matrix mit den Spalten s, S5. Dann haben wir

(11 (0 1 Ceige (21
s_(lo), s_(1_1>, Jos AS_(02>,

wobel die Jordan-Normalform hier nur einen Jordan-Block hat.

Bemerkungen: (1) Ist J = D + N eine Jordannormalform von A € C™" wobei D die
Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von A ist und N := J — D die Matrix mit den
zugehorigen Einsen und Nullen auf der oberen Nebendiagonalen, so gilt

DN =ND und N"=0

(nachrechnen). Matrizen fiir die eine Potenz die Nullmatrix ergibt heiflen nilpotent. Die
Jordannormalform zeigt also:

Jedes A € C™™ ist Summe einer diagonalisierbaren Matrix und einer nilpotenten Matrix,
welche kommutieren:

A=SJSt=8DS '+ SNS ' = B+C

mit B ist diagonalisierbar, C" = 0 und BC = CB.

(2) Ohne Beweis: Zwei Matrizen A, B € C"*" sind genau dann &hnlich, wenn sie die gleiche
Jordannormalform haben, wobei zu beachten ist, daB die Jordannormalform nur bis auf
eine Permutation der Jordanblocke eindeutig bestimmt ist.

18.9. Definitheit reeller symmetrischer Matrizen: Sei A € R"*" symmetrisch und
q:R" = R, ¢(%) = T AZ, die zugehorige quadratische Form.

A heifit positiv definit, falls

vi e R*\ {0} : ZTAZ > 0.
A heiflt negativ definit, falls

vi e R"\ {0} : #TAZ < 0.

A heiit positiv semidefinit,
Vi e R": 7T AT > 0.
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A heilt negativ semidefinit, falls
vZ e R": 7T AZ < 0.
A heiit indefinit, falls
3z, 7 e R": #7AZ >0 A yL Ay < 0.

Bemerkungen: (1) A ist positive [semi|definit genau dann wenn —A negativ [semi|definit
ist. Ist A indefinit, so ist auch — A indefinit.

(2) Ist A = (aji) € R™™, so gilt

€

Q(f) =iT AT = Zzajkﬂfjxk (f = c Rn)‘

j=1 k=1 T

Beachte, dass jedes A € R™*" eine quadratische Form erzeugt. Wir betrachten aber nur
symmetrische Matrizen, da fiir beliebiges A € R™"™ und ¥ € R" stets

A4 AT A AT At AT
q(f):fTAf:fT(J; >f+fT( ! )f:fT(J; )f

Beispiel: Fiir A = 31 ud 7= “' ) e R? gils
1 3 T2

FT AT = (1, 22)A ( =

v > = 32% + 2129 + 2271 + 379

= 32° + 22179 + 375 = 227 + 225 + (71 + 29)°.
Also ist A positiv definit.

Definition: Fiir A € C**" heifit die Menge
o(A) :={XA e C: \ist Eigenwert von A}
das Spektrum von A.

Satz: Sei A € R™™" symmetrisch. Dann gilt:

A ist positiv definit & VA € o(A): A > 0.

A ist negativ definit < YA € o(A) : A < 0.

A ist positiv semidefinit < VA € 0(A) : A > 0.

A ist negativ semidefinit < VA € o(A) : A <0.

A ist indefinit < I\, p € o(A): A >0und p < 0.
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Beweis. Seien Aq,...,\, die Eigenwerte von A (geméf} algebraischer Vielfachheit wieder-
holt). Diagonalisiere A mit einer orthogonalen Matrix S: STAS = D = diag (A1,..., \,).
Schreibe

n
=Sy, wobei y= :
Yn
Dann ist £ =0 < 7= 0 und
7T AZ = ngSTAng: gTDg: )\jyf
j=1
Hieraus lassen sich alle Falle ablesen. O]

Folgerung: Sei A € R?*? symmetrisch. Dann gilt:

A ist indefinit genau dann, wenn det (A) < 0 ist.

A ist positiv definit genau dann, wenn det (A) > 0 und Spur(A4) > 0 ist.
A ist negativ definit genau dann, wenn det (A) > 0 und Spur(A) < 0 ist.

(1) e (Ta) e (0

gilt: A ist indefinit, B ist positiv definit und C' ist negativ definit.

Beispiele: Fiir

Fiir groflere Matrizen kann man das folgende Kriterium verwenden:

Kriterium von Hurwitz: Eine symmetrische Matrix A = (a;;,) € R"*" ist positiv definit
genau dann, wenn alle Hauptunterdeterminanten positiv sind, d.h. wenn

ay] ... Qaim

Am1 -+ Amm

Ohne Beweis.

Warnung: Die Aussage “A ist positive semidefinit genau dann wenn alle Hauptunterde-
terminanten > 0 sind” ist falsch! Betrachte z.B.

=0 4),
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19 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Wie in den vorigen Kapiteln sind Vektoren ¥ € R™ mit den Komponenten z1,xs, ..., z,
Spaltenvektoren:
T
T= : , also R"=R"*!
Iy
Um die Notation tibersichtlich zu halten schreiben wir dennoch oft & = (x4, ..., z,) (wenn

es keine Rolle spielt). Gemeint sind aber immer Spaltenvektoren! Spielt es eine Rolle (z.B.
beim Matrix-Vektor-Produkt) so schreibt man auch Spaltenvektoren.

Im Fall n = 2,3 schreiben wir haufig x, y, z statt x, x9, z3.
Weiter sei im folgenden || - || die Euklidnorm: ||Z|| = /a3 + - - - + 22.

19.1. Konvergenz von Folgen in R": Eine Folge (Z))ren von Vektoren in R™ heifit
konvergent, falls es einen Vektor ¥y € R™ gibt mit
|Zx — Zol| = 0 (kK — 00).

Wir schreiben dann limy_,, @ = 7o oder Ty — 7o (k — 00).

Konvergenz in R" bedeutet koordinatenweise Konvergenz: Wegen

el <1171 = | D 1wl (=1,....n)
j=1
gilt fiir eine Folge (% )gen in R” mit &) = (f%k), e fzk)) und Ty = (m1,...,m,) € R™
T =Ty (k—=o0) &= Vie{l,...,n}: &Y =m (k- o).

Beispiel: Sei 7}, := (e %, 1 — 1/k) (k € N). Dann gilt 7, — (0,1) (k — o).

19.2. Offene, abgeschlossene und kompakte Mengen in R": Ist ¥y € R" und r > 0,
so heifit
K(Zy,r) ={Z e R": ||¥— 2| <7}

die offene Kugel um ¥y mit Radius r. Eine Teilmenge Q C R™ heif}t offen

= Vi, e dr>0: K(fo,r)gQ

Beispiele: Folgende Teilmengen des R"™ sind offen:

Rna (Z), K(Zj(bs)v <07 1>n'
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Beweis. Wir zeigen, dass K (7, s) offen ist. Dazu sei Ty € K(vo, s), d.h. ||[Zo — 9ol < s.
Wir setzen r := s — ||y — ¥o|| und zeigen K(Zo,7) C K(%, s). Dazu sei ¥ € K(&y,r), d.h.
| — Zo|| < r. Dann gilt

17 = goll = 1 = Zo + To — ol < 17— Toll + [0 — %ol <+ (|70 — %0l = s,

also @ € K(v, s). O

Definition: Eine Teilmenge A C R™ heiit abgeschlossen, falls R™ \ A offen ist.

Satz: Eine Teilmenge A C R" ist abgeschlossen genau dann, wenn fiir jede Folge (Z%)ken
in A, die in R™ konvergiert, der Grenzwert limy_,, T} wieder zu A gehort.

Beweis. Sei A abgeschlossen, also R™\ A offen. Sei (7) eine Folge in A mit &), — 7, € R™.
Ist Zyp ¢ A, so existiert ein ¢ > 0 mit K(Zp,e) C R"\ A. Wegen z, € A (k € N) und
T — X folgt xy, € K(Zp,e) N A fla k € N, im Widerspruch zu K(Zy,e) N A = 0.

Sei umgekehrt A nicht abgeschlossen, d.h. R™ \ A nicht offen. Dann gibt es ein 7y ¢ A
so, dass fir jedes r > 0 gilt AN K(Zy,r) # 0. Wir finden dann zu jedem k € N ein
Tp € AN K(%y,1/k). Es ist dann (Z)ren eine Folge in A mit 7y — @y € A. O

Beispiele: R und () sind abgeschlossen. Endliche Mengen sind abgeschlossen.
Abgeschlossene Kugeln
{Z eR": ||¥— 2| <7}

sind abgeschlossen.

Definition: Eine Teilmenge A C R™ heifit beschrankt, falls gilt:
de>0Vrie A: |7 <ec.
Eine Folge in R™ heiflt beschrankt, falls die Menge ihrer Folgenglieder beschrankt ist.
Beispiele: Offene und abgeschlossene Kugeln sind beschrankt. Die Menge
{(z,y) eR?: 2* —y* = 0}
ist unbeschrankt.

Definition: Eine Teilmenge A C R™ heifit kompakt wenn jede Folge (Zx) in A eine kon-
vergente Teilfolge (&) hat mit

kh—>I£lo T € A.
Wie in HM T gilt auch im mehrdimensionalen Fall der

Satz von Bolzano Weierstraf3: Jede beschrankte Folge in R™ hat eine konvergente
Teilfolge.
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Beweis. Wir betrachten den Fall n = 2. Es sei ((zx, yx))72, eine beschrankte Folge in R2.
Wegen
max{|zg[, [yel} < [|(zk, )l (K € N)

sind (x) und (yg) beschriankte Folgen in R. Also hat (z;) eine konvergente Teilfolge
(2j(x))- Weiter hat die beschrankte Folge (y;(x)) eine konvergente Teilfolge (y;ux))). Nun ist
((zja))s Yiamy))) eine konvergente Teilfolge von ((xx,yx)). Im allgemeinen Fall n € N wird
sukzessive n-mal eine konvergente Teilfolge gewahlt. ]

Ebenso wie in HM I ergibt sich daraus:
Satz: A C R” ist kompakt < A ist beschrankt und abgeschlossen.

Beispiele: Abgeschlossene Kugeln sind kompakt. Offene Kugeln sind nicht kompakt (da
nicht abgeschlossen). Die Menge

{(z,y) eR* 12 —y* = 0}

ist abgeschlossen aber nicht kompakt (da unbeschrankt).

Definition: Sei A C R™. Wir definieren

(1) das Innere von A:

A ={Ze€A:Ir>0: K(Zr)C A}
(2) den Rand von A:
A ={TeR":Vr>0: K(Zr)NA£DANK(@r)n(R"\ A) #£0}.
(3) den Abschluff von A: B
A= AUOA.

Bemerkung: Es gilt stets: A° ist offen und 0A, A sind abgeschlossen. Punkte aus 0A bzw.
A° heilen Randpunkte bzw. innere Punkte von A.

Beispiele: (1) Es gilt
K(Zy,r)={Z € R": ||¥ - Zo|| <}

und
OK (Zy,r) ={Z € R" : || — Zo|| =}

(2) OR™ = ), K(Zy,1)° = K (Zo,7), ([0,1] x [0,1])° = (0,1) x (0,1), (Q x R)° =0 .

19.3. Stetigkeit von Funktionen: Sei D C R" nichtleer und f : D — R™ eine Funktion.

Dann gibt es Funktionen fi,..., f,, : D — R, die Komponentenfunktionen von f mit
fl(f) fl(xla"wxn)
f(@) = flxy,...,z,) = : = : (= (21,...,2,) € D).
fm(Z) f(@1, o xy)
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Bemerkung: Der Graph einer solchen Funktion f ist Teilmenge des R™*™. Eine Skizze
des Graphen solcher Funktionen ist daher moglich falls n + m < 3 ist, also den Fallen

1. m =n =1 (bekannt),

2n=2,m=1,

3.n=1m=2.

Definition: Die Funktion f heifit stetig in Zy € D, falls fiir alle Folgen (&% )gen in D mit
Tx — To gilt: f(Tk) — f().
f heift stetig in D, falls f in jedem Zy € D stetig ist. Wir schreiben dann f € C(D,R™).

Definition: Ein 7y € R" heifit Hiufungspunkt von D, falls es eine Folge () gen in D\ {Zo }
gibt mit 7, — 7o (k — 00).

Sei ¢ € R" und 7y € R” ein Haufungspunkt von D. Wir schreiben

falls f () — ¢ fiir jede Folge (Zy)ken in D\ {Zo}, die gegen &y konvergiert. In diesem Fall
ist ¢ eindeutig bestimmt.

Fiir n > 2 definiert man auerdem (da keine Ordnung vorhanden ist):
T — 00 (k= 00) : <= ||zx| — o0.
Damit ergeben sich die Definitionen von

lim f(7) =oo, lim f(#)=¢ lim f(&) =00
T—rT0 T—00 T—00

analog zum Fall n = 1. Beachte: Bei ¥ — co mufi D unbeschrankt sein.
Wie in HM T gilt dann auch hier: f : D — R™ ist genau dann in D stetig, wenn fiir alle
Ty € D, die Haufungspunkt von D sind, gilt:

lim f(7) = f(%o)-

f—>fo

Beispiel: Sei D := {(z,y) € R*: z > 0} und

f:D—=R? flr,y) = ( A >
arctan(y/x)
Dann ist f € C(D,R?):
Es sei (zg,yo) € D und ((zg, Yx))ren eine Folge in D mit (zx, yx) — (20, o), also zx — xo,
Yr — Yo Bs folgt /22 + y? — /22 + y2 und (wegen x> 0 und der Stetigkeit von arctan)
arctan(yy/xy) — arctan(yo/xo). Also f(zk, yx) — f(zo,yo)-

Bemerkung: Wegen ist f stetig in &y (bzw. in D) genau dann, wenn alle Kompo-
nentenfunktionen fi,..., f,, stetig in Zy (bzw. in D) ist.
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Beispiele: (1) Betrachte

S (ny) £ (0,0)
0, (ZE,y) - .

f ist in jedem Punkt (x,y) # (0,0) stetig. f ist aber in (0,0) nicht stetig, denn fiir
(xlmyk) = (1/k7 1/]{:) gﬂt ('Ik;yk) - (07 0), aber

fR* >R, f(x,y)Z{

2

F e ye) = —j =5 4 0=f(0.0) (ko).
(2) Sei > 1 und
zly|?
. 2 T _ x24y2> (CC?y) 7é (070)

Die Funktion f ist in jedem Punkt (z,y) # (0,0) stetig. f ist auch (0,0) stetig: Wegen
|zy| < (22 +y?)/2 gilt

[Pt 20zy]  JylP
2 x2+y? T 2

[f(z,y)] = =0 ((z,y) = (0,0)).

(3) Sei ¢ : R® — R™ linear. Dann ist ¢ stetig: Wegen ||¢(Z) — ¢(9)|| = ||¢(Z — )|| reicht
es, Stetigkeit in @'y = 0 zu zeigen. Fiir ¥ = (z1,...,x,) € R" gilt

lo(F I—IIZ%cb |<ZI%III¢ )<l lecb )Z =0 (] = 0).

Fiir 7 — 0 gilt also ¢(Z) — 0 = ¢(0). Insbesondere gilt: Ist A € R™*" soist f : R" — R™,
f(@) = AZ in R™ stetig, also f € C(R™, R™). Man identifiziert oft die Matrix A mit der
von ihr erzeugten linearen Abbildung und schreibt A : R” — R™.

Bemerkung: Kompositionen von stetigen Funktionen sind stetig. Die Addition und die
Multiplikation mit Skalaren, also

+:R"xR"—>R" und -:RxR"— R",
sind stetig. Ebenfalls stetig sind: Das Skalarprodukt
(]):R*"x R" = R,
das Matrix-Vektor-Produkt,
R™™ x R™ - R", (A,7) — AT
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Multiplikation von Matrizen
R™™ x R™* — R"™ (A, B) — AB,
die Determinante, die Spur und das Kreuzprodukt
det : R™"™ - R, Spur : R™" - R, x:R>xR>— R
Auch die auf den regularen Matrizen erklarte Matrixinversion
T GL(n,R) - RV Ars A1

ist stetig (Cramersche Regel!). In all diesen Fillen wird dabei sowohl R™ x R™ als auch
R™™ als R™ aufgefasst und mit der zugehdrigen Euklidnorm versehen. Z.B. fiir A =
(ajr) € R™™ ist

n o m 1/2
- (Y304)
j=1 k=1
Beispiel: Sei D CR", f,g € C(D,R™) und «, 5 € R, so gilt
af + pBg e C(D,R™).
Somit ist C'(D,R™) ein reeller Vektorraum. Weiter ist
h:D =R, h(T)=(f(2)]g(7))
in C(D,R).

Ebenso wie in HM I kann man das folgende e-9-Kriterium beweisen:

Satz: f: D — R™ ist stetig in 5 € D genau dann, wenn gilt:

Ve>030>0VZeD: ||¥—% <0=|f(Z)— f(Z)] <e.

Ebenso wie in HM I gilt:

Satz: Ist ) # D C R" kompakt und f € C(D,R™), so ist f(D) kompakt. Im Fall m = 1,
existieren dann ¥, ¥y € D mit

VieD: f(a1) < f(z) < f(3).

Auch der Begriff “gleichméflig stetig” kann wie in HM I definiert werden und es gilt auch
hier das zugehorige e-d-Kriterium:

Definition: Die Funktion f heif3t gleichmafig stetig in D, falls fiir alle Folgen (Z)ren und
(Y )ken in D mit Ty — g — 0 gilt: f(Zx) — f(yk) — 0. Gleichbedeutend ist

Ve>030>0Vr,yeD: |-yl <d=|f(@) - f)|<e
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19.4. Differenzierbarkeit von Funktionen einer Veranderlichen: Es sei I C R ein
Intervall und
fi(t)

f:I—=R" t— f(t)= :

fn(t)

eine Funktion.

Definition: Die Funktion f heifit differenzierbar in ty € I, falls es einen Vektor @ € R”

gibt mit
iy 40 = £ (t0)
t—to t— 1o

=d.

In diesem Fall heifit @ Ableitung von f in to, geschrieben f’(ty) := d.

f heifit differenzierbar in I, falls f in jedem t, € I differenzierbar ist, und f heifit stetig
differenzierbar in I oder eine C*-Funktion, falls f’ : I — R™ zusitzlich stetig ist. Schreib-
weise: f € CY(I,R"™).

Bemerkung: Wegen ist f differenzierbar in ty [bzw. in /] genau dann, wenn alle

Komponentenfunktionen fi, ..., f, differenzierbar in ¢y [bzw. in I] sind. Es gilt dann
fi(to) fi
f'(to) = : : [bzw. f'= : auf I].
Ja(to) fa

AuBerdem ist f': I — R” stetig genau dann, wenn alle f{,..., f/ : I — R stetig sind.
Beispiele: Sei

fiIoR f<t>:(“””’(t))

gegeben durch

(1) x(t) = rcost, y(t) = rsint mit » > 0 und I = [0,2x| (hier ist f(I) = 0K ((0,0),r)).
Dann gilt f € C*(1,R?) und

r=(om) e

rcost

(2) z(t) = e tcost, y(t) = e 'sint mit I = [0,00) (f heiit auch logarithmische Spirale).
Dann ist f € C*(I,R?) und

£t = ( —e‘tcost—e_tsint) (ter)

—e lsint 4+ e tcost
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19.5. Raumkurven: Eine Raumkurve (kurz Kurve oder auch C'-Weg) ist eine Abbildung
v € CYI,R"), wobei I C R ein Intervall ist. Meist ist I von der Form [a,b]. Das Bild
~v(I) € R™ heifit hier auch Spur von ~.

Sind 7 : I — R” und 7, : J — R™ Kurven, so heiflt v, eine Umparametrisierung von 7y,
falls es eine stetig differenzierbare und bijektive Abbildung ¢ : I — J gibt mit

¢'(t)#0 (tel) und 7(t) =(s() (t€).

Nach dem ZWS ist dann ¢'(t) stets > 0 oder stets < 0, also ¢ streng monoton wachsend
oder streng monoton fallend, und ¢~ : J — I ist ebenfalls stetig differenzierbar.

Weiter haben dann 7, und 7, dieselbe Spur. Die Bemerkung in und die Kettenregel
aus HM I zeigen, dass dann gilt:

N(t) =2(e()e'(t) (¢ € ).

Ist ¢ streng monoton wachsend [bzw. fallend|, so heifit die Umparametrisierung orien-
tierungserhaltend [bzw. orientierungsumkehrend).

Eine Kurve v : I — R™ heiBt regulir, falls ~/(t) # 0 (¢t € I) gilt. Dann ist auch jede
Umparametrisierung regular.

Eine Kurve v : [a,b] — R™ heiit geschlossen, falls v(a) = v(b) gilt, und doppelpunktfrei,
falls 7 : [a,b) — R™ injektiv ist.

Beispiele: (1) Seien 71,7, : [0,1] — R? gegeben durch

Dann ist ; regulér. Wegen v4(0) = 0 ist » nicht reguldr. Insbesondere ist  keine Umpara-
metrisierung von 7, obwohl v und 7, dieselbe Spur haben.

(2) Sei

cost

sint

. 2 _
M- [07271—] —- R ) Vl(t) - ( sint

) und v, ¢ [27,87] — R?, y(t) = ( cost ) :

Dann haben ~; und 7, dieselbe Spur, sind regular und geschlossen. 7, ist doppelpunktfrei,
aber vy durchlauft das Bild von v, dreimal, ist also nicht doppelpunktfrei.

19.6. Bogenldnge von Raumkurven: Ist v : [a,b] — R" eine Kurve, so ist ihre Ldnge
(auch Bogenlinge genannt) definiert durch

L) = [ vl ae
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Bemerkungen: (a) L(v) dndert sich nicht unter Umparametrisierung,.

(b) Eine regulére Kurve 7 : [a,b] — R™ lasst sich nach der Bogenlénge s parametrisieren:
Fiir

0= [ Il (e o)

gilt ¥ € C'([a, 8], R) und ¥'(t) = [|7'(¢)[| > 0 (¢ € [a,b]). Sei ¢ := ¥~" : [0, L(y)] = [a, b].
Fir 5 :=~0¢:[0,L(y)] = R™ gilt

76) = 1 (6(s)6'(5) H Iy (v )”1<wmuw»

”:M« )

Diese Parametrisierung heifit auch natirliche Parametrisierung, und es gilt
s= [ W@l sebim).

Beispiele: Die Abbildungen aus Beispiel (1) und (2) sind Kurven.

rsint

. 27
< rsmi ) Hdt:/ rdt = 27r.
T cost 0

Das ist der Umfang eines Kreises mit Radius r. Die natiirliche Parametrisierung ist wegen

t t
:/ H’}/(T)HdT:/ rdr =rt
0 0

) - 9 ~, _ [ rcos(s/r)
hier gegeben durch 7 : [0, 27r] — R?, 5(s) = ( rsin(s/r) )

(1) Sei v : [0,27] — R2, ~(t) = ( TC.OSt ) Dann gilt (vgl. |19.4):

(2) Obige Definitionen kénnen auf Kurven iibertragen werden deren Definitionsintervall
nicht kompakt ist. Wir zeigen dies anhand eines Beispiels:

Fiir die logarithmische Spirale

v 0,00+ R a0 = (it )

e 'sint

berechnen wir unter der Verwendung der Formel fiir 7/(¢) aus Beispiel (2)

L(v) = / e '\/(cost +sint)? + (cost — sint)2 dt = \/5/ etdt = V2.
0 0

= /Ot 1Y (T)|| dr = \/5/; e Tdr =V2(1 —et),

Hier gilt fiir ¢ > 0O:



Auflésung nach t ergibt

Die natiirliche Parametrisierung ist hier also

F:00,V2) » R, F(s) = < )z

19.7. Richtungsableitungen: Es sei D C R" offen und f : D — R™ eine Funktion.
Definition: f heift in Z, € D in Richtung @ € R™\ {0} differenzierbar, falls der Limes

O (5 = g LE0 1) = S

t—0 t

in R™ existiert. —f(:z:o) heilt Richtungsableitung von f in Ty in Richtung v.

Bemerkung: Da D offen ist, gibt es § > 0 mlt To+tv € D fiir t € (—0,9). Setzt man

g(t) = f(Zo +t0) (|t| < 0), so ist 2L(&) = ¢'(0) (vgl. [19.4).

19.8. Partielle Ableitungen: Richtungsableitungen von f in Richtung der Einheitsvek-
toren €1, ..., €, heiflen partielle Ableitungen von f, d.h.

fa (Zo) - 8f = 8—_f, Zo) partielle Ableitung von f nach xp im Punkt X
. = Oxy, 0
I‘k (&3

fuirk=1,...,n
Beispiele: (1) D = {(z,y,2) € R®: 2 > 0} ist offen. Betrachte
f:D—=R, f(x,y,z)=e “cosy+logz.

In jedem Punkt (z,y, z) € D existieren alle partiellen Ableitungen, und es gilt

U ey, ) = —ecosy, D(ay,2) = —esiny, DL (ay.2) =+
al' x7y7z - € y: ay xawa - € lny7 82 %,%Z - .

(2) Betrachte

[ e @) £ 0.0
rewom e ={ T 000



Wir untersuchen Richtungsableitungen im Punkt (0,0): Sei 7 = (£,1) € R\ {(0,0)} eine
Richtung. Es gilt fiir ¢ # 0:

f((0,0) + (&) = f(0,0) _ f{t&,tn) 1 &n

t t t& 4+

Der Limes fiir £ — 0 existiert in R genau dann, wenn &n = 0 ist, d.h. genau dann, wenn
& =0 oder n = 0 ist. Also existiert g—g(O, 0) genau dann, wenn ¢ ein Vielfaches von €; oder
ein Vielfaches von €, ist. Insbesondere gilt f,(0,0) = f,(0,0) = 0.

(3) Betrachte
Zlzl1/2)13/2

FRZ SR, f(zy) = % (z,y) # (0,0)

07 (%?J) =

Wir untersuchen Richtungsableitungen im Punkt (0,0). Fiir (£,7) # (0,0) gilt hier

F(0,0) + (&) — £(0,0) _ f(t&,tn) _ €€ nl* _ €€V |nf*?

t t 13 52"‘772 - 52+772

und wir erhalten fir ¢t — 0:

of L€ )P
a(&,n) (0.0)= & +n?

fiir jede Richtung (&,7) # (0,0).
Ubung: Existiert in 7, die Richtungsableitung von f in Richtung ¢ und ist a € R\ {0},

so gilt of of
m(f@) = Oé%,(fo)

19.9. Differenzierbarkeit: Sei D C R” offen und f = (f1,...,fm) : D — R™ eine
Funktion, sowie &y € D. Idee der Differenzierbarkeit in [19.4] (und in HM I) war im Fall
n = 1:

f(Z) =~ f(Zo) + f'(Zo)(Z — Zy) fir & nahe Z.

Dabei ist f'(Z) € R™ = R™*! d.h. h — f'(Zy)h ist eine lineare Abbildung R — R™.

Definition: f heifit differenzierbar in o € D (manchmal auch total differenzierbar in &),
falls es eine lineare Abbildung A : R" — R™ (also eine Matrix A € R"™*") gibt mit

(%) = f (@) — A@ — 7o)

—0 (¥— 2p).
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Aquivalent ist

1@+ k) = @) = AR o
I |

In diesem Fall ist die lineare Abbildung A eindeutig bestimmt und heifit Ableitung von
[ in &y, Bezeichnung: f'(%y) := A. Andere Bezeichnungen: D f(%), J¢(Zo), Jacobimatriz,
Funktionalmatriz.

f heiBBt differenzierbar in D, falls f in jedem 7y € D differenzierbar ist. In diesem Fall ist
f’ eine Funktion von D nach R™*":

f D —=R™"  F— f(Z).

Satz: (a) Ist f differenzierbar in y, so ist f stetig in .

(b) Ist f differenzierbar in &y, so existieren in & alle Richtungsableitungen von f und es

gilt 5
@) = F@)e (e {0),

Bemerkungen: (1) Insbesondere ist damit

oL ()

oxy,

: gﬂ{k( 0) = f'(Zo)éx
8= (i)

die k-te Spalte von f'(Zy) (k=1,...,n), also

7 (T0) Ga(T) . g (E)
F(E) = <0f]<ﬁ> o | g (@) (@) .. 52(T)
0 oxy, j=1k=1 : : o :
m (7 Ofm (7 Ofm (5
%($0) aLm(xO) af;n (7o)
(2) Im Fall m =1 ist also
F@0) = ( 2h@) @) .. @) ) eR
In diesem Fall schreibt man f’(#)) manchmal auch als Zeilenvektor

@) = (G Gobo @) ).

Beweis. (a) Es gilt fiir ¥ € D\ {%}:
f(f)—f(fo)—f/(fo)(f—fo) - - / ﬁ)(f—fo)—ﬂ_)’

— |2 — Zo|| + f (%o
|7 — Zo|

f(Z) = f(Zo) =
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fir ¥ — 7y, da die lineare Abbildung f'(Zy) : R" — R™ stetig ist.
(b) Fiir kleine |t| # 0 haben wir

H f(&o + t0) — f(Zo) _ (o +t0) — f(Zo) — f'(Z0) (D)

D -
= |]] — 0
[tv|

. — f'(&o)v

fir ¢t — 0. O

Beispiele: (1) Die Funktion f aus Beispiel (2) ist nicht differenzierbar in (0,0), da
in (0,0) nicht alle Richtungsableitungen existieren.

(2) Die Funktion f aus Beispiel (3) ist nicht differenzierbar in (0,0) (obwohl in (0, 0)
alle Richtungsableitungen existieren): Es gilt f,(0,0) = 0 = f,(0,0). Wére f differenzierbar
in (0,0), so wire f'(0,0) = (0 0) und somit

of o 1y
m(oao)—f@,o) ( 1 ) =
In Beispiel (3) ist aber
of 0,0)==#0
o(1, 1)( ’
(3) Die Funktion
xlal/2y?
. TR2 _ 22442 (ZE,y)%(0,0)
FR2SR, floy) = { T

ist in (0,0) differenzierbar: Zunéchst berechnen wir f,(0,0) = 0 und f,(0,0) = 0. Unser
Kandidat fir A € R'? ist also A := (0 0). Es gilt: Fiir (z,y) # (0,0) ist (bea. |zy| <
2zy| < 2 +y?)

1.y = FO.0 — AN _ f@ o)l _ o2 eyl e
1(z, y) — (0, 0)] TRty @rEpR T (@@ gppr?

(xQ + y2)3/2
= (2 —|—y2)3/2

Somit ist f in (0,0) differenzierbar, und f’(0,0) = (0 0).
(4) Es sei B € R™" und f : R® — R™ definiert durch f(Z) = BZ. Fiir Z, h € R" gilt

[yl =1yl"* =0 ((z,9) = (0,0)).

—

f(@+h)— f(&) — Bh= B(Z + h) — BE — Bh = Bi + Bh — B — Bh = 0.

Wir wéhlen also A := B in der Definition und erhalten, dass f auf R™ differenzierbar ist
mit f'(¥) = B (& € R™). Insbesondere ist f': R" — R™*" konstant.
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19.10. Kriterium fiir Differenzierbarkeit, stetige Differenzierbarkeit: Sei D C R"
offen und f = (f1,..., fmm) : D — R™ eine Funktion.

Definition: f heifit in D partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen

af,

e (ke{l,...,n}, j€{1,...,m})

auf D existieren. f heifdt stetig partiell differenzierbar in D, falls alle partiellen Ableitungen
zusétzlich auf D stetig sind.

Satz: Es sei f in D partiell differenzierbar und ¥, € D. Sind alle partiellen Ableitungen

%)

%fz stetig in @, so ist f in 7y differenzierbar. (Ohne Beweis.)

Folgerung: Eine stetig partiell differenzierbare Funktion f : D — R™ ist also insbesondere

in D differenzierbar und
f'iD— R™"

ist stetig. Daher heifit f dann stetig differenzierbar, geschrieben f € C*(D,R™).
Beispiel: Fiir die Funktion f aus Beispiel (2) gilt

z(2? + y?) — 2ay?
(1-2 + y2)2

y(2® +y°) — 22%y
(.1-2 + y2)2

auf R?\ {(0,0)}. Also ist f € C*(R*\ {(0,0)},R).

folz,y) = o fylzy) =

19.11. Partielle Ableitungen hoherer Ordnung: Sei D C R" offen und f : D —
R. Existiert die partielle Ableitung f,, = 0f/0zx in D, so kann f,, : D — R wieder
partiell differenzierbar sein. Man gelangt so gegebenenfalls zu partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung

forar = (for)ar
Entsprechend werden (falls vorhanden) partielle Ableitungen héherer Ordnung definiert.
Schreibweisen: Z.B. sind
O f
O0x;0xy,

>FPr f >rfr 7
02x0y Y 02x020%y YV

= f:pkxp
partielle Ableitungen der Ordnung 2, 3 und 5.

Definition: Sei k£ € N. Eine Funktion f : D — R heifit k-mal stetig (partiell) differenzier-
bar in D, falls alle partiellen Ableitungen von f der Ordnung < k auf D existieren und
dort stetig sind. Bezeichnung in diesem Fall: f € C*(D,R).

Eine Funktion f = (f1,..., f;m) : D — R™ heifit k-mal stetig differenzierbar in D, falls gilt:

fi € CF(D,R) (j=1,...,m).
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Bezeichnung in diesem Fall: f € C*(D,R™). Gilt f € C*(D,R™) fiir alle k € N so schreiben
wir f € C®°(D,R™). Fiir jedes k € NU {occ} ist C*¥(D,R™) ein reeller Vektorraum.

Beispiel: Betrachte f : R* = R, f(z,y,2) = wsin(zy) + z. Dann ist f € C*°(R3 R) und
z.B.

(2, 2) = sin(zy) + 2y cos(zy), fuo(T,y,2) = 2xcos(zy) — 27y sin(zy),
. y 2 2 .

fu(@,y,2) = 2 cos(xy), fye(,y,2) = 2z cos(zy) — 2’y sin(zy),
fz(I,y,Z) = 1a fzz(x;ya 2) = 07 fxz(l',y, Z) = 0.

Satz von Schwarz: Ist k¥ € N und f € C*(D,R), so sind partielle Ableitungen einer
Ordnung < k unabhéngig von der Reihenfolge der Differentiationen. (Ohne Beweis.)

19.12. Der Gradient: Ist D C R” offen und f : D — R partiell differenzierbar in D, so
ist der Gradient von f in ¥y € D der Spaltenvektor der partiellen Ableitungen in 7y, also

SL (%)
. 21 ()
grad f (%) = _

als Differentialoperator verstanden wird, der auf die reellwertige Funktion f wirkt und
daraus die vektorwertige Funktion Vf : D — R" macht.

Bemerkung (Zusammenhang mit der Ableitung): Ist f : D — R in D differenzier-
bar, so gilt fiir ¥y € D:
grad f(Zo) = f'(Z)" € R =R"

(beachte f'(7y) € R'*"). Beachte: Der Gradient kann an einer Stelle ¥, vorhanden sein
obwohl f in F nicht differenzierbar ist. In Beispiel [19.8)(2) ist f in R? partiell differenzierbar
mit grad f(0) = 0, aber f ist in 0 nicht differenzierbar (f ist in 0 sogar unstetig).

Satz: Sei f: D — R in D differenzierbar und 7y € D. Dann gilt fiir jeden Vektor v € R"
mit [|7] = 1:
of

~llgrad f(Zo)[| < 5=(o) < [lgrad f(Z0)]|.
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Ist zusétzlich grad f(Zy) # 0, so gilt Gleichheit rechts genau dann, wenn

grad f (%)
[grad f (o)

ist (d.h. der Gradient zeigt in Richtung des stirksten Anstiegs von f).

U=

Beweis. Es gilt

af

55(@0)| = 1f(#0)7] = |(grad f(20))" 5] = |(grad £(20)) - 7]

CcSU . .
< lgrad f(Zo)[[[|v]} = llgrad f (o)l

AuBerdem steht grad f(#y) senkrecht auf der Niveaulinie/-fliche

{7 e R": f(7) = f(Zo)}.

19.13. Kettenregel: Sei D C R" offen und f : D — R™ differenzierbar in 7y € D. Sei
G C R™ offen mit f(D) C G, und sei g : G — RP? differenzierbar in gy := f(Zp). Dann ist
go f: D — RP differenzierbar in 7y, und es gilt:

(g0 f)(Zo) = g'(f(Zo)) f'(%o)
—_——— —]
€RPxn ERPXm  gRmXn
(“auBlere Ableitung mal innere Ableitung”; Reihenfolge beachten). Ohne Beweis.

Beispiele: (1) Seien F': R" — R und ¢ = (¢1, @2, ..., ¢,) : I — R™ differenzierbar, wobei
I C R ein Intervall ist. Dann ist Flo¢: I — R, t — F(¢(t)) differenzierbar, und es gilt

"~ OF
(Fog)(t)=F(g(t)¢'(t) = > a—%@(t))qﬁ;(t) (tel)
j=1
Ist z.B. n = 3, F : R® — R differenzierbar, und
t2
o:R-E, o= ¢ |
sin(t)

so gilt fir t — 9 (t) := (F o ¢)(t) = F(t,t,sin(t)):

') = Fo(t%,t,sin(t)) - 2t + F, (£, t,sin(t)) - 1 + F,(¢%,¢,sin(t)) - cos(t) (t € R).
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(2) Sei f: R™ — R differenzierbar, B € R™™ und F : R™ — R, F(Z) := f(BZ). Dann gilt
F'(Z) = f(Bf)B (z € R™),
also

—— ~ e —
eR™ eRrRm cR"»

VF(i) = F()" = B'(f(B))" = BL (Vf)(B1).

19.14. Der Umkehrsatz: Sei D C R" offen, f € C'(D,R"), %y € D und f'(z,) € R
regular. Dann gibt es offene Mengen U und V mit Zy € U C D, 4 := f(%y) € V derart,
dass f : U — V bijektiv ist und die Umkehrabbildung f=! : V' — U stetig differenzierbar
ist mit
-1
Y@ = (FU@)) eV

Ohne Beweis.

Bemerkung: Die Eigenschaft reguldr ersetzt hier fiir n > 1 die Bedingung f'(z¢) # 0, die
im Fall n = 1 vorausgesetzt werden muss. Die Formel fiir die Ableitung von f~! erhalt
man auch aus der Kettenregel, wenn man die Gleichung

7= f"(f(@) (@el),
nach ¥ ableitet. Das ergibt

L= (") (f@)f (@), also () (f(@)=(f(@)" @eU).

Achtung: Der Umkehrsatz besagt nur, dass es lokal eine Umkehrfunktion zu f gibt. Auf
ganz D muss dies nicht gelten, selbst dann, wenn D = R™ und die Voraussetzung “f’(Z)
regular” fiir jedes # € R” erfiillt ist (eine Funktion f € C'(R,R) mit f'(z) # 0 (z € R) ist
auf R injektiv).

Beispiele: (1) Wir betrachten die komplexe Exponentialfunktion z — e* fiir z = x + iy
als Funktion f : R? — R2, also

[ e“cosy
f(x)y)_(ewsiny)’
Es gilt f € C'(R? R?) mit
e*cosy —e’siny
e’siny e*cosy

fla,y) = (

und det (f'(x,y)) = €** > 0. Also ist f/(x,y) € R**? fiir jedes (z,y) € R? reguldr und f ist
nach dem Umkehrsatz lokal injektiv. Aber f : R? — R? ist nicht injektiv (was wir fiir die
komplexe Exponentialfunktion ja schon wissen). Es gilt

flz,y+2km) = f(x,y) ((z,y) ER? kcZ).

) (wnew)
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(2) Wir betrachten
yz
R =R f(r,y,2)=| 2z
Y

Hier ist f € C'(R3 R3) mit

0

flwy,2)=| 2 (z,y,2) €RY).

8 O W
o8 <

Wir betrachten #p = (1,1,1). Dann ist
011

f’(fo) = 1 01 und det (f,(fo)) =2 7é 0.
110

Also ist f in einer Umgebung von &y invertierbar und fiir die Umkehrfunktion gilt (beachte

f(Zo) = o):

19.15. Der Satz iiber implizit definierte Funktionen:
Motivation: Wir betrachten die Funktion f: R?* = R, f(z,y) = 22° +y. Es gilt f(z,y) =
0 < y= —223 Setzt man g(z) := —223, so gilt:

VeeR: f(z,g(x)) =0.

Man sagt:

Die Gleichung f(z,y) = 0 kann nach y aufgelést werden in der Form y = g(x), oder
durch die Gleichung f(x,y) = 0 wird eine Funktion g definiert mit f(x, g(z)) = 0.

Betrachtet man hingegen
[RP =R, f(zy) =y+ay’ — e,

so gelingt keine formelméBige (also explizite) Auflosung der Gleichung f(x,y) = 0 nach
y. Dennoch kann manchmal die Existenz einer implizit definierten Funktion ¢ gesichert
werden, also die Existenz einer Funktion g mit f(z, g(z)) = 0, zumindest lokal, d.h. in einer
Umgebung einer Nullstelle (zg, o) von f. Es gilt z.B. f(0,1) = 0. Unten werden wir sehen:
Es gibt 6,7 > 0 und genau eine stetig differenzierbare Funktion g: (—=6,0) — (1 —n,1+n)
mit:

Sz, g(x)) =0 (z € (=6,9)) und ¢(0) = L.
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Satz: Sein > m, p:=n—m, D C R" offen und f = (f1, fo, ..., fm) € C*(D,R™). Wir
schreiben die Vektoren in R™ als (%, %) mit ¥ = (z1,...,2,) € RPund § = (y1,...,ym) €
R™, sowie

Of1 (= — Ofi 1= - | Ofi /= — Of) /= —
e AT RO~ 7 Il C%7) RSPl %)

f(@,9) = : : : : € R™,
() . @Y | Ee@y o S @)

wobei wir den linken Block als g—é(f, y) € R™*? und den rechten Block als g—g(f, y) € Rmxm
bezeichnen.

Ist (Zo,70) € D mit f(Z, 7o) = 0 und %(fg,ﬁo) regular, also

of

det ==
eay_,

(f()a 370) # 07

so gibt es offene Umgebungen U von 7y und V von g, sowie eine stetig differenzierbare
Funktion g : U — V derart, dass fiir alle (Z,y) € U x V gilt:

@) de@n £

und

(i) f(@9) =0+ §=g(Z)

Bemerkungen: (1) Durch die Funktion g : U — V ist (lokal um (%o, 7)) eine eindeutige
Auflésung der Gleichung f(Z, %) = 0 nach ¢ gegeben. Es gilt ¢(Zy) = 7 und

f(#,9(Z)) =0 (TeU)

und
{(@,9) e UxV: f(@y) =0}
ist der Graph der Funktion g : U — V.

(2) Ableitungen von g kann man nach der Kettenregel aus

berechnen: Es gilt

also



Beispiele: (1) f : R? = R, f(z,y) =y + 2y® — e, (zo,4) = (0,1). Es gilt f(0,1) =0
und
fy(z,y) =14+ 22y —xe™, f,(0,1) =1#0.

Also existiert eine implizit definierte C'-Funktion g : U — V, wobei wir U = (—4, ) und
V =(1—-mn,1+n) annehmen kénnen, mit

g(0) =1 wnd 0= f(r,g(x)) (z€D).
Berechnung von ¢'(0): Ableiten obiger Gleichung liefert

0= folw,9(x)) + fy(w,9(x))g'(x) (xeU),

also (fiir x = 0)
0= f(0,1) + £,(0,1)g'(0) = f.(0,1) + ¢'(0).
Wegen f,.(z,y) = y* — ye™ ist f,(0,1) =0, also ¢’(0) = 0.

(2) Betrachte

[R>S R f(z,y,2) = ( sinh(yz) + (= — @)’ —1 )

cos?(my) + z — 2%/2
Hier ist n =3, p = 1, m = 2. Sei (z9, Yo, 20) = (2,0, 1). Es gilt und

of
Ny, 2)

Also ist in einer Umgebung von (2,0, 1) eine Auflésung des Gleichungssystems

1= (1)

nach y und z (jeweils als Funktion von ) mdglich. D.h. es gibt Funktionen ¢y, g2 : U — R,
definiert auf einer offenen Umgebung U von 2, und eine offenen Umgebung V' C R? von
(0,1) derart, dass fiir alle (z,y,2) € U x V gilt:

flz,y,2) = (8) = (i) - (2@

Die Funktion g = (g ) : U — V ist dabei C! mit

1
2

- (48)--(3 ) Fow=- (1) (2)-(2)

f(2,0,1) = (8) und det (2,0,1) = det ( (1) _12 ) =1+#0.
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19.16. Der Satz von Taylor: Sei D C R" offen, | € Ny, f € C'*1(D,R) und &, € D.
Fiir b = (hy, ha, . .., hy)" € R schreiben wir

- 0 0 0 a 0
h-V = h18—1+h28—362+ +hna—%_;hja—%,
- N 8f of . of . .7
(h-V)f(@) = hag(@0) + oot hog = (30) = Z_;hj 5 (T0) = grad f(7) - b
und
(- V) = (i ) = Z (-1 = 3 o2 ao)
‘= ]8$ — 833 0xy et 7 0z 0y,
Allgemein definiert man fir k =1,2,...,0 + 1:
. k 7 — . C e e . ¥y
<th axj) (-9 f@o) = D, hyhy b, 5,0, - Oy, 10
Jj=1 J1,9250Jk=1
und

(h- V) f (o) = f (o).
Beispiel: Fiir n = 2, h = (hy, hy) und f € C2(D,R) hat man also
(h V) f h2fac;r + hthfa:y + h2h1fyx + h2fyy - hZfa::c + 2h1h2facy + h fyy

Fiir eine Darstellung von (h - V)2f(Z) als quadratische Form definieren wir die Hesse-
Matriz von f in Zo:

Hf(fg) =

Damit ist . . .
(h-V)?f(%o) = h" H(Zo)h.
Beachte: Fir f € C?(D,R) ist nach dem Satz von Schwarz H(%,) symmetrisch.

Fir 7,y € R™ bezeichne
Sz, g ={Z+tly—2):te|0,1]}

die Verbindungsstrecke von ¥ und .

Satz von Taylor: Unter den obigen Voraussetzungen seien 7y € D und h € R" mit
S|[%y, Ty + h] € D. Dann gibt es ein £ € S[Ty, To + h] mit

(V)RR (- V)
> Y TP TR

k=0
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Bemerkungen: (a) Der Ausdruck

l T— ) V) (T
Ti(f: 7o) (%) ‘=Z<< >k!V) £(@o)

k=0

heifit [-tes Taylorpolynom von f in Zy. Hier ist h=7%— 0-

(b) Fiir I = 0, f € CY(D,R) erhilt man unter obigen Voraussetzungen den mehrdimen-
sionalen Mittelwertsatz:

—

3§ € S[@o, o+ ]+ f(To+ h) — f(do) = grad f(§) - h.
(c) Fir I = 1, f € C?(D,R) erhalten wir, wenn h € R" mit S[Zo, o + ﬁ] CD:

o o R -
3¢ € S[To, To + h] . f(Zo +h) = f(To) + grad f(To) - h + 5hTHf( )h.

Schreibt man ¥ — 7, statt ﬁ, so ist T + h=2%.

Beispiel: Sei f : R2 — R, f(z,y) = ¢*"~2 und (29, 0) = (2,0). Dann ist f € C?(R* R)
und

fola,y) = e f(z,y), fy(z,y) =2’ f(2,y), folr,y) = f(z,y),
oy y) = €' (f(2,y) + fy(2,y)) = (€ + ze®) f(2,y),
fo(@,y) = 2e¥(f(2,9) + fy(2,9)) = (v’ + %) f(2,y).
Wir erhalten
f(2,0)=1, f2(2,0) =1, f,(2,0) =2, fee(2,0) =1, f,(2,0) =3, f,(2,0) =6,
und damit ist das zweite Taylorpolynom von f in (2,0) gegeben durch

o e v a7 )+ (7,0 ) meo (7))

1
:1+(x—2)—|—2y-|—§(x—2)2+3(x—2)y+3y2.

19.17. Lokale Extremstellen: Ist D C R™ (beliebig) und f : D — R, so definiert man
lokale und globale Extremstellen wortlich wie in HM I 11.5. Wir wiederholen die Definition
der lokalen Extremstellen in diesem Fall:

Definition: f hat in #y € D ein lokales Mazimum [bzw. lokales Minimum], falls es ein
0 > 0 so gibt, dass

VT € K(Z,0) N D : f(Z) < f(Zo) [bzw. f(Z) > f(T)]-
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Im Fall, dass D offen ist kann dann stets ein § > 0 mit K (Zy, ) C D gewéahlt werden.
Ein lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum. FEin lokales
Extremum heif3t strikt, wenn fiir ¥ # &y jeweils “<” bzw. “>7 gilt.

Satz iiber lokale Extremstellen: Es sei D C R” offen, f : D — R und 7y € D.

(a) Hat f in &y ein lokales Extremum und ist f in &, partiell differenzierbar, so ist
grad f(Zy) = 0.
(b) Sei f € C?(D,R) und grad f(Z) = 0. Dann gilt:

(i) Ist H(Z)) positiv definit, so hat f in 7 ein striktes lokales Minimum.
ii) Ist H(Zo) negativ definit, so hat f in 7y ein striktes lokales Maximum.
f g
(iii) Ist H () indefinit, so hat f in Z, kein lokales Extremum, sondern einen Sattelpunkt.

Bemerkungen: (1) Nullstellen des Gradienten heiBen auch kritische Punkte.

(2) Trifft in (b) keiner der Félle (i), (ii) oder (iii) zu, so ist H (%) (positiv oder negativ)
semidefinit (vgl. [18.9). In diesem Fall ist keine allgemeine Aussage moglich.
Beweisidee zu (b): Wegen f € C?*(D,R) existiert ein § > 0 mit K(Zy,d) C D und so,
dass H(Z) fir £ € K(%,d) dieselben Definitheitseigenschaften wie H(Z,) hat.

Fir ¥ € K(#,0) gilt nun nach Bemerkung [19.16(c):

—

F(@) = [(#o) + (T — o) Hy(§)(T — o)

fiir ein € € S[Zo, @) C K (7, 0). Ist z.B. H (%) positiv definit, so ist auch Hy(&) positiv
definit und damit f(Z) > f(Zy) (¥ € K(Zp,0) \ {Zp}). O

Beispiel fiir einen Sattelpunkt: Betrachte f : R? — R, f(z,y) = zy. Dann ist

grad f(z,y) = (i) und grad £(0,0) = (O)

0
Hf<o,0):((1) é)

hat eine negative Determinante und ist daher indefinit (siehe [18.9). Somit hat f in (0,0)
einen Sattelpunkt. Fiir (z,y) im ersten oder dritten Quadranten ist f(z,y) = zy > 0, fir
(x,y) im zweiten oder vierten Quadranten ist f(z,y) = zy < 0.

Die Hessematrix

Beispiel: Betrachte f: R* - R, f(z,y) = 2% — 12zy + 8y>. Hier gilt

folz,y) = 32% — 12y, f,(z,y) = —12z + 249>
)
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Wir formen aquivalent um:

0 322 — 12y =0 x? = dy Yy =y
d = — — — —
grad f(z, y) (0) 127 + 24y2 = 0 22 =u 2y* =

y € {0,1} T 0\ /2
22 =x — y < { 0)"\1 }
Wir berechnen die Hessematrix

6xr —12
e = % )

0 —12
det H;(0,0) = det ( 120 ) = —144 < 0,

also ist H;(0,0) indefinit und f hat in (0,0) kein lokales Extremum (sondern einen Sat-

telpunkt). Weiter ist
12 —12
Hy(2,1) = ( —12 48 )

wegen det Hy(2,1) > 0und 12 > 0 positiv definit (siehe|18.9). Also hat f in (2, 1) ein lokales
Minimum. f hat in (2,1) kein globales Minimum, denn f(z,0) = z*> — —oo (z — —o0).

Es ist

19.18. Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen: Es sei ) # D C R" offen,
f€CYD,R),pe Nmit p<nund h = (hy, ha,...,h,) € C'(D,RP). Es sei

S:={ieD:h) =0}
Definition: Man sagt

f hat in Ty € D ein lokales Mazimum [Minimum] unter der Nebenbedingung h = 0,

falls #y € S gilt und es ein § > 0 gibt mit K (&, ) € D und
VT € K(Zo,6) NS : f(¥) < f(Zo) [bzw. f(T) > f(Z0)].

Bemerkung: Ist S kompakt, so existieren stets (sogar globale) Extremstellen unter der
Nebenbedingung h = 0.

Beispiel: Seien n = 3, p = 2 und D = R?, sowie

x2+y2—2)

flz,y,2)=r+y+z, M%yw)=< dn 1

Dann gilt f € C'(D,R), h € C'(D,R?) und

S={(zr,y,2) eR*:2® +y* =2, 2+ 2 =1}.
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Die Menge S ist abgeschlossen: Fiir eine Folge ((xg,yk,2x)) in S mit (zx,yk, 2x) —
(%0, Y0, 20) € R? gilt (20, Yo, 20) € S.

Die Menge S ist beschrénkt: Ist (x,y, z) € S, so gilt 22 + y? = 2 und somit |z| < /2 und
ly| < /2. Also ist
2] =1 —z| <14 |z| <1+V2

Also ist S kompakt und es existieren @, b € S mit

und insgesamt

VEeS: f(a@) < f(@) < f(b),
vgl. und [19.3]

19.19. Multiplikatorenregel von Lagrange: Seien n, D, f, p, h und S wie in [19.18
Es sei F': D x RP — R definiert durch

F(f, )\1, )\2, Ce ,)\p) = f(l_") + )\1h1(f) + /\th(f) + ...+ /\php(f)

Satz: Hat f in Z, € D ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung A = 0 und gilt

Rang h'(7y) =p [W(Zo) hat vollen, d.h. maximalen, Rang],
~——

eRan

so gibt es A}, A3, ..., A) € R (Lagrangemultiplikatoren) mit
grad F (%o, A}, A3,...,\0) =0 (€ R"™P).
Bemerkung: (a) Beachte, dass

grad hy (7))
grad hg (fo)T

grad h,(7o)"
Die Voraussetzung “Rang h'(Zy) = p” bedeutet also, dass

grad hq(Zp), grad ho(Zo),. .., gradh,(Zo)

linear unabhangig sind.
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(b) Schreibt man 7y = (29,29, ...,29), so ist die Bedingung grad F' = 0 ein Gleichungssys-

rn

tem mit n + p Gleichungen fiir die n+p Unbekannten «9, 9, ..., x0, A0, A9, ..., XY, namlich
OF of " Oh;
1 — (%)) = =——(& MN—L(Z)=0 (k=1,2,...
( ) al'k ('IO) al'k (l‘o) + Zl j 8xk (xO) 0 ( ) &y ,TL)
und oF
Y

Die Gleichungen in (1) besagen, dass grad f(Zy) eine Linearkombination der Vektoren
grad hy (Zo), . .., grad h, (7o)

ist (mit Koeffizienten —A{,..., =A)). Die Gleichungen in (2) sind gleichbedeutend mit
Ty € 9).

(¢) Zur Bestimmung der Extrema versucht man, dieses Gleichungssystem zu l6sen. Kann
man den Satz anwenden (d.h. sind die Voraussetzungen erfiillt), so findet man die gesuchten
Extremstellen unter den Losungen dieses Gleichungssystems. Kann man den Satz nicht
anwenden (weil es z.B. lokale Extremstellen # gibt, in denen h’(Z) nicht vollen Rang hat),
so ist dies nicht sicher!

Fortsetzung des Beispiels aus|19.18; Wir wissen schon, dass es a, be S gibt mit: f hat
in @ [bzw. in b] ein globales Minimum [bzw. Maximum]| unter der Nebenbedingung h = 0.

Wir haben
p ([ 2x 2y O
h (ili',y, Z) - ( 1 0 1 ) )

und Rangh/(z,y,2) < 2 ist dquivalent zu = = y = 0, was jedoch fiir (z,y,2) € S wegen
2?2 + y? = 2 nicht vorkommt. Also ist

Rangh'(z,y,2) =2 ((z,y,2) € 5),
und die Voraussetzungen des Satzes sind insbesondere in @ und b erfiillt. Hier ist
F(z,y,2, 0, ) =2 +y+z+ M@ +4° —2) + oz +2-1)
und
Fo(z,y,z, M, ) =14+ 2z + Xy, Fy(c..)=14+2Ny, F.(...) =1+ Ay,

Fv(.)=22+y" =2, Fy(..)=a+2z—1.

Aus grad F = 0 erhalt man also Ao = —1, A 20, 2 =0, z =1 und y = +/2 (der genaue
Wert von )\ ist nicht wichtig). Also existieren genau zu den Stellen

@ = (0,—V2,1), b= (0,v2,1)
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Lagrangemultiplikatoren. Wegen f(0,£v/2,1) = 1 £ /2 ist @ die Minimal- und b die

=,

Maximalstelle. Der maximale Wert von f auf S ist f(b) = 1 + /2 und der minimale Wert
von f auf S ist f(@) =1 — /2.

19.20. Rotation, Divergenz, Laplace: Sei ) # D C R" offen. Eine Funktion f : D — R
heiBt Skalarfeld (auf D) und eine Funktion ¢ : D — R™ heifit Vektorfeld (auf D).

Bemerkung: Ist f € C'(D,R) ein Skalarfeld auf D, so ist ¢ := grad f = V f ein Vektorfeld
auf D.

Partielle Ableitungen schreiben wir im folgenden auch als

0]~' 8

=— (U=L12,...,n).
ax] (] )= 7”)

Definition: Sei v = (v1, vy, ..., v,) € C'(D,R") ein Vektorfeld auf D. Dann definiert man
die Divergenz von v durch

divt :=V -0 := 01v1 + Ovg + ... + 00, = Zﬁjvj,
j=1

und im Fall n = 3 die Rotation von U durch

Oyvg — D309
rotv:=V x v := 831)1 - 81'1]3
811)2 — 82’01

Bemerkungen: (a) div ¥ ist ein Skalarfeld auf D und rot 7 ist ein Vektorfeld auf D.

(b) Vektorfelder mit dive’ = 0 heiBen quellenfrei und Vektorfelder mit rot % = 0 heifien
wirbelfrei.

(c) Fiir Skalarfelder f € C*(D,R) definiert man den Laplaceoperator A durch

Af =divgrad f ==V -Vf =) 02f,

j=1

und fiir Vektorfelder 7 € C?*(D,R™) durch

Awv,
Beispiele: (1) Sei v: R" — R", 9(¥) := Z. Dann gilt
divo(¥) =n (£ €R").
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Im Falle n = 3 gilt rot & = 0 auf R3.

(2) Es sei
-y
7:R* =R ¥(x,y,2) = x
0
Dann ist
0
roto(z,y,2) = | 0 | ((2,9,2) €R’).
2

19.21. Rechenregeln:
Produktregeln: Seien f,g € C'(D,R) und ¢ € C'(D,R"™). Dann gilt:

V(fg) = gVf+fVg
V- (fv) = f(V-0)+(Vf) ¥
Vx(ft) = fI(Vxd)+(Vf)xv (n=3)
A(fg) = (Af)g+2Vf-Vg+ f(Ag) (f, g€ C*D,R)).

Zum Nachrechnen wende man die eindimensionale Produktregel aus HM I auf die einzelnen
partiellen Ableitungen an:

0j(9v0) = (9;0)¢ + ¢(9;0).

Orthogonalen Koordinatentransformation: Sei f € C*(R",R) und A € R™*" orthog-
onal (also AT = A1), sowie g := f o A, d.h. g(¥) = f(AZF). Dann gilt Ag = (Af) o A.

Hintereinanderausfiihrung: Sei D C R3. Sind f € C?(D,R) und ¢ € C*(D,R?), so gilt:

rot (grad f) = 0, dh. Vx(Vf)=0
div (rotv) = 0, dh. V- (Vx9)=0
rot (rotv) = V x (V x9) = graddivi' — At = V(V - ¥) — AW.

Die beiden ersten Regeln folgen aus dem Satz von Schwarz.

19.22. Potentialfelder: Sei ) # D C R" offen. Ein Vektorfeld 7 € C(D,R"™) heifit
Potentialfeld (oder Gradientenfeld, konservatives Feld), falls ein Skalarfeld f € C'(D,R)
existiert mit

(%) = grad f(Z) (¥ € D).

In diesem Fall heilt f ein Potential oder eine Stammfunktion von v auf D.
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Bemerkung: Ist v € C*'(D,R3) ein Potentialfeld, so ist wegen [19.21
rot (7) = rot (grad f) = 0
auf D, also ist ¥ wirbelfrei in D.

Integrabilititsbedingungen: Sei v = (vi,v,...,v,) € CYD,R") ein Potentialfeld.
Dann gilt auf D:
@-vk = (’)kvj (],k = 1,...,n).

Beweis. Sei f € C'(D,R) eine Stammfunktion von ¢ auf D. Wegen v € C'(D,R") gilt
dann f € C*(D,R). Wegen 0;f = v; (j = 1,...,n) und nach dem Satz von Schwarz gilt
auf D:
v, = 0,0k f = 0x0; f = Ogvj.

0
Beispiele: (1) Betrachte 7 = (vy,v5) : R? — R?, ¥(z,y) = (7¥). Dann gilt 7 € C'(R? R?).
Weiter ist

Qvi(z,y) = =1 # 1 = diva(z,y).

Also hat @ auf R? keine Stammfunktion.

(2) Betrachte

2 3
U:(U17U2):R2_>R27 U(I7y): ( xy_i_y )

x4+ 3zy? + 1
Hier gilt
Opvi(z,y) = 2z + 3y* = Orva(,y)  ((z,y) € R?).

Die Integrabilitatsbedingungen sind also erfiillt.

Berechnung einer Stammfunktion. Ansatz:
folm,y) =20y +y° = flo,y) =Py +ay’ +c(y) = fyle,y) =2+ 30y® + ¢ (y),
also ¢(y) = 1. Wihle z.B. ¢(y) = y. Damit ist
flx,y) =2y + 2y’ +y
eine Stammfunktion von ¥ auf R2.
(3) Fiir eine Punktladung @ im Ursprung 0 € R? ist das elektrische Potential ¢ im Punkt
Z gegeben durch
Q

deo || Z|

Das elektrische Feld E erhélt man als E = —V. Also ist E ein Potentialfeld auf D mit
Potential —p. Wegen

o(¥) = (Z € D:=R>\ {0}).

Q 2$j

9.0(T) = —
(%) dmteg 2(22 4 a3 + 23)3/2

(J=1,2,3),
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ist -
o Q T

E(7) = pRRAETE (Z € D).

Nach der Bemerkung oben ist das elektrische Feld E wirbelfrei in D.
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20 Kurvenintegrale

20.1. Kurvenintegrale von Skalarfeldern: Sei D C R” offen und f € C(D,R). Fiir
eine Kurve v : [a,0] — D (d.h. v € C'([a, b], R") mit y([a,b]) C D, siehe [19.5]) setzt man

/fds—/f ds—/f DI (8] e

(beachte, dass v(t) und ~/(t) Vektoren aus R™ sind).

Bemerkungen: (a) Ist 7 eine orientierungserhaltende Umparametrisierung von v (siehe

19.5)), so gilt
/fds = /fds.
gl ¥
(b) Fiir f =1 ist f7 1ds = L(7) (die Lange von =, vgl. [19.6). Ist

~ [ IW@lar (¢ la.b)

die Kurvenldngenfunktion, so gilt

ds
i s'(t) = |V ()l also “ds = ||7/(¢)]| dt.”

(c) Ist v wie oben und setzt man p : [a,b] — D, p(t) := vy(a + b —t), so durchlauft p die
Spur von v in umgekehrter Richtung. Diese Kurve wird auch mit v~ bezeichnet. Es gilt

dann
l_fds:lfds.

(d) Sind 5 : [aj-1,a;] = D (j = 1,2,...,m) Kurven mit v;(a;) = v;j+1(a;), so nennt
man auch v : [ag,am] = D, (t) == v;(t) (t € [a;_1,a,]) eine Kurve. In den Punkten
ai, s, ..., a,_1 muss v nicht differenzierbar sein, d.h. die rechts- und linksseitigen Ableitun-
gen in diesen Punkten miissen nicht iibereinstimmen. Man schreibt v = v + v + ... 4+ ¥m

und definiert .
/ fds:=> [ fds.
¥ j=1"7%

(e) Ist 7 : [a,b] — D geschlossen, d.h. v(a) = 7(b), so schreibt man auch
/ fds= ]{ fds.
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Beispiele: (1) Sei r > 0,

rsint

vz 5B 0= (1)

und f(z,y) = 2xy. Dann ist ||[7/(¢)|| = r (¢t € [0, 27]), also

2m 2m 2m
/f(x, y)ds = / f(rcost,rsint)||'(t)||dt = / 2r° cost sin tdt = 7“3/ sin(2t)dt = 0.
v 0 0 0

(2) Betrachte

we = () ceoa wo=(,1, ) cen.

Y=+ :[0,2] - R? und f(z,y) =  + y. Dann:
1 2 2
/f(.x,y)ds:/(a:+y)ds+/(x+y)d3:/ t-ldt—i—/ t-ldt:/ tdt = 2.
v 7 72 0 1 0

20.2. Kurvenintegrale von Vektorfeldern: Sei D C R” offen und v € C(D,R"). Fiir
eine Kurve 7 : [a,b] — D (siehe |19.5]) setzt man

Lﬁ-df:: Lﬁ(f) A7 = /abﬁ(fy(t))-fy’(t) dt

(beachte ~y(t),~/(t) € R™ und - ist das Skalarprodukt in R™). Im Fall v = y1 +72+. .. +Ym
definiert man analog wie in [20.]]

/yﬂdf::/vﬁ(f)'df::Z/vﬁ(f)'d:E

Bemerkung: Ist v regular so heifit

= A
TOW) = e

Tangenteneinheitsvektor an die Kurve v im Punkt v(t) und es gilt

/z?-df:/(ﬁ-f)ds.
ol ol

Hier betrachtet man also T als Funktion auf der Spur von v, was jedenfalls geht, wenn
7 injektiv ist; ansonsten muss man 7 zusammensetzen wie in Bemerkung [20.1(d). Die
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Gleichung bedeutet, dass von dem Vektorfeld ¢ entlang v nur der Tangentialanteil integriert

wird.
/ 17'df:—/17-df,
v ¥

d.h. das Kurvenintegral eines Vektorfeldes éndert bei Orientierungsumkehr der Kurve das
Vorzeichen (vgl. aber mit Bemerkung (c)).

(2) Ist f € C*(D,R) und 7 : [a,b] — D eine Kurve, so gilt

Beispiele: (1) Es gilt

[ vs-d5= e - st
gl
Beweis. Die Kettenregel liefert

2 F2(8) = G010 = (THAE) (0

also (nach dem Hauptsatz)

[vr-ai= [ N6y @d= [ Lrae)d = 1ae) - 6)

(3) Betrachte D := R?\ {6},

7D R, #(z,y) = — (_y), y(t) == (COS:;) (t € [0,27]).

242\ x sin

Nachrechnen: ¢ erfiillt die Integrabilitatsbedingungen aus [19.22]

Weiter gilt
2 . .
1 — t — t
[ = [ () (=2
. o cos?t+sin“t\ cost cost

Mit obigem Beispiel (2) folgt: @ hat auf R?\ {0} keine Stammfunktion. Verkleinert man
den Definitionsbereich z.B. zu

Dy:={(r,y) eR*: 2 >0} C D

so hat ¢ eine Stammfunktion auf Dy, ndmlich (nachrechnen)

f(z,y) = arctan (%) .
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20.3. Gebiete und einfach zusammenhangende Mengen: Eine Teilmenge K C R"
heifit konvex, falls
Vi, ye K: S[Zy] C K,

mit S[Z,y] die Verbindungsstrecke von Z und g, siche [19.16]

Beispiele: K (0,1) ist konvex, K (0,1)\ {0} ist nicht konvex.

Definition: Sind %y, 71, ..., 7, € R", so heifit
S[Zo, T1y ...y T := S[Zo, 1] U S[Z1, Zo] U ... U S[Z 1, T
Streckenzug durch o, Ty, ..., Tny-

Ein Streckenzug ist Bild einer Kurve im Sinne von [20.1] Bemerkung (d).

Definition: Eine offene Teilmenge G C R" heifit ein Gebiet, falls es zu je zwei Punkten
Z,yJ € G einen Streckenzug S[Zy, T1,. .., 7] C G gibt mit ¥y = Z und %, = ¥, d.h. wenn
man je zwei Punkte aus G durch einen in GG verlaufenden Streckenzug verbinden kann.

Ohne Beweis: Eine offene Teilmenge G C R” ist genau dann ein Gebiet falls es zu je zwei
Punkten 7, ¥ € G eine Kurve v : [a,b] — G gibt mit y(a) = & und ~(b) = ¢.

Beispiele: Ist G offen und konvex, so ist G ein Gebiet. R\ {0} ist ein Gebiet. Die Menge
{(z,y) € R? : 2z # 0}
ist kein Gebiet.
Satz: Ist G C R" ein Gebiet, f € C'(D,R) und
grad f(7) =0 (Z€ @),
so ist f konstant.

Beweis. Nach dem mehrdimensionalen Mittelwertsatzes (vgl. |19.16] Bemerkung (b)) ex-
istieren fiir jeden Streckenzug S[Zo,Z1,...,Zn] € G Punkte & € S[@, Zpi1] (B =
0,...,m—1) mit

f(fkﬂ) — [(Zx) = grad f(fk) (Tpg1 — fk) =0,
also f(y) = f(%1) = = f(Tm). O

Definition (nur anschaulich): Ein Gebiet G C R" heifit einfach zusammenhingend <

“Jede geschlossenen Kurve in G kann in G zu einem Punkt in G zusammengezogen werden. “

Bemerkung: Fiir ein Gebiet G C R? bedeutet dies anschaulich: “G hat keine Locher.”
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Beispiele: (1) R?\ {0} ist nicht einfach zusammenhingend.

(2) Gibt es in G C R"™ einen Punkt ¢ € G mit S[¢, 7] C G (¥ € G) (solche Gebiete heifien
sternformig), so ist G einfach zusammenhéngend. Konvexe Mengen sind sternférmig.

(3) R?\ {0} ist einfach zusammenhéngend, aber R\ {(0,0,2) : z € R} ist nicht einfach
zusammenhangend.

20.4. Kurvenintegrale und Potentialfelder:
Satz: Sei G C R” ein Gebiet und ¢ € C(G,R™). Dann sind dquivalent:

(i) v ist Potentialfeld in G.
(ii) Fiir je zwei Punkte 7,7 € G ist fyﬁ- d¥ unabhéngig von der Kurve v : [a,b] — G
mit y(a) = 71, 7(b) = %o
(iii) Fiir jede geschlossene Kurve 7 : [a,b] — G gilt

/U-df:O.
gl

Ist zusétzlich G einfach zusammenhéngend und v € C*(G,R"), so ist (i) (also auch (ii)
und (iii)) dquivalent zu den Integrabilitdtsbedingungen

(iv) Ojup =0y (J,k=1,...,n).

Bemerkung: Fiir G C R3 gilt also: Ist G ein einfach zusammenhingendes Gebiet und ist
rot v =0 in G, so ist ¥ ein Potentialfeld in G.

Beispiel: In m Beispiel (3) ist D = R? \ {0} nicht einfach zusammenhéngend. Das
Beispiel zeigt, dass (iv) = (i) fiir beliebige Gebiete i.a. nicht gilt. Die Menge Dy in diesem
Beispiel ist konvex, also einfach zusammenhangend.

21 Das mehrdimensionale Riemann-Integral

Alle Satze in diesem Kapitel geben wir ohne Beweis an.

21.1. Die Konstruktion des Integrals: Ist [a,b] C R ein Intervall mit ¢ < b und
to,...,tN € R mit
a=1ty <t <ty <---<ty=b,

so heilt Z := {to,...,tn} eine Zerlegung von |[a,b] und die Intervalle

et (k=1,...,N)
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heiflen die Teilintervalle bezuglich Z.
Sind ay, b1, a2,ba,. .., 05,0, € Rmit a; <b; (j =1,...,n), so heifit die Menge
I = [al,bl] X [(12,[)2] X ... X [an,bn]

ein kompaktes Intervall im R™, und die Zahl

n

=Tk —an)

k=1
heiflt Inhalt (oder Volumen) von I. Beachte:

I|=0 <= dje{l,....,n}:a; =0
Zu jedem j € {1,...,n} sei nun eine Zerlegung Z; von [a;, b;| gegeben. Dann heifit
L =71 X Ly X ...X Ly

eine Zerlegung von I. Ist nun 7} jeweils ein Teilintervall beziiglich Z; (j = 1,...,n), so
heif3t
Ty x Ty x...xT,

ein Teilintervall von I bezuglich Z.

Es seien Iy, ..., I,, die Teilintervalle von I bzgl. Z. Dann gilt:
I=hLULU...UlL,, |Il=|L]+...4 L]

Wir bezeichnen mit Z(I) die Menge aller Zerlegungen von I.

Definition: Es sei I C R" ein kompaktes Intervall, f : I — R sei beschriankt und Z € Z([)
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sei eine Zerlegung mit den Teilintervallen Iy, ..., [,,. Wir setzen:
m; =inf f(1;), M;:=supf(l;) (G=1,...,m).
Die Untersumme bzw. die Obersumme von f bzgl. Z ist definiert durch

Sy ij|[| bzw. S¢(Z ZM|I|

7=1

Bemerkung: Wie beim Riemann-Integral in HM I kann man zeigen: Sind Z, Z e Z(1), so
gilt:

1. Ist Z C Z, soist s¢(Z) < s;(Z), S;(Z) > S§(Z).
2. (inf f(N)|I] < s¢(Z) < S§(Z) < (sup f(I)) 1.
Definition: Es sei I C R" ein kompaktes Intervall und f : I — R beschrankt. Wir setzen
spi=sup{sp(Z): Z € Z(I)},

Spi=inf {S;(Z): Z € 2(I)}.

Mit obiger Bemerkung folgt sy < Sy. Die Funktion f heilt integrierbar dber I : <=
sy = S. In diesem Fall heifit

/Ifdf:: /If(f)dfiz sy (= S5y)

das Integral von f dber I und wir schreiben f € R(I) = R(I,R).

Wie im Fall n =1 (vgl. HM 1) gilt:
C(I) C R(I).

21.2. Der Satz von Fubini: Es seien ny,ns € N, n = n; + ny (also R* = R™ x R"2).
Es sei [ ein kompaktes Intervall im R™ (k= 1,2), und es sei I := I; x I, und f € R(I).
Punkte in I bezeichnen wir mit (Z, %), wobei Z € I; und ¥ € I5.

(1) Fiir jedes feste y € Iy sei die Funktion & — f(Z, ) integrierbar iiber I; und es sei
= [, f(&,§)dz. Dann gilt g € R(I,) und

[ 1@paa = [ a@ar- [ ( 11z @’)df) i

(2 ) Fiir jedes feste ¥ € I; sei die Funktion § — f(Z, %) integrierbar {iber I und es sei
g(7) := f[ (%, 9)dy. Dann gilt g € R(I;) und

[r@naen = [ o@ar= [ ( bf(fﬁ)dﬁ) 07,
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Bemerkung: Ist in obigem Satz f € C(I), so ist in (1) & +— f(Z, ) stetig in I; fir jedes
y € Iy, also stets in R([;), und es gilt g € C(l). Die analoge Aussage gilt in (2).

Folgerung: Es sei I = [a1, b1] X [ag, ba] X ... X [apn,b,] und f € C(I). Dann ist

/f dm—/f vz, )
:/b (/b( ainf(xl,...,xn)dxn> dxn_l...)dxl

wobei die Reihenfolge der Integrationen beliebig vertauscht werden darf.

Beispiele: (1) Es sei I = [0,Z] x [0, %] und f(z,y) = sin(z + y).

/ sin(z + y)d(z, y) = /O : /0 * ine + y)dy) da

1

(2) Es sei I =[0,2] x [0,1] x [0,1] und f(z,y, z) = 2%z + yzz.

/1 (%2 + yzz) d(z,y, 2)

:/01 (/ (/01(x22+yxz)dz>dx)dy



(3) Es sei I = [ay,b1] X [ag,by] CR? f € C([ay,b1]) und g € C([ag, bs)).

/] F(@)g(y)d(z, y) = / ( f<x>g<y>dy) dz

2

-/ b f@) ( / fg(y)dy) o
= ( : f(ﬂf)dl"> (/ajzg(y)dy)'

21.3. Das Volumen: Wir wollen nun bestimmten beschrankten Teilmengen von R™ ein
Volumen zuordnen. Es sei also B C R™ beschrankt. Die Funktion yg : R® — R,

1, 7€B

xa(7) = {o, 7¢ B

heiflt die charakteristische Funktion von B. Wahle ein kompaktes Intervall I C R™ mit
BClI.

Es sei Z € Z(I) mit den Teilintervallen Iy, ..., I,,. Dann gilt:

1, fallsl; C B

inf (1) = .
infxs(7y) {0, falls I, ¢ B

Damit folgt:

so(2)= ) Il

j:I;CB
Weiter gilt:
supyall) = {1, falls I; N B # ()
’ 0, falls ;,NB=0"

Damit folgt:
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b2 T

Definition: Wir definieren den inneren Inhalt bzw. den aufferen Inhalt von B als
V(B) := sy, bzw. V(B) := S,,.

Die Menge B heifit (Jordan-)messbar falls xg € R(I). In diesem Fall ist

V(B) = T(B) = [ xal@)dz
I
und die Zahl
V(B)i= [ xal@)dz
I
heiflt das Volumen oder der Inhalt von B.

Bemerkungen: (1) Diese Definitionen sind unabhéngig von der Wahl des Intervalls I,
solange nur B C [ gilt.

(2) Ist V(B) =0, so gilt 0 < V(B) < V(B) = 0. Dann ist B also messbar mit V(B) = 0.
Wir nennen dann B auch eine (Jordansche) Nullmenge. Ist B C R™ beschrénkt, so gilt

V(B) =V(B) +V(0B),

d.h. B ist genau dann messbar, wenn ihr Rand 0B eine Nullmenge ist.
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Beispiele: (1) Betrachte B = (). Es sei I ein beliebiges kompaktes Intervall in R™. Dann
gilt xp(Z) =0 (¥ € I). Also ist

SXB(Z> = SXB(Z) =0 (Z S Z’(I))

Somit ist () messbar und V(@) = 0.
(2) Es sei B C R™ ein kompaktes Intervall. Wir haben nun zwei Definitionen fiir das
Volumen von B, némlich V(B) und |B|. Diese Definitionen stimmen iiberein:

Wiéhle I = B. Fiir Z € Z(I) mit den Teilintervallen Iy,..., I, gilt

m

sxo(2) = S (2) =) ;| =1 =|B|.

j=1
Also ist B messbar und V' (B) = |B].
(3) Betrachte B :=[0,1]NQ und I = [0, 1]. Es gilt:

I, z€[0,1]NnQ
XB(JU) = .
0, sonst.

Aus HM I 12.2 ist bekannt: x5 ¢ R(I). Also ist B nicht messbar. In diesem Beispiel ist
0B = [0, 1], also OB keine Nullmenge.

21.4. Das Integral iiber messbare Mengen: Es sei B C R” messbar und f: B — R
beschrankt. Es sei

f(@), Z€B

0, i¢ B’

und I C R™ ein kompaktes Intervall mit B C I. Gilt dann fg € R([), so heiit f iber B
(Riemann- )integrierbar. In diesem Fall schreiben wir f € R(B) = R(B,R) und die Zahl

[ raz= [ p@i = [ gz

heiBt das (Riemann-)Integral von f iber B.

Bemerkungen: (1) Diese Definitionen sind unabhéngig von der Wahl von I, solange nur
B C T gilt.

(2) Ist B C R™ messbar und speziell f : B - R, f(¥) =1 (¥ € B), so ist fg = xp und
somit

V(B) = / 17,
B
Satz (Rechenregeln): Es seien A, B C R" messbar und «, 8 € R. Dann gilt:
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. Ist f € C(B) und beschrinkt, so ist f € R(B). (Beachte: Ist B nicht kompakt, so
kénnen Funktionen aus C'(B) unbeschrankt sein.)

. Es seien f,¢g € R(B). Dann gilt:

af + By, fg, |f] € R(B),

/(af+ﬁg)df:a/fdf+6/gdf, /fdf
B B B B
. Sind f,g € R(B) und ist f < g auf B, so ist

/ fdz < / gd7.
B B

. Sind f,g € R(B) und existiert ein ¢ > 0 mit |g(Z)| > ¢ (¥ € B), so ist g € R(B).

< /B | fldz.

. AUB, AN B und A\ B sind messbar.
. Aus A C B folgt V(A) < V(B).
. f€R(AUB) < f € R(A)NR(B). In diesem Fall ist

AUdef:Afdf+/def—Amedf.

V(AUB)=V(A)+V(B)-V(ANB).

Insbesondere gilt:

. Ist A° C C C A, so ist C messbar und V(C) = V(A).
. Es seien f,g € R(B) und g < f auf B. Weiter sei

Mg = {(Z,y) eR™": Te B, g(f) <y < f(D)}.
Dann ist My, messbar (im R™*!) und

V(M) = /B (f — g)di.

Ist speziell g = 0 auf B, so ist

V(M) = /B fdz.
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Beispiele: (1) Betrachte fiir > 0 die Kreisscheibe
K :={(z,y) e R?: 2 +y* <r?}.

Das Intervall B := [—r,r| C R ist messbar. Fiir z € B sei

f(x) :=vVrt—a2, g(x) = —Vr2— a2
Dann gilt: f,g € C(B) € R(B) und K = My,

9(2) Sy < [2) = V-2 <y <Vir-a?

= |y <Vr2—2? <= y? <r?—2?

Also ist K messbar und

V(K):/(f_g)dx:/T 2?2 = 2dx " 2,
B -r

(2) Betrachte die Menge
K = {(:U,y,z)€R3:O§x§1,0§y§1,z§1—y2,220},
und B := [0, 1]?. B ist messbar. Fiir (z,y) € B sei
fla,y) =1-y"

Dann gilt: K = Mo und f € C(B) C R(B). Also ist K messbar und

:/Bf@,y)d(x,y):/ol (/ (1—y2)dy) da
[ [ o3

21.5. Das Prinzip von Cavalieri: Die Menge B C R™™! sei messbar. Fiir Punkte im
R™*?! schreiben wir (Z,z) mit # € R” und z € R. Es selen a,b € R so, dass a < z < b
((#,2) € B). Fiir z € [a, b] sei

Q(z) :={7 e R": (¥,2) € B}.

Weiter sei QQ(z) messbar fiir jedes z € [a, b]. Dann ist z — V(Q(2)) integrierbar tiber [a, b]

und
/ V(Q
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Bemerkung: Die Koordinate bzgl. der im Prinzip von Cavalieri die Querschnitte Q(-)
gebildet werden kann beliebig gewahlt werden.

Beispiele: (1) Wir betrachten die abgeschlossene Kugel um (0, 0, 0) mit Radius » > 0, also
B :={(z,y,2) € R®: 2% + ¢y + 2> < r’}.
Wihle a = —r, b =r. Fiir z € [—r,r] ist dann
Q(2) = {(z,y) eR*: 2* +y* <1* = 2%}
die Kreisscheibe um (0,0) mit Radius v/r2 — 22. Es gilt
V(Q(z) =m (r* — 2%).
Also ist

V(B) = / T (r* —2%)dz = %lm“?’.

(2) Hoherdimensionale Kugeln: Wir betrachten die abgeschlossene Kugel um (0, 0, 0, 0)
mit Radius r» > 0, also

-r

B:={(w,z,y,2) e R" : w? + 2% + ¢y + 2% < r?}.
Wiéhle a = —r, b =r. Fiir z € [—r,r| ist dann

Qz) = {(w,z,y) e R? s w? + 2> +y* <r* = 2*}
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die Kugel um (0,0, 0) mit Radius v/r2 — 22. Es gilt

Also ist

"4 3 4 3mrt 1
V(B):/ 37 (7“2—22)20&:?7r 7;: :§7r27“4.

Bezeichnet B, (r) die abgeschlossene Kugel um 0 im R” mit Radius 7, so kann man mit
obiger Methode induktiv zeigen:

" B 2n+1ﬂn
13- (2n+ 1)

2n+1

Bei festem r gilt insbesondere (Ubung):

lim V(B,(r)) = 0.

n—o0

(3) Rotationskorper: Es sei a < b, f € C([a,b],R) und f > 0 auf [a, b]. Der Graph von
f rotiere z.B. um die z-Achse, d.h. wir betrachten die Menge

B = {(:v,y, 2) R 2 € [a,b], y* + 2* < f(x)z}.

Mit dem Satz aus kann man zeigen, dass B messbar ist. Fiir « € [a, b] bilden wir die
Schnitte

Qz) = {(y,2) e R? 1 y” +2° < f(2)*}.
Es gilt: V(Q(z)) = nf(x)? (z € [a,b]) und somit

b
V(B) = 7r/ f(z)*dz.
Beispiel: Es sei [a,b] = [0,4] und f(x) = v/4 — x. Dann ist B ein Rotationsparaboloid und

es gilt:
4
V(B) = 7r/ (4 — x)dx = 8.
0
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21.6. Normalbereiche: Es seien a,b € R, a < b, f,g € C([a,b]) und f < g auf [a,b].
Dann heifit die Menge

B:={(z,y) eR*:z € [a,b], f(z) <y<g(x)}

bzw.

B :={(z,y) eR*:y € [a,b], fy) <z < g(y)}

ein Normalbereich bzgl. der x-Achse bzw. ein Normalbereich bzgl. der y-Achse. Nach dem
Satz aus R1.4ist in beiden Fillen B messbar.

2(x)

£(x)

Normalbereich bzgl. x—Achse

Nun sei B ein Normalbereich bzgl. der z-Achse und h € C'(B). Es sei
m :=min f ([a,b]), M :=maxg([a,b]), I :=[a,b] x [m, M].
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Dann gilt:

; h(z /IhB(x,y)d(x,y)

Fubzm M b 9(=)
/ ( hp(z,y dy) dx :/ / h(z,y)dy | dz.
m a f(z)

Analog erhélt man: Ist B ein Normalbereich bzgl. der y-Achse und h € C(B), so gilt:

/gh(ﬁ,y)d(m,y)z/ab (/f(gj) h(x,y)d:r> dy.

Beispiele: (1) Die Menge
B={(z,y) eR*:2€ 0,1,z <y<2—1z}

ist ein Normalbereich bzgl. der z-Achse. Somit gilt:

[+t = | 1 ( /f< o)y
:/01 lxy+%y2}i_:dx
=/01(x<2—x)+§<2—x>2—x RN

(2) Die Menge
B={(r,y) eR*:y€[0,1],0 <z <y’}

ist ein Normalbereich bzgl. der y-Achse (f(y) =0, g(y) = y?). Also gilt:

/Bxyd(:v,y) = /01 (/Oy2 xydw) dy

2

1 =Y 1
1 2} / 1 1
= 5Ty dy= | Sy’dy=—.
/0 [2 0 0 2 12

Die Menge B ist aber auch Normalbereich bzgl. der z-Achse (f(z) = /x, g(z) = 1). Also

gilt:
1 1 1rq y=1
/xyd(x,y) :/ (/ a:ydy) dx :/ {—xyz] dx
B 0 Nz 0o L2 y=v/Z
Yrroo
= / —x— =z |dx = i
. \27 72 12
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Fiir die Formulierung von Integralsatzen im nachsten Kapitel definieren wir noch folgendes:

Satz und Definition: Sei K C R? kompakt, und es seien B, ..., B,, C R? Normalbere-
iche bzgl. der xz-Achse oder der y-Achse. Es gelte

K=|JB:x wd BynB;=0(k#j).
k=1

Dann heifit K normalisierbar, ist mefibar, und fiir jedes f € C(K,R) gilt

[ #w i) = f [, st

Beispiel: Der Kreisring
K={(z,y) €eR*: 1< 2? +y* <4}
ist kein Normalbereich, aber normalisierbar indem man z.B.
By ={(z,y) eR*: 1< +y*<4,y>0}, By={(z,y) eR?*:1<2?+¢y* <4,y <0}

wahlt.

Normalbereiche konnen auch in hoheren Dimensionen definiert werden. Wir behandeln dies
nur anhand eines Beispiels:

Es sei A C R? kompakt und messbar, f,g : A — R seien stetig und es sei f < g auf A.
Wir setzen

Bi={(z.y,2) ER* (z,9) € A, f(z,y) <z <g(z.y)}.
Dann ist B messbar. Es sei h € C(B,R). Dann gilt:

Fubini 9(@y)
/ Wy, 2)d(z,y, =) " / / Wy, 2)dz | d(z,y).
B A fz,y)

Beispiel: Es sei f(z,y) =0, g(x,y) =1 — (z +y), und
A={(z,y) eR*:2>0,y>0,2+y <1},

also
B = {(m,y,z) eER:z,y,2>0,x4+y+2< 1}

= {(x,%z) cR?: (2,9) GA,0§Z§9($79)}
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Betrachte h(z,y, z) = 2xyz. Dann gilt:

1—(z+y)
/Qxyzd(x,y,z)—/ / 2xyzdz | d(z,y)
B A \Jo

:A[myzQ}z:é_(x+y) d(z,y)

- / ry(1— (z +y)d(zy)

:/01 (/Ol_zxy(l—(xﬂLy))?d?J) o= .= oo

21.7. Die Substitutionsregel: Es sei G C R" offen, g € C'(G,R™) und B C G kompakt
und messbar. Weiter sei g auf dem Inneren B° von B injektiv und

det g'(y) #0 (§ € B°).
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Ist dann A := g(B) und f € C(A,R), so ist A kompakt und messbar und es gilt:

/ f(F)dz = / £ (9(@) ldet ¢ ()] di
A B

Bewegungsinvarianz des Volumens: Es sei T' € R™™" invertierbar, w € R™ und g :
R"™ — R™ definiert durch

g(¥) =T7 + .
Dann ist ¢ injektiv und det ¢'(¥) = det T # 0 (¥ € R™). Die Anwendung der Substitution-
sregel in diesem Fall liefert die Formel

/ J(2)dE = |det T / f (T + ) dj,
A B

(mit B € R™ kompakt und messbar, A := ¢g(B) und f € C(A,R)). Insbesondere im Fall
f =1 auf A folgt

V(T(B) 4+ W) =V(A) = |det T| V(B).
Ist T eine orthogonale Matrix (TT = T!), so nennt man die affine Abbildung g auch eine
Bewegung. Dann ist |det T'| = 1 und somit V(T'(B) + @) = V(B). Typische Bewegungen
sind Verschiebungen (7' = I,,), Rotationen und Spiegelungen. Diese Bewegungsinvarianz
des Volumens gilt allgemein fiir messbare Mengen:

Satz: Es sei T € R™" invertierbar, @ € R™ und B C R™ messbar. Dann ist T(B) + @
messbar, und es gilt
V(T (B) + W) = |det T| V(B).

Bemerkung: Im Unterschied zum Fall n = 1 wird im Fall n > 1 die Substitutionsregel
i.a. nicht zur Vereinfachung der zu integrierenden Funktion sondern zur Vereinfachung des
Integrationsbereiches benutzt, wie die folgenden Anwendungen zeigen.

Polarkoordinaten (n = 2): x = rcos p, y = rsinp, r = /22 + y2. Wir setzen auf G = R?

T COS

g(r, ) = (

Betrachte 0 < ¢ < o <27, 0 < R; < Ry und

A= {(mow) L € [p1, 0], T € [Rl,Rg]}.

, > mit det¢'(r, o) = 1.
7 sin

7 sin

Mit B := [Ry, Ry] X [p1, o] ist A = g(B). Auf B° = (Ry, R2) X (1, p2) ist g injektiv und
det ¢’ # 0. Ist nun f € C(A,R), so gilt:

/Af(af,y)d(af,y)Z/Bf(rcosw,rsinw)'rd(T, )
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Fubini w2 f2
= / ( f(rcosp,rsin gp)rdr) dep.
®1

R

y

02

o1

R2 X

AR

Beispiele: (1) Es sei

A:{(z) € R?: 1§x2+y2§4}, flx,y) = x/22 + 42

Hier: Ry =1, Ry =2, 1 =0, o = 27, also B = [1,2] x [0, 27]. Es gilt

/med(xa?/) :/B(frcosgo)rrd(r, )

2m 1 r=2

= / (/ 3 cos gpdr) dp = / [—7“4 cos go] dy
0 4 r=1

/ <4cosg0——cosg0)dgo——/ cos pdp = 0.

(2) Es sei R > 0 und

AR::{(z) ER*: >0, y >0, x2+y2§R2}.

Hier: Ry =0,Ry = R, 1 =0, ¢ = 3, also B = [0, R] x [0, %]. Es gilt:



|
VR
c\
Iny
o
!
[ V)
<
=9
=
~~
QU
AS)
Il
NN

:/O”

0 1 pe 1 T _R?
Y (- )=T(1- = a(R).
2 < ¢ T 2) 1 < ‘ ) a(R)

~—

Weiter sei
Qn=[0,R x [0.R), B(R)= / @z, y).

Esist Az C Qg und e~ @ *%*) >0, also a(R) < B(R). Weiter ist

A(
5(R)Z/DR< e e ydy) ( _‘fzdx)Q.

Setze p := /2R. Dann gilt Qp C A, und somit

B(R) < alp) = (\/_R)

/

R sqrt(2)R X

Fazit:
YR>0: a(R) < B(R) <a <\/§R) .

Damit folgt: 7 = limg_,o S(R). Also gilt: Das uneigentliche Integral

JT

e 2 & 2
/ e * dz ist konvergent und / e Vdr = 5
0 0
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Zylinderkoordinaten (n = 3): x =rcosy, y = rsing, z = z.

Wir setzen auf G = R3

T COS
g(r,p,z) == | rsing mit det¢'(r,p,2) =1
2

Es seien A, B C R3 wie in der Substitutionsregel und f € C(A,R). Dann gilt:

/ flz,y, 2)d(x,y,2) = / f(recosp,rsing, z)-rd(r, e, 2).
A B

Beispiele: (1) Volumen eines Zylinders: Es seien R, h > 0 und
x
A= Y €R3:x2+y2§R2,O§z§h

z

Fir B := [0, R] x [0,27] x [0,h] ist g(B) = A. Also gilt:

V(A):/Ald(x,y, z) :/Brd(r, ©, 2)

h 2 R 1 1R
= / </ (/ rdr) dcp) dz = 2mh {—72] = 1R?h.
0 0 0 2 1o
(2) Es seien
x
A= y | eR*: 2?4+ <1,0<y<z,2€0,1] p,
z

B:=1[0,1] x [0, 2] ¥ [0,1], fla,y,2) =a%+ 12+ 2.
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Es gllt g(B) = A’ also

!Acﬂ+y%+@d@Wﬂ)leﬁ+wﬁdm¢¢)

z 1 1
:/ (/ (/ (T3+zr)dr)dz>d<p
0 0 0
o, 1, r /1 1 -
=7 1 5 dz = — — 4z )dz=~.
4/0 [47’ +227‘]Oz 4/0 <4+22) 2 3

Kugelkoordinaten (n = 3):
x =rcospcost, y=rsinpcosd, z =rsind,

r=/r?+y* + 22

mit = [0,2¢] 0 € [~5.5]

Wir setzen auf G = R?
7 €OoS ¢ cos ¥

g(r,p,9) == | rsinpcos?d |,
rsinJ
mit
det ¢'(r, 0,9) = r* cos 1.
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Sind A, B C R? wieder in der Substitutionsregel, so gilt firr f € C(A,R):

/ffv y, 2)d(z,y, 2 /f g(r,p,9)) - r* cosd d(r, p, V).

Beispiel: Es sei f(z,y,2) = x/2? + y> + 22 und

xXr
A= y | €R*:2,y,2>0, 2*+ 1+ 22 <1

Fir

ist g(B) = A. Also gilt:

/ /22 +y? + 22d(z,y, z)
A

= / (1 cos @ cos ¥)rr? cos Id(r, , V)
B

/r cos? ¥ cos @d(r, p, 1)

= ( ( r* cos? ¥ cos cpdgo) dﬁ) dr
3 ]_ 3 9 T
= rtcos® 9d | dr = - cos” ¥d) = —.
0 0 T 5 0 20

22 Oberflachenintegrale und Integralsatze

22.1. Integralsitze im R?: Wir betrachten ein beschrinktes Gebiet G C R?, welches
folgende Eigenschaften besitzt, welche wir mit (V') bezeichnen:

) G ist normalisierbar (also insbesondere kompakt und messbar, vgl. -
2) Es existieren reguldre Kurven 7, ..., v, so, dass fir v := v, + -+ + 7y, gilt:

(1

(

(i) Spur von v = 0@,

(ii) v ist geschlossen und doppelpunktfrei.
(

iii) 7 ist so orientiert, dass G “links von 7" liegt.
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Die Kurve v durchlduft also G nur einmal und im mathematisch positive Sinn. Unter
diesen Voraussetzungen schreiben wir auch

/ ... fir / o
oG ¥
Definition: Fiir die obige G umlaufende Kurve 7 : [a, b] — R?
gl (t)) : <71 (t)>
t - 3 t = ,
0= () 70 (o

Fo0) = o (240

YOI\ @)
Normaleneinheitsvektor im Kurvenpunkt ~y(t). Eventuell ist 7 an endlich vielen Stellen

heifit

nicht differenzierbar. Dort kann man z.B. durch einseitige Grenzwerte N (y(t)) definieren.

In solchen Punkten ~(¢) (und evtl. ebenso in v(a) = (b)) ist N(v(¢)) dann nicht eindeutig
bestimmt.

Bemerkung: Der Tangenteneinheitsvektor war in [20.2 definiert als T(v(t)) := L@% Fiir

@I
alle (bis auf evtl. endlich viele) t € [a, b] gilt:

(T(y()IN((#))) = 0.

Integralsatz von Gaufl im R2: Es seien G und v wie in (V), es sei D C R? offen mit
G C D und ¢ = (v1,v,) € C*(D,R?). Dann gilt

/6 ) - dlay) - / (Oroa(z,y) — Bavn (), ).

G

Anwendung (Flachenberechnung durch Kurvenintegrale): Es seien G und + wie in
(V), es sei D = R? und o(z,y) = (7). Dann ist (01v2)(z,y) = 1 und (Oovy)(z,y) = —1,
also

(Orv2)(z, y) — (G2v1) (2, y) = 2.

Der Integralsatz von Gauf} liefert

ve) =y [ 2w =5 [ (7))

Beispiel: Sei » > 0 und

G:z{(i) €R2:x2+y2<7“2}, also a:{(i) €R211’2+?/2§T2}a
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und

0= (1) (te fo.2a).

rsint

Dann gilt
— 1 [(= 1 [?" (—rsint\ (—rsint I
V(G):—/ Y ~d(z,y) :—/ PEREY (e dt:—/ ridt = 7r?.
2J,\ ¢z 2 Jo rcost rcost 2 /o

Divergenzsatz im R?: Es seien G und 7 wie in (V), es sei D C R? offen mit G C D.
Weiter sei L := L(y) und ~ : [0, L] — R? sei in ihrer natiirlichen Parametrisierung gegeben

(vgl. [19.6). Fir ¢ € C*(D,R?) gilt dann

/ U~]\7ds:/divﬁd(x,y).
oG €]

Bemerkung: Da v : [0, L] — R? bzgl. seiner Wegldnge parametrisiert ist gilt ||7/(s)| = 1
(s € 10, L]), also

N ds= [ o) Fate) ds = [ (720D aga,y)
[y /0 /w(vl(%’y)

Weiter ist auch |N(y(s))|| = 1 (s € [0,L]). Die Vektoren N(v(s)), T(v(s)) bilden ein
Rechtssystem im R2. Da G “links von 47 liegt ist N(v(s)) senkrecht auf G und nach
auBen gerichtet und wird dann auch dufere Einheitsnormale an G im Randpunkt ~y(s)
genannt.

Beispiel: Sei » > 0 und

G:—{(x> €R2:x2+y2<r2}.
Y

Wir parametrisieren 0G = {(z) 22 +y? = r?} durch
_ (rcos(s/r)
7(3) - (rsin(s/'r’)) (SE [0,271'7’]).

Dann ist

N(y(s)) = (ZT&%)

Das Vektorfeld sei gegeben durch v(z,y) = (gz) Dann gilt v € C'(R?, R?) und

/717-]\7055 = /divﬁd(x,y)z/(ym)d(x,w

G G
v T "

= / (/ (y+2)dy) da::4/ Vr2 — x2dx.
o\ J v .
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Wir substituieren z = r§, de = r d§ und erhalten

1
/17-]\7ds :47’2/ V1= g2 de = 2mr2.
o7 —1

Die Definition des Kurvenintegrals als Riemann-Integral liefert somit
Vo /17 o /27rr (7"2 Cos(s/r) Sin(s/r)> . (C9S(s/r)) s
. 0 2rsin(s/r) sin(s/r)
27r
= / (7 cos?(s/r) sin(s/r) + 2rsin®(s/r)) ds.
0

Greensche Formeln Es seien G und v wie in (V) es sei D C R? offen mit G C D. Weiter
seien f € C*(D,R), g € CY(D,R).

Dann gilt die 1. Greensche Formel:
of /
—=ds = Af+Vg-Vf)d(z,y).
/aagaN G(Q f+Vyg f> (z,y)

Zum Beweis wendet man den Divergenzsatz auf v := gV f an. Man beachte

. . Of
7-N=gVf-N=¢g—%
gV f gaN

und

divi=V-0=V-(gV[f)=Vg-Vf+g(V-Vf)=Vg-Vf+g(Af)
(Produktregel aus [19.21)).
Sind f,g € C*(D,R), so gilt die 2. Greensche Formel:

/aG @% - %) ds = /G (gAf - ng) d(z,y).

Zum Beweis subtrahiere von der 1. Greenschen Formel die Formel, in der die Rollen von f
und ¢ vertauscht sind.

Beispiel: Sei u € C*(D,R) in G harmonisch, d.h. Au =0 in G, und es sei u = 0 auf 9G.
Mit f = g = u in der 1. Greenschen Formel erhalt man

/ Vu-Vud(z,y) =0.
G

Da Vu - Vu = ||[Vu||? > 0 stetig in G ist, folgt ||[Vu(x,y)| =0 ((x,y) € G), also
Vu(z,y) =0 ((z,y) € G).

Da G ein Gebiet ist, ist somit u auf G, also auch auf G konstant. Wegen u = 0 auf 0G ist
also u = 0 auf G.
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22.2. Flichen im R3: Es sei ) # U C R? ein Gebiet, es sei § € C1(U, R?) injektiv mit
Rang §'(u,v) = Rang (9ug(u,v) 9ug(u,v)) =2 ((u,v) € U).

Dann heifit F := §(U) ein requldres Flachenstiick im R? und g eine requldre Parameter-
darstellung von .

Spezialfall (Explizite Darstellung): Sei § € C'(U,R?) von der Form

x
glz,y) = y
fz,y)
fiir eine Funktion f € C*(U,R). Dann ist g injektiv und
1 0
g'(z,y) = 0 1 ,

fo(zy)  fyz,y)

also Rang ¢ '(z,y) = 2 ((z,y) € U). Dann heifit F := §(U) ein reguldres Flichenstiick in
expliziter Darstellung und

T f(:v:;,y) :G)GU

ist der Graf von f.

Normaleneinheitsvektor: Ist F ein regulires Flichenstiick im R3, so gibt es in jedem
Punkt auf der Flache genau zwei Vektoren, die auf der Flache senkrecht stehen und die
Lange 1 haben. Sie sind entgegengesetzt gerichtet und heiflen Normaleneinheitsvektor. Die
Entscheidung fiir einen der beiden legt die Orientierung des Fldichenstiicks fest.

Haufig wird verlangt, dass N “nach aufien” zeigt, was aber voraussetzt, dass es liberhaupt
“innen” und “auflen” gibt. Das ist im allgemeinen nicht der Fall.

Im folgenden betrachten wir N als Abbildung F — R3. definiert durch
7 o aug(ua 1}) X avg(ua U)

N(g(u,v)) = = — u,v) € U).
(g(u,v)) 1031, 0) X Do, 0)] ((u,v) € U)
Fiir die explizite Darstellung erhalten wir
— 1 _axf<m7 y)
N<x7yaf('x7y)): —0 f(xvy) (($,y> GU)7
VIO f@ )P+ @ fy)?
wegen
1 0 _axf
a:vg: 0 ) 8y§: 1 5 amg X ayg: _ayf
O f Oy f 1
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22.3. Oberflichenintegral: Sei U C R? ein Gebiet und § : U — R? eine regulire
(insbesondere also injektive) Parametrisierung eines Flachenstiicks.

Definition: Sei B C U kompakt und messbar und ¥, := §(B) (wir nennen dann F; ein
kompaktes Fldchenstiick). Fir f € C(Fo, R) definiert man das (Oberflichen-)Integral von
f tiber Fy durch

| o= [ @0 1ot 0) x i )] dlu o)
o B
und fiir @ € C(Fy, R?) setzt man
/ @ do— / (§(u.)) - (8,5(0.v) x 0,50, v)) d(u ).
Fo B
Mit f = 1 definiert man den Fldacheninhalt von Fy:

A(F) ;:/g 1d0:/]3||8u§(u,v) X Dy, ) d(w, 0).

Bemerkung: Nach Definition von N gilt

/w-daz/ @ - N do,
.’To 30

das ist der Fluss des Vektorfelds @ durch das mittels N orientierte Flichenstiick Fo.

Beispiel: U = R?, f(z,y) = 22 + ¢?,

T
T =
glz,y) = y : B={( ):x2+y2§1}, Fo := G(B).
72 +y2 Yy
Dann ist
1 —2x
N(g(x, = -2y |,
(9. 9)) 42 + 492 + 1 1
also

A(%):/g 1d0:/B(4x2+4y2+1)1/2 d(z,y)
0

27 1 1
:/ (/ (47*2 -+ 1)1/21” d?") do = 271'/ (47"2 + 1)1/27’ dr
0 0 0

(Substitution ¢ = 41 + 1, rdr = dt/8)
9 5
z—W/ Vi dt = Z(5v5 - 1).
8/, 6
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Bemerkung: Um einen Flacheninhalt wie oben zu definieren geniigt es, wenn g €
CH(U,R?) statt auf ganz U nur auf den Inneren von B injektiv ist.

Oberflache von Rotationskorpern: Es sei h € C'([a,b],R), h > 0 auf [a,b] und

glu,v) = | h(u)cos(v) ((u,v) € B :=[a,b] x [0,27]).
h(u) sin(v)

Dann ist Fy := ¢(B) die Mantelfliche (ohne Deckel und Boden) des durch h erzeugten
Rotationskorpers. Beachte: g ist nicht auf B aber auf B° = (a,b) x (0, 27) injektiv. Es gilt

maozljmﬂwmanmeﬂww-

u) sin(v)
/ / " Z((%hlfg((%)) dvdu = 27 /a ’ h(u)\/1 + (' (u))2du

22.4. Integralsitze im R3:

Der Integralsatz von Stokes: Es sei U C R? ein Gebiet und §: U — R3 eine regulire
Parametrisierung des Fliachenstiicks F := §(U). Es seien G C R? und ~ wie in (V) mit
G CUund F; := g(G). Es sei I' := go~ (also ist die Spur von I' die Menge g(dG)). Weiter
sei V C R? offen mit Fy C V und v € C(V,R3). Dann gilt

/ﬁ(x,y,z) cd(z,y,2) = / rot ¥ - do.
r Fo

Beispiel: Wir betrachten das Beispiel aus 22.3| mit G = B = {< g > 2?4+ y* <1} und

(t) = < cost ) (t € [0,27)).

sint
Dann ist
cost
L) = g(+(t) = | sint | (0,27,
1

Betrachte
yz +y 0
U(x,y,z) = xz auf V = R* mit rot ¥(z,y,2) = 0
Ty -1
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Nach dem Satz von Stokes ist

0
/ﬁ(r,y,Z)‘d(r,y,Z)Z/ 0 ]-do
I Fo _1
0 —2x
[ o )| 2w = [ ey = -vim) ~ -
B\ _q 1 B
Wir konnen das hier auch direkt nachrechnen:
o o 2sint —sint
/ﬁ(m,y, 2)-d(x,y,2) = / o(0(t)) - T/ (t)dt = / cost | cost |dt

r 0 0 sintcost 0

2
= / (cos®t — 2sin’t)dt = —.
0

Der Divergenzsatz im R3: Sei B C R3 kompakt und messbar und G := B\ 9B ein
Gebiet mit 0G = 0B (dann ist G = B). Der Rand 0G lasse sich zerlegen in endlich viele

kompakte Flachenstiicke. Die Einheitsnormale N auf 8G sei ins AuBere von G gerichtet.

Satz: Sei V C R? offen mit G C V und ¢ € CY(V,R?). Dann gilt

/ divi(z,y, 2) d(z,y,z) = / 7 N do.
a oG

G
Beispiele: (1) Fir v € C*(V,R?) gilt wegen divrotv =0 in V:
/ (V x0)-do= / (rot 7) - Ndo = / divrot v(x,y, z) d(x,y, z) = 0.
oG oG G

(2) Fiir f € C?(V) gilt wegen Af =divVfin V:

/Af(m,y,z)d(x,y,z):/ Vf-do= Vf-NdO:/ 8—_,d0.
el oG oG ac ON

(3) Greensche Formeln: Fir f,g € C*(V,R) und h € C*(V,R) gilt:

/ac hg_zé do= / (hAf +Vh-VF) d(z,y,2),

G

/80 (9% - g_qu) do = /G (gAf - ng) d(z,y, 2).

Bemerkung: In allen Integralsiatzen konnen die Flachen- bzw. Volumenintegrale fé auch
durch |, o ersetzt werden, da der Rand einer mefbaren Menge eine Nullmenge ist, vgl.
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23 Grundziige der Funktionentheorie

23.1. Komplexe Differenzierbarkeit und Holomorphie: Der Raum C als reeller Vek-
torraum versehen mit dem komplexen Betrag | - | ist der Raum R? versehen mit der Euk-
lidschen Norm || - ||. Alle Begriffe die in (R?,]| - ||) definiert sind stehen damit in (C,|-|) zur
Verfiigung (z.B. “offene, abgeschlossene, kompakte oder konvexe Mengen”, “stetige oder
differenzierbare Funktionen” in Sinne von [19.3] [19.4| und [19.9] etc.).

Beispiel: Ist I C R ein Intervall und g : I — C eine Funktion mit v := Reg: I — R und
v:=Img: I — R (also g = u + iv), so gilt: g ist auf I differenzierbar genau dann wenn u
und v auf [ differenzierbar sind. In diesem Fall gilt

gt)=4d@)+w'(t) (tel).

Hinzu kommt folgende

Definition: Eine Funktion ¢ : [a,b] — C heiit (Riemann-)integrierbar & u,v €
R(la,b],R). In diesem Fall schreiben wir g € R([a, b],C) und setzen

/abg(t)dt = /abu(t)dt +i/abv(t)dt.

Uneigentliche Integrale definiert man entsprechend.

Bemerkungen: (1) R([a,b],C) ist ein komplexer Vektorraum und

b
gr—>/ g(t)dt

ist ein lineares Funktional. Sind g1, g2 € R([a,b],C), so ist g1g2 € R([a,b],C).

(2) Es gelten die Integrationsregeln aus HM I (Hauptsatz, Substitutionsregel, partielle
Integration, etc.)

(3) Ist g € R([a,b],C), so gilt |g| € R([a,b],R) und

/ bg(t)dt' < [ lotjar

Beispiel: Fiir w =z + iy € C\ {0} mit z,y € R und a < b gilt

b wb wa
e — €
/ et gy — -~
a w
d

Eewt _ %(ext(cos(yt) + isin(yt)))

= wxe"(cos(yt) + isin(yt)) + €' (—ysin(yt) + iy cos(yt))
= (z +iy)e*(cos(yt) + isin(yt)) = we™

Wegen
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folgt das aus dem Hauptsatz.
Wir definieren nun einen neuen Differenzierbarkeitsbegriftf:

Definition: Es sei G C C offen. Eine Funktion f : G — C heifit in 2y € G komplex
differenzierbar, wenn der Limes

in C existiert. In diesem Fall heifit f'(zo) die komplexe Ableitung von f in z.

Die Funktion f heifit holomorph in G, falls f in jedem z; € G komplex differenzierbar ist.
Wir schreiben dann f € H(G). Funktionen aus H(C) heien ganze Funktionen.

Bemerkungen: (1) Ist f in G holomorph, so ist f in G stetig.

(2) Die Definition hoherer Ableitungen erfolgt wie {iblich.

(3) Sei f : G — C eine Funktion. Ist F' € H(G) und gilt F' = f auf G, so heifit F eine
Stammfunktion von f auf G.

23.2. Rechenregeln: Sei G C C offen, seien f,g € H(G) und «, € C. Dann gilt
af +Bg,f-g9 € H(G) und
(af +89)'(2) = af'(2) + B9 (2), (f-9)(2) = f(2)9(2) + f(2)d'(2) (2 €G).

Insbesondere ist H(G) ein komplexer Vektorraum.

Ist ¢ # 0 in G, so ist auch 5 holomorph in G und
f)' f(2)9(2) = f(2)d'(2)
=1 (2) = z e @G).
(g =) 9(2)? ( )
Kettenregel: Ist f € H(G,), g € H(G3) und f(G1) C Gy, soist go f € H(G1) und

(9o f)(2) =g (f(2)f'(2) (2 €G).

Die Beweise des reellen Falles lassen sich iibertragen.
Beispiele: (1) z +— f(2) = 2", n € Nist in H(C) mit f'(2) = nz""! (2 € C). Damit folgt
Clz] C H(C).

(2) 2 f(z) =2z, n € Nist in H(C\ {0}) mit f'(z) = —nz"""! (2 € C\ {0}). Damit
folgt: Jede rationale Funktion

sz(z):% mit p € C[z], ¢ € C[z]\ {0}
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ist in H(C\ {z € C: q(2) =0}).
(3) z f(2) =€ ist in H(C) mit f'(z) =e* (z € C).
(4) z = f(2) = €Y ist in H(C\ {0}) mit f'(z) = —z2e¥/* (2 #0).

23.3. Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen (CRD): Sei G C C offen und
f: G — C. Wir betrachten G als offene Teilmenge von R?. Durch u(z,y) := (Re f)(z +iy)
und v(z,y) = (Im f)(z + iy) fir z,y € R mit x + iy € G erhdlt man eine Funktion

I ]

die man mit den Methoden von Kapitel 19 (mehrdimensionale Differentialrechnung) be-
handeln kann.

Satz: Es sei zg = g + 19 € G. Dann sind dquivalent:

(1) f ist in zo komplex differenzierbar;

(2) w und v sind in (xg,yo) reell differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen

Ux(xoyyo) = Uy(Ioayo), Uy(l‘myo) = —Ux(xo,yo)-

In diesem Fall gilt:
f'(20) = uz(20, Y0) + 102 (20, Yo)-

Beweis. Es sei h = hy +ihy € C\ {0} (hy1,he € R) so, dass 2o+ h € G. Fir ¢ = a + ib
(a,b € R) sei

_ flezo+h)— f(z0) —ch _ h (f(z0+h)— f(z)
Q) = i R e ]

Dann gilt (nachrechnen):

u(zo + hi, Yo + ha) — ulwo, yo) — (h1a — had)

R(h) == Re Q(h) = 0 ,

v(xo + h1, Yo + ha) — v(70,Yo) — (h1b + hoa)
|h|

Damit folgt: f ist in zy komplex differenzierbar mit f'(z) = ¢

I(h) :=ImQ(h) =

<= Q) —0(h—-0) <= R(h)—0undI(h)— 0 (h—0)
<= w und v sind in (zg, yo) reell differenzierbar mit

Ux(l"o,yo) = a, Uy(-’fo,yo) = —b, Ux(l"o,yo) =0, Uy(iﬂojyo) = a.
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Beispiel: Betrachte z =  + iy — f(2) = Z = x — iy (z € C). Hier ist u(z,y) = x und
v(z,y) = —y. Damit gilt fiir jedes (z,y) € R?:

uy(z,y) =1# —1 =vy(z,y).

Also ist f in keinem z € C komplex differenzierbar.

Bemerkung: Wir werden spéter sehen (23.8)): Ist f € H(G), so ist f beliebig oft komplex
differenzierbar. Aus den Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen folgt damit fiir v und
v:

AU = Ugy 4+ Uy = Vyg — Uy = 0, AV = Upy + Vyy = —Uyy + Ugy = 0,

d.h. Real- und Imaginarteil einer holomorphen Funktion sind harmonisch.

23.4. Potenzreihen: Es sei .
Z an(z — 29)"
n=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € (0, 00| und Entwicklungspunkt z, € C. Wir
setzen

K(z,R) ={2€C:|z— 2| <R}, K(2,00):=C.
Dann gilt:
(1) Die durch die Potenzreihe gegebene Funktion

f:K(20,R) = C, 2z f(2)= Zan(z—zo)",

n=0

in H(K (29, R)), und es gilt
f1(z) =) nan(z—20)"" (2 € K(z0, R)).

Beachte: Y 07 jan(z — z9)" und Yo7 na,(z — )" haben denselben Konvergenzradius.

(2) Durch induktive Anwendung von (1) folgt: f ist auf K(zo, R) beliebig oft komplex
differenzierbar und
_ (=)

n!

Vne€Ngy: a,

Beispiele: Die Funktionen
Zrrexpz, zr>sinz, z+>cosz, z+— sinhz, z+— coshz

sind in H(C) (also ganze Funktionen).
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23.5. Komplexe Kurvenintegrale: Wie in verstehen wir unter einer Kurve eine
stetige Abbildung v : [a,b] — C, fir diees a = tg < t; < ... < t, = b so gibt, dass
v auf jedem Intervall [t;_q,¢;] (j = 1,...,n) stetig differenzierbar ist. Die Kurve 7 heifit
geschlossen, falls y(a) = ~(b) gilt und doppelpunktfrei, falls v auf [a,b) injektiv ist. Eine
geschlossene doppelpunktfreie Kurve heifit positiv orientiert, wenn das von ~ umlaufene
Gebiet links von 7 liegt.

Bemerkung: Sei G C C offen, f : G — C holomorph und 7 : [a,b] — G differenzierbar.
Dann ist f o : [a,b] — C differenzierbar und

(fey) @) = f ()Y (@) (¢ € [a,b]).
Definition: Sei v : [a,b] — C eine Kurve und f € C(y([a,b]),C). Dann definiert man das
Kurvenintegral
[r@a=> [ rawrea
Y j=1 tj—1

Ist v € C*([a, b],C), so ist also
b
[teri= [ samp

Das Integral ist invariant unter orientierungserhaltenden Umparametrisierungen und
andert das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.

Abschiatzung: Sind f und v wie in der Definition, so gilt

’lf(z) dz

wobei L(y) = f; |7/(t)|dt die Lénge von + ist (siche [19.6)).

g/Iﬂ%ﬂwﬁﬂﬁsLMOmwﬂﬂdMZEWMMH,

Wichtiges Beispiel: Sei r > 0 und v : [0,27] — C, ~(t) = re®. Dann ist ~ eine
geschlossene, doppelpunktfreie und positiv orientierte Kurve, und es gilt +/(t) = ire®
(t €]0,27]). Sei f(z) = 2", wobei n € Z. Dann gilt

2m 27 2m
/Zn dz = / (/y(t))”'y/(t) dt = / e ir ot dt = it / ei(n-l—l)t dt.
v 0 0 0

Fiir n = —1 ist das Kurvenintegral also = 2mi. Fiir n # —1 erhalten wir

ei(n+1)t 2
/z”dz:zﬁ"”“[, ] =0,
. iln+1)Jlo

da ¥+l = 1. Beachte: f € H(C) fiir n > 0 und f € H(C)\ {0}) fiir n < 0.
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Aus dem Hauptsatz erhalten wir:

Satz: Es sei G C C ein Gebiet, f € H(G) und 7 : [a,b] — G eine Kurve. Hat f auf G eine
Stammfunktion F, so gilt

[ 1)z = Pla(e) - Fsta))
Beweis. Es gilt:

b b
/ f(2) dz = / F(2) dz = / Fy(t)/ (1) dt = / (F on)(t)dt = F(1(8)) — F((a).

]

23.6. Cauchyscher Integralsatz (ohne Beweis): Es sei G C C ein einfach zusam-
menhéngendes Gebiet (also z.B. konvex oder sternférmig) und f € H(G). Dann hat f auf
G eine Stammfunktion.

Bemerkung: Ist also G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und v : [a,b] — G
eine geschlossene Kurve, so gilt (vgl. den Satz in [23.5)):

Vfe HG): /f(z)dz—O.

Beispiel: Im Beispiel in besitzen die Funktionen f(z) = 2" eine Stammfunktion auf
C falls n > 0 und auf C\ {0} falls n < —2 ist. Die Funktion

1
f(2) = — hat keine Stammfunktion auf C\ {0},
z
denn z.B. fiir die geschlossene Kurve v(t) = e (¢ € [0,27]) ist

1
/—dz:2m'7é0.
v 2

Beachte: C \ {0} ist nicht einfach zusammenhéngend.

23.7. Umlaufzahl und Cauchysche Integralformel: Es sei v : [a,b] — C eine
geschlossene Kurve. Wir setzen 2 := C \ v([a, b]) und definieren ind, : @ — C durch

1 1
ind, (z0) := —/ dz (2 € Q).
2

21 )., 2 — 2

Die Kurve « zerlegt C in Gebiete, die sogenannten Zusammenhangskomponenten von §2.
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Satz: Es gilt ind,(2) C Z und ind, = 0 auf der unbeschrénkten Zusammenhangskompo-
nente von 2. Weiter ist ind,, auf jeder Zusammenhangskomponente von 2 konstant.

Ohne Beweis.
Definition Die Zahl ind,(z) heifit Index oder Umlaufzahl von v in z.

Bemerkung: ind,(2) gibt an wie oft und mit welcher Orientierung die Kurve v den Punkt
zo umlauft. Ist v eine geschlossene, doppelpunktfreie und positiv orientiert Kurve, so ist
die Umlaufzahl 0 (auf der unbeschrankten Zusammenhangskomponente) und sonst 1.

Beispiele: (1) Sei y(t) = a + re (t € [0, 2n]). Dann gilt

: 1, Ja—al<r

ind, (z0) = { 0, |z0—a|>r "~
Beweis: Q = C\{z:|z—a| =7}, und {2 : |z — a| > r} ist die unbeschrinkte Zusammen-
hangskomponente von Q. Fur |zy — a| < r gilt

1 dz L [* riet
ind = ind = — = — — dt = 1.
indy (z) = ind, (a) 2mi [y z—a 2mi J, ret
(2) Graphische Bestimmung der Umlaufzahl (ohne Beweis):
Fahrt man entlang der Kurve, so ist stets auf der linken Seite die Umlaufzahl um 1 grofler
als auf der rechten Seite.

)7

Cauchysche Integralformel: Sei G C C ein einfach zusammenhéingendes Gebiet, f €
H(G) und 7 : [a,b] — G eine geschlossene Kurve. Dann gilt:
. 1 z
Vzo € G\ ([a,b]) : f(z0) ind,(20) = — /(z) dz.

2mi ),z — 20
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Beweisidee: Man kann zeigen, dass [23.6] auch noch gilt, wenn die Funktion auf G stetig
und in G\ {2} holomorph ist. Diese Variante von wendet man auf die Funktion

f(z)—f(20)
o {1 e\ ()
f (20)7 Z =20

an:

_LLMC&_LL /(2) dz — f(z0) 1/7 S

271 Z— 2 2w ).,z — 2o 21 ), 2 — 2

J/

=ind, (20)

Beispiel: Es sei v(t) = 2¢ (¢ € [0,27]). Berechne

e —z
/7 P dz.
Setze f(z) = e* — 2z und beachte ind, (1) = 1. Also gilt

/Wez_zdzz/7 (Z)1 dz = 2mif(1) = 2mi(e — 1).

z—1 z—

23.8. Folgerungen: (Ohne Beweis)
(a) Es sei G C C offen und f € H(G). Dann gilt

f/,f”,f,”, .. E H(G),
d.h. f ist auf G beliebig oft komplex differenzierbar.
(b) Sind G, f und v wie in [23.7] so gilt

k€ No Yz € G\ 1([a,B]) : F® (z0) ind, (z0) = — / (Lz) dz.

2 )., (2 — z)Ft1

(c¢) Holomorphe Funktionen lassen sich lokal in Potenzreihen entwickeln. Ist G offen,
f € H(G) und 2 € G, so gilt

| FR) (2, .
fo =3 B e k(o))

fir jedes R > 0 mit K(z9, R) C G. Die Reihe konvergiert dabei fiir jedes z € K(z9, R)
absolut und fiir jedes p € (0, R) auf {z € C: |z — 2| < p} gleichméiBig.

103



Beachte: Teil (c) ist in R falsch. Die Funktion

eV x40

ist in C=(R) mit f*)(0) =0 (k € Np).

Beispiel: Betrachte G = C\ {1}, f(z) = = i. Bs gilt |20 — 1| = v/2. Damit gilt
K(i,v/2) C G (dies ist der groBte Kreis mit Mittelpunkt 1 der in G liegt). Es gilt

f(z)_l—zzl—z—(z—z)zl—z - =
1 SNz &1
_ _ k
“r 2 (571) =X gt
k=0 k=0
.|z —1
fir 1 |<1 also fiir |z —i| < |1 — 4| = V2.

23.9. Satz von Liouville: Ist f € H(C) und ist f auf C beschrénkt, so ist f konstant.

Beweis. Es gelte |f(z)| < M fiir alle z € C. Wir schreiben nach

oo
Z%Z (z € C).

k=0
Sei r > 0 und y(t) = re® (t € [0,27]). Mit[23.§] (b) und der Abschiitzung in folgt (bea.
L(v) = 27r):
RENEC EIDE Y
‘CLk|— % 72k+1d 27T Zk+1d2 S%QWTW—TT (keNo)
Fiir » — oo erhélt man a; =0 (k > 1). O

Bemerkung: sin und cos sind auf R beschriankt. Der Satz von Liouville zeigt, dass sin
und cos auf C unbeschréankt sind. Tatsdchlich gilt sin(C) = cos(C) = C.

Anwendungen: (1) Jedes komplexe Polynom p vom Grad > 1 hat eine Nullstelle in C
(Fundamentalsatz der Algebra).

Beweis. Es gilt |P(z)] — oo fiir |z] — oco. Hat p keine Nullstelle in C, so ist f : C — C,
f(z) :=1/p(z), holomorph mit f(z) — 0 fiir |z| — oo. Insbesondere ist f beschrankt und
damit konstant. Dann ist aber auch p konstant im Widerspruch zur Voraussetzung. O]
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(2) Sei f € H(C) und es gelte
1 .
fG) s = (z=a+iyeC)
Dann ist f von der Form f(z) = ce™* fiir ein ¢ € C mit |¢| < 1.

Beweis. Sei g(z) := e*f(z). Dann ist g € H(C) und fiir z = = + iy € C gilt:

1 1
<|ef|= =e*— =1.
9(2)l < el = e

Also ist g beschrankt und somit konstant, d.h. g(z) = ¢(0) =: ¢ (z € C), also f(z) = ce™*
(z € C) mit |¢] = |f(0)] < 1. O

23.10. Identitatssatz: Es sei G C C ein Gebiet und f,g € H(G). Hat die Menge

{zeG:f(z) =9(2)}

einen Haufungspunkt in G, so gilt f = g auf G.

Beweis. Ohne Einschrankung sei ¢ = 0. Wir finden 25 € G und eine Folge (z,) in G \ {20}
mit z, — 2o und f(z,) =0 (n € N). Wir schreiben

o0
E ag(z — zo
k=0

in einer Umgebung von z; und nehmen an, es gabe ein minimales m € Ny mit a,, # 0.
Dann gilt fiir fast alle n € N:

O:f(zn)f(z e Zak n—20)™ — a, (n— 00)
k=m

im Widerspruch zu a,, # 0. Folglich ist ay = 0 (k € Np), also f = 0 auf einer Kreisscheibe
um Zzo.

Verbinde nun ein beliebiges z € G mit zy durch einen Streckenzug in G und wiederhole
das Argument entlang des Streckenzugs. ]

Folgerungen: Es sei G C C ein Gebiet und f € H(G).
(1) Ist f/ =0 auf G, so ist f konstant auf G.
(2) Ist f auf G nicht konstant, zy € G und f(zp) = 0, so existiert ein 6 > 0 mit

Vz € K(z,0)\{0}: f(2)#0
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d.h. Nullstellen von f liegen in G isoliert.

Beispiele: (1) Ist f € H(C) und f(1/n) =0 (n € N), so ist f = 0 auf C.
(2) Sei G =C\ {0} und f(z) =sin(7/z). Dann ist f € H(G) und
f(1/n) =sin(mn) =0 (n € N).
Dies widerspricht nicht dem Identitatssatz, denn 0 ist zwar ein Haufungspunkt der Null-

stellenmenge von f, aber 0 ¢ G.

(3) Betrachte z — f(2) = sin®(z)+cos?(z). Dann ist f € H(C). Bekannt: f(z) = 1 (x € R).
Also gilt

RC{zeC: f(z) =1}
Jedes x € R ist ein Haufungspunkt von {z € C : f(z) = 1} in C. Also folgt f(z) = 1
(z € C).

(4) Es gibt kein f € H(C) mit f(1/n) = (—=1)"/n (n € N). (Ubung.)

23.11. Isolierte Singularititen und Laurententwicklung:

Definition: Es sei G C C offen, zp € G und f € H(G \ {z0}). Dann heifit z, eine isolierte
Singularitat von f. Eine isolierte Singularitat zo von f heif3t

(1) eine hebbare Singularitit von f : <=

dg € H(G): f(2) =g(2) (z € G\ {20}),

d.h. f lasst sich auf G holomorph fortsetzen. Die Fortsetzung ¢ wird dann oft auch wieder
mit f bezeichnet.
(2) ein Pol von f : <=

[f(2)] =00 (2= 20).
(3) eine wesentliche Singularitat von f : <=z ist keine hebbare Singularitdt und kein
Pol von f.

Beispiele: In folgenden Beispielen sei stets G = C und 2, = 0.
(1) Betrachte

Fiir z #£ 0 ist

Es gilt g € H(C) und f = g auf C\ {0}. Also hat f in 0 eine hebbare Singularitét.

(2) Sei n € N und



Dann hat f in 0 einen Pol.
(3) Betrachte

f(z) = exp (%) :

Es gilt f(1/n) = " — 0o (n — 00), also ist 0 nicht hebbar. Weiter gilt |f(1/(in))| = 1
(n € N), also ist 0 kein Pol. Somit hat f in 0 eine wesentliche Singularitét.

Im folgenden sei zy € G eine isolierte Singularitéit von f € H(G \ {z0}).

Riemannscher Hebbarkeitssatz: Folgende Aussagen sind aquivalent:

(1) f hat in 2y eine hebbare Singularitét.
(2) Es gibt ein R > 0 mit K (29, R) C G und f ist auf K(z, R) \ {20} beschrinkt.
(3) lim,—,,, f(2) existiert in C.

Beweis. (1) = (2) und (3) = (2) sind offensichtlich. Wir zeigen (2) = (1),(3): O.B.d.A.
betrachten wir den Fall z5 = 0. Es sei h : G — C definiert durch

_ [ 2f(2), 2#0
h(z)—{ 0. Sl

Dann ist h € H(G \ {0}) und da f in einem Kreis um 0 beschrénkt ist folgt

h(z) — h(0)

popro =zf(z) =0 (z—0).

Also gilt h € H(G) mit A'(0) = 0. Somit gilt
h(z) =) a.2" (2 € K(0,R)),
n=0

mit a,, = h™(0)/n!, also ag,a; = 0. Es folgt
f(z) =as+asz+a*+... (2€ K(0,R)\{0})
Setzt man

as, z=0"

ot = { 1) 228

soist g € H(G) und f = g auf G \ {0}. O
Charakterisierung von Polstellen (ohne Beweis): Es gilt: z; ist ein Pol von f

< ImeN: lim(z — z))"f(2) existiert und ist # 0.

Z—r20

107



Dieses m ist eindeutig bestimmt und heifit die Ordnung des Pols z.
Beispiele: (1) Sei n € Nund f(z) = 1/2". Dann gilt
2"f(z) =1 (2 —0),

also hat f in 0 einen Pol der Ordnung n.
(2) Betrachte G = K(0,1) und

z

[() = —— (€ K(0,1)\{0}).
Es gilt
2f(z) = sizzez —1-e"=1 (2—0),

also hat f in 0 einen Pol der Ordnung 2.

Definition: Es sei (a,),ez eine Folge in C. Beachte hierbei: Auch eine Abbildung mit
Definitionsbereich Z nennen wir Folge.

Eine Reihe der Form

o0

[o¢]
E an(z — 29)" E anz—zon—i—g
Z—ZO

n=—oo

heifit eine Laurentreihe. Die Reihe
<
; (z — z)"
heifit Hauptteil der Laurentreihe, und die Reihe

o0
Z an(z — zo)"
n=0

heifit Nebenteil der Laurentreihe. Konvergenz einer Laurentreihe bedeutet also Konvergenz
von Hauptteil und Nebenteil.

Satz und Definition (ohne Beweis): Sei f € H(G \ {20}) und R > 0 mit K(zo, R) C G.
Dann existiert eine eindeutig bestimmte Folge (ay,,)nez in C mit

o0

f2) =Y an(z—20)" (2 € K(20, R)\ {20}).

n=—oo

Weiter gilt:
(1) 2 ist eine hebbare Singularitét von f <= a_, =0 (n € N).
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(2) 2o ist ein Pol der Ordnung m € N <= a_,, # 0 und a_, =0 (n > m).
(3) zo ist eine wesentliche Singularitat von f <= a_, # 0 fiir unendlich viele n € N.

Der Koeffizient a_; heifit das Residuum von f in 2z und wird mit

res (f, z0) = a_;

bezeichnet.

Beispiele: (1) Betrachte n € N und f(z) = 27". Dann gilt res (27",0) = 1 fiir n = 1 und
res (z7",0) =0 fiir n > 2.

(2) f(2) = €*7 hat in 2y = 0 eine wesentliche Singularitit. Fiir z € C\ {0} ist

=on 2" 1 : .
— Z "= 1+ zﬁz_n (= Nebenteil + Hauptteil).

Es gilt also res (f,0) = 2.
(3) Betrachte

1
f6) = ooy Gec\o.

Es gilt
lim=f(z) = ~1#0, lim(z~1)f(z) =140,

z—0
also hat f in 0 und 1 jeweils einen Pol erster Ordnung. Wir bestimmen die Laurententwick-
lung in zop = 1: Fir 0 < |z — 1| < 1 gilt

o

fle)= tr s = i = S ()"

z—1 1—-(1—2) =z-1

n=0
Z (z—1)" (z—1)"
=0
Z n“ —1)" (= Hauptteil + Nebenteil).

Es gilt also res (f,1) = 1.
Berechnung des Residuums bei Polen: f habe in 2, einen Pol 1. Ordnung, also

= 120 +Zan Z_ZO) <Z€K<207R>\{ZO})'

n=0

f(z) =

z —

Dann gilt

(z—20)f(2) =a_1+ Zan(z —2)"" = a_; (2 — x),
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also
res (f,z9) = li_)m (z —20)f(2).

Allgemein gilt: Besitzt f in zy einen hochstens n-fachen Pol (n € N), dann gilt

res (f, 29) — lim —— (dn_l R f(z))).

z—z0 (n — 1)1\ dzn!

23.12. Residuensatz: Es sei G C C ein einfach zusammenhiangendes Gebiet. Ist S C G
eine Menge ohne Haufungspunkt in G (z.B. S endlich), f € H(G\S) und v : [a,b] = G\ S
eine geschlossene Kurve, so ist die Menge {s € S : ind,(s) # 0} endlich und es gilt

L/Vf(z)dz = Zres (f,s)ind,(s).

271
sesS
Ohne Beweis.

Beispiel: Sei f(z) = =t5. Da z+— 2° + 1 = (2 4 i)(z — 1) einfache Nullstellen in 7 und —i

hat, hat f einfache Polstellen in ¢ und —¢. Beachte: C ist einfach zusammenhéngend und

fe H(C\ {—i,i}). Wir erhalten

res(f,i) = lim(z — i) f(z) = lim L = l und  res(f,—i) = lim (2 +4)f(2) = !

2—i z—i zZ +1 21 z——1i 27

Ist z.B. v(t) = 2¢" (¢ € [0, 27]), so ist ind, (i) = ind,(—¢) = 1, und nach dem Residuensatz
ist

/22 i 7 dz = 2mi(ves (f, 1) + res (f, —1)) = 0.
Y

Fir y(t) =i+ € (t € [0,27]) ist ind, (i) = 1 aber ind,(—i) = 0 und wir erhalten

1
//zQ 1 dz = 2mives (f,i) = 7.
Bemerkung: Die Cauchysche Integralformel ist ein Spezialfall des Residuensatzes, denn
g: G\ {20} — C, g(z) = f(2)/(2 — 2) hat in 2y entweder eine hebbare Singularitét (falls
f(20) = 0) oder einen Pol 1. Ordnung. In beiden Fallen ist

res (g,20) = lim (2 — 20)g(2) = f(20).

Z—20

23.13. Satz von der Gebietstreue und Maximumprinzip:
(a) Ist G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph und nicht konstant, so ist f(G) C C
wieder ein Gebiet. Ist zusitzlich f injektiv, so ist f~! € H(f(G)).
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(b) Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Hat z — |f(2)| in zy € G ein lokales
Maximum, so ist f konstant.

Bemerkung: Mit (b) folgt: Ist G ein beschriinktes Gebiet, f : G — C stetigund f € H(G),
so gilt
max | f(z)| = max | f(z)]

zeG z€0G

Beweis. Sei O.B.d.A. f nicht konstant. Da G kompakt ist hat | f| eine globale Maximalstelle
2o in G. Mit (b) folgt zg € OG, sonst wére f auf G also auf G konstant. [

23.14. Konforme Abbildungen: Sei G C C ein Gebiet und f € H(G) injektiv , so heifit
f konform.

Satz (Ohne Beweis): Sei f € H(G) konform. Dann gilt:

(a) Vze G: f'(z) #0.

(b) f ist winkeltreu. D.h. Sind vq,7, : [—1,1] — G stetig differenzierbare regulére Kurven
mit 71(0) = 29 = 72(0), die sich in zy im Winkel ¢ schneiden, so schneiden sich die
Bildkurven f o~ und f o~ in f(z) ebenfalls im Winkel .

Anwendung: In der zweidimensionalen Elektrostatik schneiden sich Feldlinien und
Aquipotentiallinien im rechten Winkel. Diese Beziehung bleibt unter konformen Abbil-
dungen erhalten. Durch konforme Abbildungen kann man die Berechnung von elektrischen
Potentialen auf einfachere Situationen transformieren: Ist f : G; — G5 eine konforme sur-
jektive Abbildung zwischen zwei Gebieten G, Gy C C und ist u : Gy — R harmonisch, so
ist auch v : G; = R, v(z,y) = u(f(x + iy)) harmonisch.

Beispiele: (1) Ist G C C ein konvexes Gebiet und
Re f'(z) >0 (z€@),
so ist f konform.

Beweis. Es seien z,w € G, z # w und y(t) = w + t(z — w) (¢t € [0,1]). Aus

£(2) — flw) = / PO (1) dt = (2 — w) / f((t)) dt

folgt:
w :/0 Re f'(7(t)) dtﬂ'/o Im f'(y(t)) dt # 0,
also f(z) # f(w). O
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Betrachte z.B. G = {z € C : Imz € (0,7)}. Fir f(2) = z + € gilt (z = = + iy):
Re(—if'(2)) =Im f'(2) = e"siny >0 (z € G).
Also ist —if und damit auch f konform auf G.

(2) Mobiustransformationen: Sind a,b,c¢,d € C mit ad — bc # 0, so heifit

az+b
cz+d

T(z) =

eine Mobiustransformation.

Es ist hier sinnvoll, zur komplexen Ebene C einen Punkt oo hinzuzunehmen und C =
C U {oo} zu betrachten, wobei man setzt = := 0 und § := co. AuBerdem bezeichnet man
Kreise und Geraden als verallgemeinerte Kreise.

Eigenschaften:
(1) Jede Mobiustransformation bildet C bijektiv auf C ab (mit T(c0) := a/c).

(2) Jede Mébiustransformation lasst sich schreiben als Hintereinanderausfiihrung von
Drehstreckungen z — «z , Translationen z — z +  und Inversion z — 1/z.

(3) Die Menge der Mébiustransformationen ist eine Gruppe bzgl. der Komposition.

(4) Jede Mobiustransformation bildet verallgemeinerte Kreise wieder auf verallgemein-
erte Kreise ab.

(5) Jede Mébiustransformation ist durch das Bild von drei verschiedenen Punkten aus

C eindeutig bestimmt.

Beispiel: Die Mobiustransformation 7" mit 7'(1) = oo, 7(0) = 1 und T'(—1) = 0 ist
gegeben durch T'(z) = 12, Es gilt T'(i) = i. T bildet das Innere des Einheitskreises auf die
rechte Halbebene und die Einheitskreislinie auf (iR) U {oo} ab.

Bemerkung: Ordnet man invertierbaren Matrizen
a b
()
die Mobiustransformation Ty (z) = % zu (beachte: det A = ad — be # 0), so gilt
TA1 @) TA2 = TA1A2.

Damit kann (3) bewiesen werden.
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Schwarzsches Lemma: Es sei f € H(K(0,1)), f(0) =0 und |f(z)] <1 (2 € K(0,1)).
Dann gilt

If) <zl (2 € K(0,1))
und |f"(0)] < 1. Weiter gilt |f(z0)| = |z0| fiir ein zg € K(0,1) \ {0} g.d.w. f(z) = cz mit
lc| = 1. Ebenso gilt |f'(0)| =1 g.d.w. f(2) = cz mit |¢| = 1.

Beweis. Wir konnen f als Potenzreihe schreiben:

o0

flz) = Z a2’

k=0

mit Konvergenzradius > 1 und ay = 0. Also ist

=1 o

in K(0,1) holomorph (fortgesetzt mit g(0) := a1). Es sei z € K(0,1) und dann |z] < p < 1.
Dann gilt (Maximumprinzip)

RG]
l9()| = max|g()] = max =0

1
S_
p

und p — 1— liefert |g(z)| < 1, also |f(2)| < |z| und damit auch

f(2)

z

lim
z2—0

Gilt |f(z0)| = |z0| fiir ein 2z € K(0,1) \ {0}, so hat |g| in zy ein Maximum. Also ist g
konstant und somit ist f von der Form

(2 € K(0,1)).

Ist | f(0)| =1, so ist |g(0)| = 1 und wie oben folgt

f(z) =f(0)z (2 € K(0,1)).
0

Mit dem Lemma von Schwarz kénnen die konformen Abbildungen charakterisiert werden,
die K(0,1) auf sich abbilden:

Definition: Sei a € K(0, 1). Die Mobiustransformation

Z—a

#al2) = 1—az
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heifit ein Blaschkefaktor.

Ubung: ¢, : K(0,1) — K(0,1) ist holomorph und bijektiv, und fiir die Umkehrfunktion
gilt 0, = p_a.

Ist nun ¢, ein Blaschkefaktor und ¢ € C mit |¢| = 1, so ist f : K(0,1) — K(0,1),
f(2) = cpa(z) holomorph und bijektiv.

Umgekehrt gilt: Ist f : K(0,1) — K(0, 1) holomorph und bijektiv, so existieren a € K (0, 1)
und ¢ € 0K (0,1) mit f = cp,.

Beweis. Mit f ist auch f=': K(0,1) — K(0,1) holomorph und bijektiv.

1. Fall: Es sei f(0) = 0. Dann ist auch f~'(0) = 0 und mit dem Lemma von Schwarz folgt

If@I < el 1 @< 2l (2] < D).
Also gilt | f(2)] = |z] (]z] < 1) und es folgt f(2) = cz = cpp(z) fiir ein ¢ mit |¢| = 1.
2. Fall: Es sei f(0) # 0. Dann ist a :== f~1(0) # 0. Nun ist
g:=fop_,:K(0,1)— K(0,1)

holomorph und bijektiv und ¢(0) = f(¢-.(0)) = f(a) = 0. Nach dem 1. Fall ist g(z) = cz
fiir ein ¢ mit |c| = 1, also

f(2) = cpZa(z) = cpa(z) (2 € K(0,1)).

Der Riemannsche Abbildungssatz: Ist G C C ein einfach zusammenhangendes Gebiet
mit G # C, so existiert eine surjektive konforme Abbildung f : G — K(0,1).

Ohne Beweis.

Bemerkungen: (1) Die Abbildung f : G — K(0,1) ist also holomorph und bijektiv
und f~' : K(0,1) — G ist dann ebenfalls holomorph und bijektiv. Ist G C C, G # C

ein weiteres einfach zusammenhéangendes Gebiet, so existiert eine bijektive holomorphe
Abbildung g : G — K(0,1). Nun ist

g_lof:G—>é

eine holomorphe bijektive Abbildung von G auf G. Man sagt auch: Einfach zusam-
menhéngende Gebiete (# C) sind konform dquivalent.

(2) G = C kann nicht konform auf K(0,1) abgebildet werden: Eine holomorphe Funktion
f:C — K(0,1) ist nach dem Satz von Liouville konstant.
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23.15. Logarithmus und allgemeine Potenz: Auf dem Streifen
G:={z€C:|lmz| <7}

ist exp injektiv und exp(G) = C\ (—o0, 0].
Fiir die zugehorige Umkehrfunktion log : C\ (—o0, 0] — C gilt:

log € H(C\ (—00,0]), logz=log|z|+ iargz,
1
log’ z = ~ (z € C\ (—00,0]).

Bemerkung: arg bezeichnet den Hauptwert des Arguments (vgl. HM 1), also arg z € (—, 7]
(z € C\ {0}), und die Funktion log : C\ (—o00,0] — C heifit Hauptwert des Logarithmus.
Der Logarithmus bildet also die geschlitzte Ebene C \ (—o0, 0] konform auf den Streifen G
ab.

exp(2)
. w
1T
ilmz |z Imz
Rez exp(Re z)
—im

Beweis. Aus w = e* (w # 0 gegeben z gesucht) folgt:

— eRez

|w| = |€7| = Rez = log |w|

(reeller log). Wegen

w = |w|(cos(argw) + isin(argw)) = €*

= eRez(cos(Im z) 4+ isin(Im z))
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erfiillt Im z = argw das Verlangte, d.h. fiir z = log |w| + jargw gilt e* = w.

Ist nun w € C\ (—00,0], so hat w in G das eindeutig bestimmte Urbild z = log |w| +
targw =: logw.

Auf C\ (—o00,0] ist log stetig und fiir wg, wy + h € C\ (—00,0], h # 0, 2y := logwy und
z(h) := log(wy + h) gilt:

log(wo + h) —logwy  z(h) — 2 1 1

= —h0 - = ——
h e*(h) — ez e®  wp’

also log € H(C\ (—o0,0]) und

log! () — 2 (2 € C\ (—00,0]).

Es ist nun méglich Potenzen komplexer Zahlen zu definieren:

2= (e C, 2€C)\ (~00,0]).
Vorsicht: Nicht alle aus dem Reellen bekannten Rechenregeln gelten fiir Potenzen kom-
plexer Zahlen. Z.B.
(627ri)i — =1 £ 627ri2 — 2

Die Funktion 1

1 1
Vz = e218% = w/]z\(cos(iarg z) + isin(§arg z))

auf C\ (—o0, 0] heifit Hauptwert der Quadratwurzel. Sie bildet C\ (—oo, 0] konform auf die
rechte Halbebene {z € C: Rez > 0} ab.

Mit dem Identitdtssatz [23.10] kann man zeigen (vgl. die Formel fiir die komplexe Wurzel
aus HM I):

Vi= VEETEL e (coo)).

|2 + |z]]

Beispiel: Gesucht ist eine konforme Abbildung die G := C \ (—o0, —1] konform auf den
Einheitskreise K(0, 1) abbildet.

fi(2) := z + 1 bildet G konform auf C\ (—oc, 0] ab.
f2(2) := /2 bildet C\ (—o0, 0] konform auf {z € C: Rez > 0} ab.
f3(z) := Z= bildet {z € C : Rez > 0} konform auf K(0,1) ab. Beachte: f3 ist die

z+1

Umkehrabbildung des Beispiels T'(z) = 1% in [23.14]
Also bildet

Vzi+1-—1

f(2) == (fs0f20 fi)(2) = NeEs

G konform auf K(0,1) ab.
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Holomorphe Logarithmen: Die Gleichung e’ = w hat bei gegebenem w € C \ {0}
unendlich viele Losungen v € C. Eine Mdglichkeit allgemeine holomorphe Logarithmen zu
definieren liefert der Cauchysche Integralsatz:

Satz: Es sei G C C einfach zusammenhéngend, f € H(G) und 0 ¢ f(G). Weiter sei zg € G
und w := f(29) = €'. Dann existiert genau ein g € H(G) mit

g(z) =v und f(z)=e'% (2 €Q).

Die Funktion g heifit auch ein holomorpher Logarithmus von f.

Beweis. Es sei h : G — C definiert durch h := f’/f. Nach hat h eine Stammfunktion
auf G. Es sei g die eindeutig bestimmte Stammfunktion von h mit g(z)) = v (Addition
einer geeigneten Konstanten). Dann gilt

(ef) =—e?gf+e?f =—ehf+e?f =—ef +e?f =0
auf G, also f = ce? auf G fiir eine Konstante ¢ € C. Wegen
e90) = ¥ = = f(z0) = ced0)

ist c = 1. Also ist ef = f auf G. Ist g € H(G) eine weitere Funktion mit obigen Eigen-
schaften, so gilt B
I =1 (2€G), g(=0) — g(z0) = 0.

Dann ist g(z) — g(2) € 2miZ (z € G). Da g — g holomorph (also insbesondere stetig) ist
folgt g — g = 0 auf G. O

Beispiel: Fir G = C\ (—00,0], f(2) = 2, 20 = 1 und v = 0 liefert obiger Satz: Es gibt
genau ein g € H(C \ (—o0,0]) mit

9 =2 (€ C\ (—00,0]) und g(1) = 0.

Dieses ¢ ist der Hauptwert des Logarithmus: g = log.

24 Fourierreihen

Ziel dieses Abschnitts ist es, periodische Funktionen f : R — C, t — f(¢), der Perio-
denldnge 7' > 0 (man denke etwa an ein periodisches Audiosignal) als Uberlagerung von
T-periodischen “reinen” Schwingungen ¢t + ™! darzustellen. Die “Frequenzen” w sind
dann von der Form w = # mit k € Z. Fir £k = 0 hat man einen konstanten Anteil,
die anderen Frequenzen sind ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz 2% (Tonhdhe). Die

Anteile der Oberschwingungen bestimmen die Klangfarbe.

Die Idee geht zurtick auf Fourier (1822): “Jede 2m-periodische Funktion f lésst sich

darstellen als Reihe >, , cpe™.”
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Es hat einige Zeit gedauert, diese Idee zu prézisieren (Funktionsbegriff, geeigneter Integral-
begriff, verschiedene Konvergenzbegriffe etc). Wir kiilmmern uns hier um die Fragen, wie
man die ¢, aus f erhalt und fiir welche f man eine punktweise Konvergenz der Fourierreihe
hat.

24.1. T-periodische Funktionen: Sei 7' > 0. Eine Funktion f : R — C heif}t 7T'-
periodisch, falls f(t +T) = f(t) (t € R).
Es gilt dann auch f(t 4+ kT) = f(t) (t €e R,k € Z).

Bemerkungen: (a) Eine T-periodische Funktion f : R — C ist eindeutig bestimmt,
wenn man ihre Werte auf einem Intervall [a,a + T') kennt (hierbei ist a € R beliebig).
Jede Funktion f : l[a,a + T) — C lésst sich eindeutig zu einer T-periodischen Funktion
f:R— Cmit f=f auf la,a + T') fortsetzen.

(b) Ist f : R — C eine T-periodische Funktion, so ist g : R — C, definiert durch g(t) :=
f(5=t), eine 2m-periodische Funktion:

VteR: g(t+2m) = f<2T (t+27r)) - f<£t+T> - f(L) = g(t).

o 2T 27

Wir werden uns deshalb i.w. auf 27-periodische Funktionen beschranken.

Beispiele: sin, cos und ¢ — €' sind 27-periodische Funktionen. Die Funktion ¢ +— cos(2t)
ist 27-periodisch, aber auch w-periodisch.

Bemerkungen: (1) Ist f : R — C eine 2m-periodische Funktion und ist f € R(|—n, 7], C),
so ist f iiber beschrankten Intervallen integrierbar, und es gilt fiir jedes a € R:

a+2m T
/ Ft)dt = / £(t) dt.
(2) Fiir I,k € Z gilt

4 . . 4 . 27T k‘:l
ikt —ilt _ i(k—1)t _ )
A {o, kAL

24.2. Trigonometrische Polynome: Sei n € N. Eine 27-periodische Funktion f : R — C
heiflt trigonometrisches Polynom vom Grad < n € N, falls es Koeffizienten ¢, € C (|k| < n)
gibt mit

&)=Y ce™ (teR).

lk|<n

Fiir ein solches f und [ € Z gilt dann nach Bemerkung (2):

" —ilt g Tkt g, f 2ma, |l <n
/_Wf(t)e dt—ch/_We e dt—{ 0, [i|>n

lkl<n
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Bemerkung: Fir k£ € N gilt
e 4 c_pe™™ = (¢ + c_y) cos(kt) +i(cy — c_g)sin(kt) (t € R).

Man kann also statt mit e fiir |k| < n auch mit sin(kt), cos(kt) fir 1 < k < n bzw.
0 < k < n arbeiten.

24.3. Fourierkoeffizienten einer Funktion: Sei f € R([—m,],C). Fiir jedes k € Z
heiflt

]?(/{:) =cx(f) = % /_Tr Ft)e ™ gt

~

der k-te Fourierkoeffizient, und (f(k))rez heiBBt Folge der Fourierkoeffizienten von f.

Bemerkung: Man verwendet auflerdem gelegentlich fir £ € Ny bzw. k € N:
ap(f) = c(f) +ck(f) = %/_ﬂ f(t) cos(kt) dt
() = ileeld) = enlf) = 1 [ F(O)sinGkt) e

Ist f reellwertig, so sind (ax(f))keng, (bk(f))ren reelle Folgen. Man hat dann (vergleiche
Bemerkung in [24.2))

S cx(Fe = ) S o (1) costht) + be( ) sinke)),

|k|<n k=1
und es gilt co(f) = ao(f)/2, sowie fir k € N:

ar(f) — ibr(f)
5 ,

ax(f) +ibk(f)'

a(f) = 5

c(f) =

Beispiele: (1) Wir betrachten die 27-periodische Funktion f : R — C, die durch f(¢t) :=¢

~

fir t € [—m, m) definiert ist. Es gilt f(0) = 0. Fiir k£ # 0 ist

N 1 [ 1t 1 [ 1 (—1)k
k) = — t —ikt dt = ——— —ikt o - —ikt dt =~
k) =5 /W ‘ or —ik' | 2r ). Zik" K

S

~~
=0

el die 2m-periodische Funktion f auf |—m, ) gegeben durc t)=1t. Fur k =0 1st
(2) Sei die 2 iodische Funktion f auf | ) gegeben durch f(t) 2 Firk=0i

-~ 1 [ 11 .7 2
=— | Pdt=—=t} =-—.
1(0) 2 /,r 2r3 | 3
Fiir k # 0 ist
~ L[, . 21 " 2 [T . 2 (—=1)%  2(—1)*
k) = — t2 —ikt dt = — —— —ikt / ¢ —ikt dt = = — )
k) = o /,T ‘ o k" | omk ) ik k ;2
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24.4. Stickweise stetige und stiickweise glatte Funktionen: Eine 27-periodische
Funktion f: R — C heift

(a) stickweise stetig, falls es
—Tm=lg<thi <ty <...<lp=m
so gibt, dass fir jedes j = 0,...,n — 1 gilt:
(i) f:(tj,ti+1) — C ist stetig,
(ii) die einseitigen Grenzwerte

f(t+) = tggﬂf(t) und  f(tj1—) =, lim f(t)

—lj41—
existieren in C.
(b) stiickweise glatt, falls es
—Tm=lg<thi <ty <...<lp=m
so gibt, dass fiir jedes j = 0,...,n — 1 gilt:
(i) f:(tj,tj+1) — C ist stetig differenzierbar,
(ii) die einseitigen Grenzwerte f(t;+), f(tj+1—) und

ft+) = tg?ﬁ @), fltia-)=lim f'(t)

t—=tjp1—
existieren in C.
In den Punkten ¢; muss f nicht stetig sein, der Funktionswert f(¢;) spielt keine Rolle.
Bemerkung: Ist f stetig, so ist f stiickweise stetig. Ist f stetig differenzierbar, so ist f

stiickweise glatt. Ist f stiickweise stetig, so existieren in jedem Punkt ¢ € R die einseitigen
Grenzwerte f(t+) und f(t—).

Beispiele: (1) Die Funktionen in den Beispielen [24.3] (1) und (2) sind stiickweise glatt.
(2) Sei f: R — C 2m-periodisch mit

Dann ist f stiickweise glatt.
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24.5. Darstellungssatz fiir 27-periodische Funktionen: Sei f : R — C 27-periodisch
und stiickweise glatt. Dann gilt fiir jedes t € R:

> Flk)e™ = Tim k;n Fk)e™t = ft+) ‘g ft=)

k=—o00

Ist f stetig in t, so konvergiert die Fourierreihe also gegen f(t).

Beweis. Es sei

1 .
D,(t) := — ettt
k=—n

heilt Dirichlet-Kern und besitzt u.a. folgende Eigenschaften:

T 1 1 sin({n-&-l/?)t) t¢ 257
D, (—t) = D,(t), D,(t)dt = =, Dy(t) =< 2r sin(t/2) B .
(=) () /o ®) 2 (*) { n+1/2 t € 2nZ

T Y

Folgendes Bild zeigt den Graph von Dsq:

Fiir t ¢ 277 ergibt sich D, (t) aus der geometrischen Summenformel:

n 2n :
) i ) P ez(2n-i—1)t
2 ezkt —e int 2 (ezt)k —e int :
1—ett
k=—n k=0
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pi(n+1/2)t _ o=i(n+1/2)t _sin((n +1/2)t)
it/2 _ o—it/2 ~ sin(¢/2)

Mithilfe der Dirichlet-Kerne kénnen die Teilsummen s, (f,t) wie folgt dargestellt werden:

n

sulfit) = /_ﬂ (f@)% 3 eik(t5)> ds — _ﬂ F(5)Dy(t — 5)ds — /_ﬂ F(t — 5)Do(s)ds

— /07r f(t+s)D,(s)ds + /07r f(t —s)Dy(s)ds

Fiir 6 > 0 hinreichend klein liefert die Voraussetzung “stiickweise glatt” an die Funktion
f dabei (fiir hinreichend kleines 6 € (0, 27)) eine Konstante L mit | f(t +s) — f(t+)| < Ls
(s € (0,9)), also

(70 9) = FeNDuo)] < 2| o] < 22 e 0.0,
und somit 5 sLa)
[ It = eyl < S
Beachte dabei:
= s/2
sin(s/2)

ist > 0 und monoton wachsend auf [0, 27).

Weiter erhalt man durch partielle Integration

/;(f(t +5)— f(t£))Dp(s)ds - 0 (n — o0).

Damit folgt fiir n — oo:

[ st opoas = 18— [irie 9 - pernpatsyis o

/07r f(t—s)Dy(s)ds — @ = /Oﬂ(f(t —5) — f(t=))Dn(s)ds — 0.

Wihle dazu zu gegebenem ¢ > 0 erst d hinreichend klein und dann n hinreichend grof8. [J

Beispiele: (1) Fiir die 27-periodische Funktion f mit f(t) = t (¢t € [—n, 7)) gilt nach

Beispiel (1)

f0)=0,  f(k) = i (kezZ\{0}).
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Also ist

Fk)e*t = Z (_;) i(cos(kt) + isin(kt)) 20 sin(kt),

also
k:+1

t_zz sin(kt) (t € (—m, 7)),

da f in jedem t € (—m, ) stetlg 1st.

An der Stelle t = 7 ist f unstetig. Setzt man ¢t = 7 in die Reihe rechts ein, so erhélt man
den Wert 0. In der Tat ist f(r—) =7, f(7+) = f(—7+) = —m, also

flr+) + f(r—)

=0.
2

1)k+1

Folgendes Bild zeigt den Graph der Teilsumme ¢ +— 2377 1 sin(kt).

Bemerkung: Die Fourierreihe in diesem Beispiel ist auf R nicht gleichmaBig konvergent.
Das Uberschwingen der Teilsummen von Fourierreihen in der Nahe von Sprungstellen der
Funktion f (vgl. obiges Bild) heifit Gibbssches Phinomen.

(2) Fiir die 27-periodische Funktion f mit f(t) = t* (t € [, 7)) gilt nach Beispiel
(2):

~ w2 ~ 2(—1)*

fo=""  Fw=""1 ez o
Da f stetig und stiickweise glatt ist, gilt nach Satz '

- )keikt:% 42
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Die Fourierreihe in diesem Beispiel ist auf R gleichmaflig konvergent.

Speziell fiir t = 7 erhalt man:
2 B =1
Tl
k=1

Folgendes Bild zeigt den Graph der Teilsumme ¢ > 7;—2 +4 Zzzl (_k—lg)k cos(kt).

Bemerkung: Der Darstellungssatz legt es nahe, fiir stiickweise stetige (und damit ins-
besondere fiir stiickweise glatte Funktionen) die folgende Normalisierung zu betrachten:

Ist f: R — C 2m-periodisch und stiickweise stetig mit —m =ty <t; < ... <t, =7 wie in
24.4] (a), so heiit f normalisiert, wenn

f(t,) = f(tﬁ)-gf(tj—) G=1....n

gilt. Dann ist

sy = L S1)

Durch eventuelles Abéndern der Funktionswerte f(t;) lésst sich jede stiickweise stetige
Funktion normalisieren. Die Fourierkoeffizienten andern sich dabei nicht.

fiir jedes t € R.

Ist also f : R — C 2m-periodisch, stiickweise glatt und normalisiert, so gilt fiir jedes t € R:

S Flk)e = f(t).

k=—o00
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Beispiel: Sei f : R — C die 2m-periodische Funktion mit

0, t=-—
) -1, te(—m0)
f(t) = 0, t=0
1, te(0,m)
Dann ist f stiickweise glatt und normalisiert. Es gilt f(()) = 0 und fiir k£ # 0 ist
~ I 1 [ i
k) = —— —zktdt —zktdt:_ -1 k_l
Fik) = —5- v | (),
also o
~ ~ 1
Nach Satz [24.5] gilt:
[o.¢] . 4 oo 1
teR: fR D — in((2k + 1)¢).
vieR: f) ; 2k:+1 W;Qkﬁsm(( 1)

Folgendes Bild zeigt den Graph der Teilsumme ¢ — 2 S, s sin((2k + 1)t).
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24.6. Konvergenz im quadratischen Mittel: Es gibt stetige 2m-periodische Funktionen
f : R — C deren Fourierreihe

Z J/c\(k)ezkt

k=—o00

nicht fiir jedes t € R konvergiert. Insbesondere konvergiert die Fourierreihe dann nicht
punktweise gegen f. Wir werden nun sehen, dass die Fourierreihe stetiger 27-periodischer
Funktionen f : R — C stets im quadratischen Mittel gegen die Funktion f konvergiert.

Durch
™ _ m 1/2
()= [ sta@ae 1= VTD = (52 [ IroPa)

wird auf C([—m, 7], C) ein Skalarprodukt und eine Norm definiert, also auch auf
Coer([=m, 7], C) := {f € C([=m, 7], C) : f(m) = f(—m)}.
Wir konnen diesen Raum mit
{f € C(R,C) : f ist 2w-periodisch }
identifizieren (vergleiche mit Bemerkung (a)).

Bemerkung: Konvergenz im quadratischen Mittel, also Konvergenz bzgl. obiger Norm
| - ||, hat nicht punktweise Konvergenz zur Folge. Betrachte z.B. die Folge (f,)nen in
Coer([—m, 7], C) mit f,(t) = (cos(t))". Dann gilt f,, = 0 (n — oo0) im quadratischen
Mittel, denn (Ubung)

1 ™
IIfn—o||2=%/ | cos(t)" dt — 0 (n — o0),

aber f, ist nicht punktweise konvergent gegen die Nullfunktion:

Die Folge (fn(0))nen = (1)nen konvergiert gegen 1 und die Folgen
(fn(ﬂ-))neN - (fn(_ﬂ-»nGN - ((_1)n>n€N

sind divergent. Es gibt Folgen in Cpe; ([—7, 7], C) die im quadratischen Mittel aber in keinem
Punkt ¢ € [—7, 7] konvergieren.

Bezeichnen wir fiir k¥ € Z die Funktion ¢ — €™** mit e, so bedeutet Bemerkung m (2),
dass (ex)rez ein Orthonormalsystem in Cpe([—m, 7], C) ist. In folgendem allgemeinen Satz
betrachten wir ein beliebiges Orthonormalsystem (eg)ren. Die Aussagen gelten analog fiir
ein beliebiges Orthonormalsystem (ex)xez-
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Satz 1: Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und dimV = oco. Sei (eg)ren €in
Orthonormalsystem in V', d.h. (ex|e;) = 0 (k,1 € N). Dann gilt:

YoeV: Z |(v]er)|* < |lv]|*  (Besselsche Ungleichung),
k=1

Weiter sind aquivalent:

(1) dor2, |(wler)]* = [Jv||* (Parsevalsche Gleichung),
(i) [Jv—=>r_ (vler)er|| = 0 (n — o00) (dh. v =737 (v]ex)ex).

Gilt (i) (oder (ii)) fiir jedes v € V, so heifit das Orthonormalsystem (ej)reny vollstandig in
V.

Beweis. Fir jedes v € V gilt:

n n n

0< fo— (vlewell® = [ol*+ > (vlex)l* = 2Re (v] Y (vle)er)

k=1 k=1 k=1

= ol + Y (vlen)? —QReZ vlex) (v]er)
k=1

= Joll> = > [(vlew) .
k=1

Daraus folgt die Besselsche Ungleichung, und die Aquivalenz von (i) und (ii). O

Bemerkung (Ohne Beweis): Ist (e;)gen vollstdndig in V' so gilt auch

Z vlep)(wleg)  (v,w e V).

k=1

Satz 2: Fiir jedes f € Cper([—7, 7], C) gilt:

STIF®RP =P wnd [f =Y Fk)ell = 0 (n — o).

keZ |k|<n

Insbesondere ist (ex)rez ein vollstédndiges Orthonormalsystem in Cpe([—7, 7], C).
Beispiel: Fiir die 2r-periodische Funktion f mit f(¢) = t* (¢ € [-m, 7)) gilt nach Beispiel
91.3 (2):

Fo="  fn=2735 ez o



Es gilt also

kezZ keZ\{0} k=1
und T 192 5 4
= t'dt = —— = —
Hf” 27 /7r 2r 5 5
Somit ist
i 1 B 1 /7t 7t B d
Eo8\5 9/ 9
k=1

Beweis. 1) Sei zunéchst f € C'(R, C) und 27-periodisch. Dann gilt f, f € Cper([—, 7], C)
und mit partieller Integration folgt:

Fiey = (7)) (k€ 2\ {0)),

Insbesondere folgt mithilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

S imi<(Y ) (X mwr)” <

keZ\{0} keZ\{0} keZ\{0}

Somit konvergiert die Reihe > ;7 f(k)ek auf [—m, 7] gleichméfig gegen ein g €
Cper([—m,7],C). Da f stetig differenzierbar ist (also insbesondere stetig und stiickweise
glatt), konvergiert diese Reihe nach aber punktweise gegen f. Also ist ¢ = f und
somit gilt

1F = FRell < [1f = F(k)exllo =0 (n— o0).

|k <n |k|<n

2) Ist nun f € Cpe([—m, 7], C) beliebig, so kann man Teil 1) anwenden auf fs5, gegeben
durch

1 t+6
f)=5 [ fs)ds (e l-ma)
t
wobei 0 > 0. Fiir jedes g € Cper([—, 7], C) gilt

1 [7 1/2 1 [" 1/2
= (— t 2dt> < w(—/ 1d ) = {900
loll = (52 [ loPa)” < gl (55 [ 1d2)" = gl

™ m

also || f — fsl] < |\If — fslloo. Weiter gilt ||f — fs||cc = O fiir § — 04: Zu £ > 0 findet man
wegen der gleichméafigen Stetigkeit von f auf [—27, 27] ein 6y € (0,1) mit |f(t) — f(s)| < e
fir alle t, s € [—2m, 2] mit |t — s| < Jy. Fiir 6 € (0, dp) ist dann

1

t+0
If=fille = sw fO =501 = sw |5 [ (70 - re)ds

te[—m,n) te[—m,n)

< sup sup [f(t) = f(s)] <e.

te|—m,m] [t—s|<d
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Wir zeigen nun die Konvergenzaussage aus dem Satz fiir f. Dazu sei € > 0 gegeben. Wir
wihlen § > 0 mit ||f — fs]] < &/3. Dann gilt

1= 3" FRedl < 1F = fll+ 15 = 3 Fel + 1S (F— fo) (ke

[k <n k[ <n Ikl<n
< 2f = Sl + s = D FsR)erll < 2e/3+ (s — D falk)erl| <€

[k|<n |k|<n
fiir n > ny und geeignetes ng (existiert nach Teil 1)). Damit ist der Satz gezeigt. O

24.7. Hilbertraume: Ein K-Vektorraum V' mit Skalarprodukt heifit Hilbertraum, falls er
beziiglich der zum Skalarprodukt gehoérigen Norm || - || vollstidndig ist, d.h. also wenn jede
Cauchyfolge (v,)nen in V' einen Grenzwert hat.

Dabei heifit eine Folge (v,)nen Cauchyfolge, falls gilt (vgl. HM 1):

Ve >03dng e NVn,m >ng: ||v, —vn| <e.

Beispiele: 1) Fiir jedes n € N ist K" ein Hilbertraum.

2) 12 (N) ist cin Hilbertraum. Sei (z(™),,cy eine Cauchyfolge in 2 (N), wobei 2 = (z{")cn.
Wegen
2 = 2] < [l — 2t

ist (x,(gn))neN fiir jedes k eine Cauchyfolge in K, die gegen ein I,io) € K konvergiert.

Sei nun € > 0 und ng gewéhlt mit ||z — 2™ < ¢ fiir alle n,m > ng. Sei n > ng. Dann
gilt fiir jedes N € N:

N N

S el —aOP = lim 3 [a™ — 2™ < &2,
m—0o0
k=1 —1

(. J

<Jlam) —a(m)||2

fir N — oo also ||z — 2| < e. Daraus folgt (¥ € [2(N) (mit der umgekehrten
Dreiecksungleichung) und dann ||z — (| — 0 fiir n — oco.

24.8. Bemerkungen: (1) Setzt man [Z(Z) = {(cx)rez € C% : S 07 |ex|* < oo}, so
erhalt die lineare Abbildung

~

Cper([=7,7],C) = I(Z), [+ (f(K))rez,

Norm und Skalarprodukt, ist also insbesondere injektiv. Sie ist aber nicht surjektiv! Be-
trachtet man den groBeren Raum L?([—, 7], C) (— Lebesgue-Integral), so wird diese Ab-
bildung surjektiv. L?([—m, 7], C) ist ein Hilbertraum, nicht aber Cpe ([—, 7], C).
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(2) Neben der Konvergenz im quadratischen Mittel gibt es fiir stetige periodische Funktio-
nen noch einen Satz von Fejér iiber Konvergenz im arithmetischen Mittel:

Satz: Es sei f € Cper([—7, 7], C), und fiir n, N € Ny sei

N—

Z f Zkt UN = % Sn

k=—n n=0

,_.

Dann konvergiert (on(f,+)) gleichméBig auf R gegen f.

Der Beweis geht dhnlich wie der Beweis des Darstellungssatzes in [24.5. Der wesentliche
Unterschied ist, dass der Dirichlet-Kern D,,(t) durch den Fejér-Kern

N-1 . 2
1 1 sm(Nt/2)>
t) = N Z D, (t) = { 27N ( sin(¢/2) , t¢2nZ

N te2nZ

21

n=0
ersetzt wird. Im Unterschied zu den Dirichlet-Kernen sind die Fejér-Kerne stets > 0.

24.9. Anwendung: Wir betrachten einen diinnen Metallstab der Lange m und suchen
eine Funktion w : [0, 7] x [0,00) — R, (2,t) — u(z,t), welche die Temperaturverteilung
beschreibt. Fiir u gilt dann die Warmeleitungsgleichung

ug(x,t) = cuge(z,t)  ((z,t) € (0,7) x (0,00) =: 5)

mit einer Konstanten ¢ > 0 (der Temperaturleitfahigkeit des Materials). Wir nehmen
¢ = 1 an. Ferner nehmen wir an, dass zur Zeit t = 0 gilt u(z,0) = f(x) (z € [0, 7]) fiir eine
Funktion f € C'([0,7],R) mit f(0) = f(7) = 0, und dass der Stab an den Enden gekiihlt
wird (d.h. auf Temperatur 0 gehalten wird). Dies fiihrt auf das Anfangs-Randwertproblem

(ARP) u(z,0) = f(
t

Durch einen Separationsansatz (vgl. HM III) findet man Losungen von wu(z,t) = ugz.(x,t)
der Form

up(z,t) = e *tsin(kz) (k€ N).

Linearkombination solcher Losungen sind wieder Losungen der Warmeleitungsgleichung.
Dies fiihrt aud die Idee die Lésung von (ARP) als Fourierreihe darzustellen:

Wir setzen [ auf [—m, 7] ungerade fort durch f(x) := —f(—z) (z € [-m,0)), und dann
27-periodisch fort auf R. Damit ist f € C'(R,R). Die reellen Fourierkoeffizienten (vgl.

24.3]) sind
/ f(z)cos(kx)dz =0 (k€ Ny),

be(f) = f( )sin(kx)dz (k€ N),

™
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und wir erhalten aus dem Darstellungssatz [24.5
Zbk sin(kz) (z € R).
Setzt man nun
Zbk bsin(kz) ((z,t) € [0,7] x [0,00)),

so ist u die Losung von (ARP) (Eindeutigkeit in HM IIT). Wegen f € C'(R,R) gilt

Z|bk )| < 0.

Die Reihe fiir f konvergiert also absolut und gleichméfig auf R und w ist stetig auf [0, 7] x
[0, 00). Gliedweises Ableiten der Reihe fiir w ist in [0, 7] x (0, 00) méglich nach Sétzen aus
HM I. Weiter gilt fir alle x € [0, 7):

[e.e]

u(e,0)] < e |be(f)] =0 (t = o0)

k=1

d.h. der Stab kiihlt asymptotisch gleichmafBig aus.

25 Fouriertransformation

25.1. Motivation: In vorigen Kapitel haben wir 27-periodische Funktionen f : R — C,
die etwa stetig differenzierbar sind, in Fourierreihen >, _, f(k)e™*") entwickelt. Dabei kann
man fiir £ € Z den Koeffizienten
1 /ﬂ— f( ) —ilmd
= — x)e x
2 J_.

als Anteil der Frequenz k (Oberton der Grundfrequenz 1) im Gesamtsignal verstehen. Fiir
2T-periodische Funktionen lassen sich die Ergebnisse aus Kapitel 16 umrechnen.

Sei nun a > 0 und sei f € CY(R,C) mit f(z) =0 (x & [—a,a]) (Impulssignal ohne jegliche
Periodizitdt). Was kann man fiir eine solche Funktion machen?

Fir T' > a definieren wir die 27T-periodische Funktion fr : R — C durch fp := f auf

[—T,T) und wollen T — oo betrachten. Die durch g(z) := fr(%z) definierte Funktion
g : R — C ist 2m-periodisch und g € CY(R,C). Wir entwickeln ¢ in eine Fourierreihe
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mittels der Koeffizienten

1 s

ck:=g(k) = Py g(x)e ™ da
1 —tkx
T om fT ( > de

:_/f —FY dy

— o [ ey wen)
wobei wir x = Ty substituiert haben. Wir verzichten auf den Normierungsfaktor = und

2T
definieren . .
= / f(z)e ™ " do = / f(x)e® dr (¢ € R).

Es ist dann |k

~ km
o
Die Fouriersumme »_ cee’™ mit Limes g(z) = fr(Lz) (z € R), erhélt somit (wieder
tiber z = %y) die Form

Ck ]{JEZ)

mit Grenzwert

fiir n — oo und |y| < T. Die Summe ist dabei eine Riemannsumme fiir das Integral
1 nr/T .
F(§)e™ de.

% —nm/T

Man wird also hoffen, dass (oft)

) =5 [ Foevas wew)

25.2. Absolut integrierbare Funktionen: Sei f : R — C eine Funktion, die fiir jedes
R > 0 iiber [~ R, R] integrierbar ist. Wir nennen die Funktion f absolut integrierbar (aib),
falls das uneigentliche Integral

/ f(z)dx
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absolut konvergiert. In diesem Fall ist
[e%s) R R
Ifll = / F(2)] da = Sup/ F@)de = tim [ |f(2)]dz < oo.
und es gilt

/_Zf(x)dxz lim /_Zf(x)dx und ]/_Zf(x)dx’§||f”1'

R—o0

Die Menge der absolut integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit A(R, C).

Bemerkung: A(R, C) ist ein komplexer Vektorraum, und fiir « € C und f,g9 € A(R,C)
gilt

leflle = lallifll, I1f + gl < Ufll+ gl
Allerdings ist || - ||; keine Norm, denn aus || f||; = 0 folgt i.a. nicht f = 0.

Beispiele: (1) Ist f : R — C stetig und {z € R : f(z) # 0} beschrénkt, so ist f € A(R,C).

(2) Die durch f(z) := (14 |z|)~® definierte Funktion f : R — C ist genau dann absolut
integrierbar, wenn o > 1 gilt.

(3) Die durch g(z) := e~**l definierte Funktion g : R — C ist fiir jedes o € C mit Rea > 0
absolut integrierbar.

(4) Eine absolut integrierbare Funktion muss nicht beschrénkt sein. Die Funktion f: R —
C, die gegeben ist durch f(z) :=/n fir z € [n,n+1/n?) und n € N und f(x) := 0 sonst,
ist absolut integrierbar.

25.3. Eigenschaften: Seien f,g: R — C fiir jedes R > 0 iiber [— R, R| integrierbar.
(a) Gilt |f| <lg| auf R und ist g € A(R,C), so ist auch f € A(R,C).
(b) Ist f € A(R,C) und g beschrinkt, so ist fg € A(R,C) und
1 glle < 1 1l1llglloe-

25.4. Fouriertransformation: Sei f € A(R,C). Die Fouriertransformierte von f
definiert man durch

756 = = [ T f@e S dr (€€ R).

Das Integral konvergiert dabei fiir jedes € € R absolut, da |f(z)e %% = |f(z)| (x € R) gilt
und f absolut integrierbar ist (vgl. [25.3]). Wir erhalten

-~

FEOI< [l (€ ),
so dass f : R — C beschriinkt ist mit Hf”oo < |l
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Beispiele: (1) f: R — C, f(x) = e~ ist fiir @ > 0 absolut integrierbar. Es gilt

2a

Die Funktion f: R — C ist absolut integrierbar.

(2) Sei f: R — C definiert durch f(x) =1 fiir x € [-1,1] und f(x) = 0 sonst. Dann ist f

absolut integrierbar und
~ 288 ¢ e R\ {0}
— I
7©) { RN

Die Funktion ]/‘\: R — C ist nicht absolut integrierbar.
(3) f:R = C, f(z) = e/ cos(x) = e */2(e + ) /2 ist absolut integrierbar. Es gilt

F(&) = Vore PET} (e 1 1) (€ €R).

Allgemein gilt: Ist f (wie in diesem Beispiel und auch in den Beispielen (1),(2)) reellwertig
und gerade, so ist auch f reellwertig und gerade (Ubung). Folgendes Bild zeigt f und f in
diesem Beispiel.

25.5. Satz: (Riemann-Lebesgue). Es sei f € A(R,C). Dann ist die Funktion f:R—>C

-~

gleichméBig stetig und es gilt f(§) — 0 (|| — o0).
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Beweis. Sei ¢ > 0. Dann existiert ein 6 > 0 mit |e7™ — 1| < e (Jz| < §). Fiir alle £ € R
und h # 0 gilt dann

Fern-Fol < [ 1@ e @do= [ |f@e - 1)d
dr +2 dx .
< - /| 1 / (N
<[Z|f(z)| dx HO@—)U)

Also ist f gleichmafig stetig.
Ist f gegeben durch f(x) =1 (x € [a,b]), und f(x) = 0 sonst, so gilt fiir £ # 0:

b —igb _ —ita
flo)= [eerin = =t

und somit f(f ) — 0 fiir || — oo. Dies gilt dann auch fiir alle Linearkombinationen solcher
Funktionen. Den allgemeinen Fall erhédlt man durch ein Approximationsargument. ]

25.6. Rechenregeln: Es sei f € A(R,C). Dann gilt:

(a) Ist a € R\ {0}, so gilt F{x > f(ax)}(&) = W‘/ﬂg) (€ € R).

(b) Ist b € R, so gilt F{z — f(x —b)}(&) = e_lfbff( ) (£ €R).

(c) Ist b € R, so gilt F{x s e f(x)}(€) = Ff(£—Db) (€ €R).

(d) Ist x — z f(z) absolut integrierbar, so ist .Z f stetig differenzierbar und es gilt

(Z1)(€) = F{z = (—ix) f(2)}(§) (£ €R).

(e) Ist f stetig und stiickweise stetig differenzierbar derart, dass f’ wieder absolut inte-
grierbar ist, so gilt

F{HE) =i6F f(§) (ER).
Dabei nennen wir f stiickweise stetig differenzierbar, falls eine streng monoton wachsende
Folge () ez existiert mit x; — +oo fiir j — £o00 so, dass f auf jedem Intervall (z;,x;41)
stetig differenzierbar ist und die einseitigen Grenzwerte f(z;=%), f'(z;£) existieren. An den
Stellen x; kann f’ beliebig gesetzt werden.

Beweis. Man erhélt (a) und (b) durch naheliegende Substitutionen und (c) direkt.

Bei (d) findet man zu ¢ > 0 ein § > 0 mit |1 — etl—t’1| < ¢ fir |t| < §. AuBerdem ist
SUPser |1 — e”@.t_l] =: M < oo ((e*—1)/z in 0 stetig durch 1 fortgesetzt). Fiir A # 0 ist dann

-~

J?(f—f—h})L—f(f) +/ iz f(z ””fdx = ‘/ 1—%)ixf(x)e‘”§dx
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< g/ of(x)| de + M 2f(2)| do
|z|<d/|h] |z|>6/|h]

<c [ ler@ldesr [ jap@)ds,
—00 |z[>8/|h|
wobei das letzte Integral nach Voraussetzung wieder fiir A — 0 gegen 0 geht. Die Stetigkeit
von (.7 f)' folgt mit [25.5]

Bei (e) beachte man, dass absolute Integrierbarkeit von f’ die Existenz der Grenzwerte
f(£o00) := lim, 1+ f(z) impliziert, da

f(x) - £(0) = / ") e

fiir v — 400 konvergiert. Da f auflerdem absolut integrierbar ist, muss f(+oc) = 0 gelten.
Fir R > 0 ist dann mittels partieller Integration

R R R
"(x)e ¥ dx = f(x)e % 7 z)e % dx
| @i =]’ vie [ faean,

und (e) folgt fiir R — oc. O

Bemerkung: Aussage (e) zeigt insbesondere den folgenden Spezialfall von [25.5} Ist
f € A(R,C) stetig und stiickweise stetig differenzierbar derart, dass f’ wieder absolut

~

integrierbar ist, so gilt f(£) — 0 (|¢| — o0), denn fir £ # 0 ist

~

[F )] =

1= 1o
%f(f)'éﬁ/_mﬁ(xﬂdx—w (1g] = o0).

25.7. Beispiel: Die Funktion f(z) = e */? (z € R) ist Losung der homogenen linearen
Differentialgleichung f'(x) = —xf(z). Wir wenden die Fouriertransformation auf diese
Gleichung an (beachte f, f’ € A(R,C)) und erhalten:

iEF () = FLE) = Flo = —af(2)}E) = —i(F[)(§) (£€R),

also (Z f) (&) = —&(Z f)(&). Somit 16st Z f dieselbe Differentialgleichung wie f und es
folgt Z f = cf fiir ein ¢ € R. Wegen f(0) = 1 und

f(O):/ e dx = \2m
folgt ¢ = /27, also

f(&) =V2re ™ (e eR).
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25.8. Dancing-Hat-Lemma: Seien f,g € A(R,C). Dann gilt:

/ " F©)ge) de = / " Fm)an) dn

Beweis. Nur fir f, g mit f(z) = g(z) =0 fir € [—a, a] (allgemeiner Fall durch Approxi-

mation). Wir vertauschen die Integrationsreihenfolge

/ ( | e dn> s€as = [ 5w ( | st dé) d

25.9. Fourierinversionsformel: Sei f : R — C stetig, beschrankt, absolut integrierbar

und derart, dass ]?: R — C auch absolut integrierbar ist. Dann gilt:
1 [~ .
f@) =5 [ Feea wem).

Beweis. Es reicht, die Formel fiir x = 0 zu zeigen (verwende die Verschiebungsregel

25.6

25.6

(b)) Wir setzen h(x) = e /2 und g(z) = h(az), mit a > 0. Dann gilt nach [25.8/ und

(a)
/f h(a€) dé = /f dx—/ flx :p/adm—/ flaz)h(z) dz

Wir zeigen:

Fiir a — 0+ konvergiert die rechte Seite gegen 2 f(0) und die linke Seite gegen [~ f(& )

Linke Seite: Es gilt

‘/ 7(6)h(ag) de — / e d&‘ €)[[h(ag) — 1) de =: 1.

d¢.

Zu gegebenem e > 0 finden wir ein 6 > 0 mit |h(§) — 1] < € (|| < §), und es gilt

|h(€) — 1] <2 (£ € R). Wir kénnen dann weiter abschétzen

I= St . < TR de + 2 eV de
Lgé/a /|£|25/a 5/_00\]”(5)\ 3 \/Ifza/a‘f(m §

~
—0, (a—0+)

Rechte Seite: Nach gilt:
/ E(m) dr = / V2me ™ dx = 2.

o0
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Zu gegebenem ¢ > 0 finden wir 6 > 0 mit |f(x) — f(0)| < e (Jz| < ). Da f beschriankt ist,
gibt es ein M > 0 mit |f(x) — f(0)| < M (z € R). Wir erhalten

[ raieyas —2es0) < [t - st = [ [

— 00

<e2r+ M ﬁ(x) dx .
Jialzo/a

—0, (a—0+)

J/

O

Bemerkung: Die Voraussetzung “f beschrankt” kann in [25.9 weggelassen werden, da man
zeigen kann, dass dies (bei stetigem f) aus der absoluten Integrierbarkeit von f folgt.

Beispiel: Betrachte f(z) = e ”l (x € R). Nach (1) gilt

F(6) = (€ €R).

Mit [25.9] folgt
—|x| _ —|—= —ix€
e 17l = o |__27T/_OO—1 526 d¢ (xz € R),

also nach vertauschen von x und &

1 [ 2 ~
S —igx R).
e 27r/001+$26 r (£€R)

Also gilt:

Fr— 1) =2me” (£ eR).

1+ 22

25.10. Satz von Plancherel: Sind f,g € A(R,C) und gilt

/ T @) dr < oo, / " Jg(@)P d < oo,

oo

So ist

also insbesondere
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Beweis. Sind zusatzlich ]?,Z}\ absolut integrierbar, so folgt mit [25.9

| st~ [ f(@(% /- A(&)eixfds) dr
;ﬁ @) ( / G —mfdg) dr= o / ( / I —“fdf) di
( / ()3 —mﬁdx) &t = o / ( / e mﬁdx) RIS
— o | R

Den allgemeinen Fall erhalt man durch ein Approximationsargument. O]

Q)

25.11. Quadratintegrierbare Funktionen: Sei f : R — C eine Funktion, die fir jedes
R > 0 iiber [— R, R] integrierbar ist. Wir nennen die Funktion f quadratintegrierbar (qib),
falls das uneigentliche Integral

INCRE

konvergiert. In diesem Fall setzen wir

I1a= ([ tpar) "

o0

Die Menge der quadratintegrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit A?*(R, C).

Beispiele: (1) Ist f : R — Cstetigund {z € R : f(x) # 0} beschrankt, soist f € A*(R,C).

(2) Die durch f(z) := (1 + |z|)~® definierte Funktion f : R — C ist genau dann quadrat-
integrierbar, wenn o > 1/2 gilt. Es gibt also quadratintegrierbare Funktionen, die nicht
absolut integrierbar sind.

(3) Die durch g(z) := e~*#l definierte Funktion g : R — C ist fiir jedes o € C mit Rea > 0
quadratintegrierbar.

Bemerkungen: (1) Sind f, g € A*(R,C) quadratintegrierbar, so ist fg € A(R,C) und

1 glle < [1fll2llgl2-

(2) A%(R, C) ist ein komplexer Vektorraum. Die durch
()= | f)ga)da
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definierte Abbildung hat die Eigenschaften eines Skalarproduktes (bis auf die Definitheit,
die man aber erhalten kann, wenn man Funktionen f, ¢ mit || f — g||2 = 0 identifiziert). Es
gilt

lafllz = lal Ifll (@ €C), [If +gll2 < [Ifll2+ llgll2.

Die Aussage von [25.10| bedeutet also: Ist f € A*(R,C) NA(R, C), so ist fe A%(R,C) und

1Flla = V27 £ ]2,

d.h. die Fouriertransformation &dndert die “2-Norm” || - || nur um eine Konstante.

st f:R— eschrankt und absolut integrierbar, so 1st f € , un
3) Ist f: R — C beschrank d absolut i ierb ist f € A*(R,C) und

12 = / F@)Pdr < I F £

25.12. Heisenbergsche Unschirferelation (1-dim.): Sei ¢ : R — C absolut integrier-
bar, beschrinkt und stetig differenzierbar. Aulerdem seien ¢’ und x — x(z) absolut
integrierbar und beschrankt. Dann gilt

@nwn% < N llleDle

Beachte dabei, dass nach der letzten Bemerkung in 25.11] die Funktionen 1, ¢’ und z
x(x) quadratmtegrlerbar sind. Nach [25.10| (Plancherel) ist dann 1/)’ quadratintegrierbar
und somit ist auch & — £Q(€) = —ig/(€) quadratmtegrlerbar (verwende [25.6| (e)).

Beweis. Wir zeigen zuerst z|i¢(z)|*> = 0 (z — +o00): Es gilt

Lap@)l? = (@) = )P + ¢ @) @O0) + (o))

Da 1, ¢ und x — x(x) quadratintegrierbar sind, sind

> z[(r))? und x> %x|1/1(1:)|2

absolut integrierbar: Nach Bemerkung (1) in sind die Funktionen
v Y(@)(e), oo (@@)e), oo (@)@@), o= (@) (@)

absolut integrierbar (jeweils als Produkt zweier quadratintegrierbarer Funktionen). Also
ist  — z|p(x)|? stetig differenzierbar und absolut integrierbar mit absolut integrierbarer
Ableitung. Wie im Beweis von [25.6] (e) folgt damit z|i(z)|*> — 0 (z — F00).
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Nun ist

2Re (z|Y) = ($OO|1//)+<"¢/‘$¢)
_ / 2 (@) (@) + ¥ ()0 (@) da

= [ @ + i) do
IR

o0

= a|y(z)’
= Il
Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

1
(6)  SlIol5 = Re (@) < [y )] < lzlla]lv]l2-
AuBerdem ist nach (Plancherel) und (e)
191> = (2m) 72112 = (27) 7|80 o

Einsetzen in (x) liefert die Behauptung. O

Korollar: Ist 1) wie oben und sind xg, &y € R, so gilt

3118 < e = 20plll€ ~ &)l

Beweis. Betrachte g(x) := e %% (x + x) und beachte dabei |g(x)| = |[¢(x + z0)| und
9(&)] = (& + &)l O

Interpretation: Ist ¢ wie in [25.12| mit ||¢||2 = 1, so sind
r @) und & (2m)7 P9

Wahrscheinlichkeitsdichten auf R. Sind X,Y Zufallsvariablen, die entsprechend verteilt
sind und zg := E(X) = [7_z|(x)[> dz der Erwartungswert von X, sowie & := E(Y) =
%ffoooﬂ{b\(fw d¢ der Erwartungswert von Y, so sind ox = ||[(z — zo)¢|]2 und oy :=
(2m) 12| (¢ — 50)12 |2 die Standardabweichungen von X bzw. Y, und das Korollar besagt

1
3 < ox0y,

d.h. X und Y konnen nicht gleichzeitig beliebig gut um zg bzw. &, lokalisiert sein. In der
Quantenmechanik entsprechen X und Y Ort bzw. Impuls eines Teilchens im Zustand ).
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Beispiel: Wir betrachten ¢(z) = e */2 (z € R). Die Heisenbergsche Unschérferelation
lautet hier (beachte 1)(€) = /2me¢/2):

00 00 1/2 00 1/2
\/g/ e dr < </ xZe_"”de) </ §2(27re_52)d§> :

14 2

Tatséchlich gilt hier sogar “=", denn die Funktionen x +— z(z) und v’ sind reell und
linear abhéngig, so dass in (x) iiberall Gleichheit gilt. Es gilt also

1 o o
5/ e_‘cgdas:/ 22e " dx.

/ e dy = Vv folgt / e " dx = g

o0 o

Wegen

25.13. Faltung und Fouriertransformation: Seien f,g € A(R,C) und ¢ (oder f) sei
beschrankt. Fiir jedes ¢ € R ist dann die Funktion = +— f(z)g(t — x) absolut integrierbar
und die Funktion

hi:R—C, h(t / F(z)g(t — ) dz

heifit Faltung von f und g, geschrieben h =: f % g. Die Funktion f * g ist stetig, beschrankt
und absolut integrierbar und es gilt

~

Fxg(&) = f(&)-3(6) (E€R).

Bemerkung: Gilt zusétzlich f(t) = g(t) =0 fiir t <0, so ist (f *g)(t) =0 fiir t < 0 und

/f gt —x)dzr (t>0).

Beweis. Zunachst ist das Integral in der Definition absolut konvergent und eine Substitu-
tion gibt

h(t) = /_OO o) f(t—z)de (tER).

Es gilt , .
h(1)] < / [f(@)]lg(t = 2)| do < ||g||oo/ [f(z)[dx (t €R).
Somit ist A beschrankt mit ||h]c < [|9]lool| fl|1- Flir ¢, 7 € R gilt
At +7) = h(1)] S/ lg@)|[f(t+7—2) = f(t —2)|dr < ||g||oo/ f(T+y) = Fy)ldy,
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wenn wir x = t — y substituieren. Dabei konvergiert das letzte Integral fir 7 — 0 gegen
Null (hier ohne Beweis). Also ist h stetig.

Weiter gilt durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge (zunéchst wieder fiir f, g stetig
mit f(z) = g(x) = 0 fiir & [—a,a], allgemeine Funktionen muss man geeignet approx-

imieren):
/Z'h“)'dt < /Z/Z|f<x>||g<t—x>|dxdt

= [ 1@ [ ot - oldes
[ 1r@lds [ lgto]de < .

—00 o

Somit ist h absolut integrierbar. Der Beweis fiir die Faltungsregel der Fouriertransformation
verwendet ahnliche Argumente:

h) = / Z h(t)e % dt
- / Z / Z flx)e % g(t — z)e =) dr dt
- /Z fz)e & /Z g(t — 2)e =) qt dx
_ / ‘: F(a)e i€ da - / e = f(e) - 3(6).

o0

25.14. Anwendung: Gegeben sei eine stetige und absolut integrierbare Funktion f : R —
C und g > 0. Gesucht ist eine C?-Funktion u : R — C mit

—'(z) + qu() = f(z) (v €R).

Wenn wir annehmen, dass u,u’, u” absolut integrierbar sind, kénnen wir die Fouriertrans-
formation verwenden und erhalten via die Gleichung

£A(E) +qi(¢) = f(§) (€ €R).

Wegen ¢ > 0 ist £ — (€2 4+ ¢)~! (€ € R) beschriankt, und wir erhalten fiir die Fouriertrans-
formation der Losung:

~

€)= (& +a) 7 f(§) (E€R).
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Nun wird zurticktransformiert: Finden wir eine absolut integrierbare und beschrankte
Funktion &, : R = C mit k(&) = (24 ¢)7!, so ist u = k, * f nach [25.13| ein Kandi-
dat. Da & — (€2 4 q)~! absolut integrierbar ist, kann man nach [25.9| ansetzen

1 [ e
kq(x) = %/_ mdf-

Wir berechnen k, (mithilfe des Beispiels in [25.9):

1
k,(z) = ——e Vil (2 € R).
=57 (v €R)
Diese Funktion ist beschrankt und absolut integrierbar. Eine Losung der urspriinglichen
Gleichung sollte also durch

ul(z) = (kg * f)(z) = 2—;5 / T e ViEf(y)dy (x € R)

gegeben sein. Das ist noch durch eine Probe zu iiberpriifen.

25.15. Die Fouriertransformation im Raum der schnell fallenden Funktionen:
Definition: Eine Funktion f € C*°(R, C) heifit schnell fallend : <=

Vn,m e Ny : z— 2™ f™(z) ist beschrinkt auf R.

Die Menge
§:=8(R,C) :={f: R— C: f ist schnell fallend}

heiflt Schwartz- Raum.

Beispiele: (1) z — f(z) = p(z)e**" ist fiir jedes a > 0 und jedes Polynom p € C|z] eine
schnell fallende Funktion.

(2) Sei f: R — C definiert durch

/(@) ={ exp (i), f2l <1

0, lz| > 1

und g € C*°(R,C). Dann ist fg € S.

Eigenschaften von 8 und von .# auf 8: Es seien f,g € 8§, p € C[z], und k € C*(R,C)
mit k™ beschrinkt auf R (n € Np). Dann gilt:

1. f€AR,C)NA*R,C) und lim, 4 f(z) = 0.

2. Va,B € C: af + g €8 (8 ist also ein komplexer Vektorraum).
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3. kf.pf.J.Re f,Im f,x = f(—x) €

4. feSund f(z) = & [ f(€)e™ede (x € R).

5. /™ €8 (neN), und f0(€) = (i€)"f(¢) (€ € R,n € N).

6. z flx—b) €8 (beR)und F{z s flx —b)}HE) = e €f(€) (€ €R).

7. f*gESundf*g:f-ﬁ.
8. Fiir h(z) := e /2 (z € R) gilt: h € § und h = v/27h auf R.

e}

- VEIIE < ||:vf||2||§f||2 (Heisenbergsche Unschérferelation).

Wir zeigen 1. (2.,3. sind leicht und 4.-9. folgen teilweise aus den bereits bekannten Eigen-
schaften der Fouriertransformation; Rest ohne Beweis):

Die Funktion x +— (1 + 2?) f(z) ist beschrankt, also gilt

|[f(2)] <

T (x € R)

fir ein M > 0. Damit folgt lim, ,+., f(x) = 0. Weiter konvergieren die Integrale

[e'e) M [e'e) M2
d d ———dx.
/_001+:c2 v /_oo(l+x2)2 o

Also gilt f € A(R,C) N A*(R,C).

Satz: Die Fouriertransformation .%# : § — 8 ist ein Isomorphismus (also linear und bijek-
tiv).

Beweis. Offensichtlich ist % : § — 8 linear. Betrachte ¢ : 8§ — § definiert durch

1

Yoa) =5 | " g de = () (x€R)

Nach 25.9 gilt: & (Z f) = f (f € 8). Umgekehrt gilt fiir g € 8:

o0

1 )
—z{xd
N - d(—z)e ™ dx

7 @9 - [
[ Gwetar=g) (<)

" or

Somit gilt auch % (%g) =g (g € 8). Damit ist 4 : § — 8 sowohl Rechts- als auch
Linksinverse von .# : § —+ 8. Also ist .Z : 8§ — § bijektiv und ¥ = .Z ! auf 8. ]
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Beispiel: Es sei f € 8. Behauptung: Es gibt genau eine Funktion u € 8 mit
(%) 2u(z+ 1) +u(z) = f(x) (z €R).

/(2¢4+1) (¢ € R) ist k(™ beschréinkt auf R (n € Np)

Beweis. Beachte zuerst: Fiir k() :=
= + 1) folgende Rechnung in §:

(Ubung). Daher gilt mit u; (x) = u(
2uitu=f & 20 +i=f < 24U +U€) = () (€ ER)

(&)
2ei€ 41

1
x

_ L[ f(Qe
or ) . 2e 41

— ) = (€ €R) <= u(z) d¢ (z € R).

O

Bemerkungen: (1) Es sei f € 8 reellwertig und u € 8§ die Losung von (x). Dann ist auch
u reellwertig: Mit u ist auch Reu € 8§ und es gilt

2Reu(r + 1)+ Reu(z) = f(x) (x €R).
Wegen der Eindeutigkeit der Losung von (x) in 8 folgt Reu = .

(2) Die Losungsmenge von Gleichungen hingt im allgemeinen stark vom
Losungsbegriff ab, d.h. von der Menge in der man nach Losungen sucht.
Z.B. hat (x) in C*°(R, C) stets unendlich viele Losungen: Betrachte v(x) := 27" sin(mx)
(x € R). Dann gilt v € C*°(R,R) und

20(z 4+ 1) + v(z) = 227" sin(rz + 1) + 2 “sin(rzr) =0 (z € R).

Also hat () in C*°(R, C) neben der Lésung u € 8 auch die Losungen u + cv, ¢ € C.

Warmeleitungsgleichung: Gesucht ist u : [0,00) x R — R mit

() w(t,z) = ug(t,zr) ((t,z) € (0,00) x R)
u(0,2) = f(z) (z€R).

Hierbei ist wieder ¢ die Zeitvariable und x die Ortsvariable.

Voraussetzung: Es sei f : R — R in 8. Auflerdem sei u(t,-) : R — R fiir jedes t > 0 in 8.

Bemerkung: Diese Annahme fiir u ist pysikalisch sinnvoll. Ist z.B. f(x) > 0 fiir alle x € R,
so ist ffooo f(z) dx proportional zur Gesamtenergie. Wir erwarten u(t,z) > 0 und wegen
Energieerhaltung

/OO ult, z) dz = /Zf(x) dr  (t>0).

—00
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Wir verwenden Fouriertransformation in  und setzen
fr = [ s gem),
u(t,§) = / u(t,z)e ™ dr (t >0, £ €R).
Dann wird () zu
@ {9 = LY (oo
a(0,§) = f(&) (§€R).
Beachte dabei: Wir gehen davon aus, dass

w(t,€) = /OO w(t,2)e ™ dr ((t,€) € (0,00) x R).

o0

Fiir festes £ € R ist die eindeutige Losung des linearen Anfangswertproblems (%) gegeben
durch

a(t,§) = e f() (> 0).
Wir hoffen also, dass wir durch Fourierinversion eine Losung von (k) erhalten. Nach der
Faltungsregel ist fiir g,(z) := .7 {& — e € }(2):

Flg+ [)E) = F(€) (£€R),

also setzen wir
u(t,z) =g % f(z) ((t,x) € (0,00) x R).
Wir berechnen die Funktion g;. Es ist

et = o~ (V2UE)?/2

also
M@:f*&wawmw:ingewxﬂ»
T S S,
Somit ist
x —y)?
u(t, z) \/E eXP ( 4—t) fy)dy ((t,z) € (0,00) x R).

Ob bzw. in welchem Sinn dies nun eine Lésung von () ist, muss man noch {iberpriifen. Im
Fall f € 8 ist tatséchlich u differenzierbar auf (0, 00) x R und ist dort Losung von w; = .
Weiter ist u durch f stetig auf [0,00) x R ergénzbar: Es gilt

VeeR: lim u(t,z) = f(x).

t—0-+
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Ferner gilt u(t,-) € 8 (t > 0).

Bemerkung: Setzt man

1
h(t,z) = gi(x) = e e/,

VAart

so 16st h die Warmeleitungsgleichung. Auf (0,00) x R gilt

1
holt, ) = =5 (4mt) /2 e /00 4 (4et) 71200
—2
h:c(tax) - (47Tt)_1/2@_m2/(4t) . ‘T’
4t
also 2 1
haa(t, x) = (47Tt)_1/2€_x2/(4t) ' Z_t? + (47rt)_1/26_“32/(4t) . ;_t = hy(t, )

Ferner gilt
Vo € R\ {0} : h(t,z) = 0 (t = 0+),
h(t,0) — oo (t — 0+),

und

/OO h(t,z)dr =1 (t>0)

—00

Der zu dieser Losung gehorige “Anfangswert” wére die sogenannte d-Distribution. Dies ist
keine Funktion im tiblichen Sinn (— Distributionentheorie).

Folgendes Bild zeigt x +— h(t, z) fiir einige ¢ > 0.
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25.16. Das Abtasttheorem von Shannon: Es sei f € A(R,C) und stetig. Weiter sei f
so, dass

f©)=0 (€R\ (- m).
Nach der Fourierinversionsformel (beachte: fe A(R,C)) gilt also

f@) =5 [ Fee=a wem),

Fiir festes x € R seien F, G, : R — C die 2m-periodischen Funktionen mit

-~

F(&) = f(§), Gu(§) =™ (€ [-mm)).

Thre Fourierkoeffizienten sind

N 1 [

Pt =5 [ Fe™as=f(-1) (k)
und

— 1 & . ) 1 i .
G.(k) = —/ e~ e kE qe = %/ e @HREge = si (x4 k)m) (k€ 7),

2 r

wobel si : R — R den Sinus cardinalis bezeichnet:

Sl

si(z) = Tl

In C([—m, 7], C) versehen mit dem Skalarprodukt (-|-) und dem vollstdndigen Orthonor-
malsystem (ex)rez aus [24.6) gilt nun (ebenso wie in Cper([—, 7], C)):

f) = o / O = (F1G.) = 3 (F| (@ Ter)
ZF Zf (x+ k)m Zf )si((x — k)m),

d.h. man kann f aus den Werten f(k) (k € Z) reproduzieren.

Bemerkung: Wegen (f(k))irez, (si ((x — k)7))rez € [2(Z) ist obige Reihe absolut konver-
gent flir jedes x € R. Weiter ist sie auf jeder beschrankten Teilmenge von R gleichmafig
konvergent.

Obige Uberlegungen kann man auf andere Intervalle transformieren.

Definition: Es sei f € A(R,C) und stetig. Wenn die Fouriertransformierte f:R—C
auBerhalb eines beschrinkten Intervalls 0 ist, so heifit f bandbeschrankt (technisch: Die
Frequenzdichte des Signals verschwindet auflerhalb eines beschréankten Intervalls).
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In diesem Fall ist es moglich f aus den Werten auf einem hinreichend feinen Raster
{kT : k € Z}, T > 0 zu reproduzieren. Wie schnell man messen muf (d.h. wie klein man
T wahlen sollte) prézisiert das Abtasttheorem von Shannon:

Satz: Es sei f € A(R,C) N C(R,C) und

~

Jw >0V eRN\ (—w,w): f(&) =0.

Dann gilt fiir jedes T' < Z:

flo)= 3 fRT)si ((m - kT)%) (z € R).

k=—o00

Bemerkung: Es gibt Funktionen in 8§ die bandbeschrankt sind. Da .% : § — 8 bijektiv
ist, ist z.B. die Funktion aus Beispiel (2) in [25.15| die Fouriertransformierte einer Funktion
aus 8.

26 Diskrete Fouriertransformation (DFT)

Wird tatsachlich ein Signal gemessen, so erhalt man in der Regel eine Zahlentabelle die
als Vektor im C™ aufgefasst werden kann. Die diskrete Fouriertransformation (DFT) bietet
eine Moglichkeit zur Bestimmung und Bearbeitung (digitale Filter) der in einem solchen
Signal hauptsachlich vorkommenden Frequenzen.

26.1. Die orthonormale Fourierbasis: Wir versehen C" wieder mit dem Stan-
dardskalarprodukt, verzichten auf die Pfeile iiber den Vektoren und schreiben z =
(20, 21 -+ -5 Zn_1), also

n—1

n—1
(ho)y ="z, 2P = (z12) = S|l (zweC).
7=0

=0
Wir setzen
<27m')
w:=exp|—],
n
und wir definieren die Vektoren by, ...,b,_1 € C" durch
1
Wk
1 w? 1, 1 1 omijk\ """
by = —— = — (¥ =
| o | Eee s (= (),

w(n—l)k
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Diese Vektoren by, ..., b, 1 bilden eine Orthonormalbasis von C". Diese ONB heifit auch
die orthonormale Fourierbasis von C": Fur k,1 € {0,...,n — 1} gilt (beachte @ = 1/w):

n—1

wik 1 ,
(be|by) = Zwﬂkwﬂ — Z A= Z(wk’l)].

; =0 §=0

Im Fall k& = [ gilt also (by|b;) = 1, und im Fall k # [ ist w*~! £ 1 (beachte |k — | <n — 1),
also

11— (WH 11 —exp(2mi(k—1))
(belbr) = n l—wht —n 1 — wk-t =0
Insbesondere gilt fiir diese (wie fiir jede ONB) des C™:
n—1 n—1
Va,weC': 2= (zlbp)be, (2lw) =) (2lb)(wlby), |2]* = Z| 2 be) |2
k=0 k=0

26.2. Fouriertransformation in C":

Definition Fiir z € C™ heifit der Vektor z € C" mit den Komponenten

oijk .
Zr = Vn(z|by) = Z@exp( ) ) Zzw]k (k=0,...,n—1).
=0

die endliche Fouriertransformierte von z.

Setzt man
1 1 1 1 1
1 @ w? o ot
F— 1 —2 ot o w?(n—l)
1 w(nfl) w2(n71) wS(nfl) w(n 1)(n—1)
so ist also

V2eC'": zZ=Fxz.

Offensichtlich gilt: F ist symmetrisch, also FT = F. Weiter ist

1
U:=—F
vn
eine unitare Matrix: Nach Definition der Orthonormalbasis b, ..., b,_1 ist
1

U*: F - F:(bobl ---bn—l)-

7
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Somit ist U*, also auch U unitar. Es gilt also U*U = I, d.h. %F*F = [, und somit

11 1 1 . 1
1w w? wooo. w1
Fl— 2 — lf B S w? W w21
n n n
1 W=D 21 3=l .. m-1)n-1)

Die Formel fiir die inverse endliche Fouriertransformation lautet also

2mijk
:—Zz]exp<7m] ) szwjk (k=0,...,n—1).

Kurz zusammengefasst:

endliche Fouriertransformation: z +— 2 = Iz,

. .. . 1 .
endliche Fourierinversionsformel: z = —F*7Z.
n

Beispiel: Fiir n = 4 ist w = exp(7i/2) =i, w = —i, also
1 1 1 1 1 1 1 1
1 = =1 R o I R A
F=11 01 o | Fr=111 2101 4
1 ¢+ -1 —i 1 — -1

Bemerkung: Der Betrag der Determinante von F' lasst sich leicht berechnen:
n" = det (F*F) = det (F)det (F) = det (F)det (F),

also |det (F)| = n™/? und somit |det (F~1)| = n="/2.

In Zusammenhang mit der diskreten Fouriertransformation ist es iiblich die Vektoren aus
C" periodisch zu Folgen auf Z fortzusetzen. Dann ist z.,, = 2zx (k € Z):

Z = (-"7207217"'7271717207217"'>Zn71720a217"'wznfl;"')a

also z.B. z_1 = 2,1, 2,11 = z1. Wir bezeichnen den zugehorigen Folgenraum mit Cper

Fiir z € C" ist dann z € C?,_ ebenfalls periodisch fortgesetzt definiert. Nun ist

per per

2migk
zk—ZzJeXp( mg) (keZ),
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und
n—1

1 N 2migk
= — ; k€ 7).
2k - Zz] exp ( . ) (keZ)

J=0

Z.B. gilt in dieser Schreibweise:

n—1 .. n—1 ..
Zr = E Zj exp (— 72‘7 > =) z exp( T ) zr (keZ).
—0

- n
Jj=0

<

n =

Ist z reellwertig, so ist also 2 = 2_; (k € Z). Ist umgekehrt z € Cher und gilt 2, = 24

(k € Z), so folgt aus der Inversionsformel

n—1 .. n—1 .. n— ..
1 N 2migk 1 — 2migk 1 N 2migk
Zk_ﬁzzjexp( . )_E z_jexp< . >_ﬁzz_jexp(_ .
Jj=0 7=0 j=0
1o~ oijk
— 2> g0 (TR =5 (hez)
§=0

Also ist z reellwertig.

Um den Zusammenhang mit Fourierreihen zu verstehen betrachten wir im folgenden 7-
periodische Funktionen f : R — Cmit f € R([-7/2,7/2],C). Transformation der Formeln
aus fiir 2m-periodische Funktionen fiihrt auf die Fourierkoeffizienten

~ I 2mikt I 2mikt
o= [ e (-5 a1 [ oo (<2750 ) a

—T/2

mit der zugehorigen Fourierreihe

~ 2mikt
k )
> fmes (257)
Es sei T, > 0 mit n =T/Ts € N, also Ty = T'/n. Wir betrachten die Zerlegung

0<Ts<2Ts<~-<(%—1>TS<T

von [0, 7] und setzen

zu z € C"__ fort.

per
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Dann ist (wg. 1/n =1T,/T)

n—1 .. n—1 .
1. 1 2migk 1 , 2mik
23 = = . _ —— T, — T, | T, (keZ).
~Z n;ozgexp( " ) TJEOf(J )exp< 7 ) (k€Z)

Die Summe ist eine Riemannsumme fiir das Integral fOT f(t)e” “* dt. Die Frage ist fiir

welche k € Z man Zz,/n als Approximation von f(k) betrachten soll. Wir betrachten dazu
den Fall, dass n gerade ist.

Da Z eine n-periodische Folge ist gilt z_ = Z,,_x (k € Z), also insbesondere

~ ~

Z-1 = Zp-1y, "—2 = Zn-2, .- 5, ~“-nj2 = Zp/2,

und speziell fiir f(t) = exp(22) mit | € Z, |I| < n/2 liefert die DFT den richtigen Wert:

~
-~

% = f(k) =6 (—n/2<k<n/2).

Aufgrund dieser Beobachtungen macht man folgende Interpretation:

Die Werte zj,/n approximieren die Fourierkoeffizienten f(k) mit |k| < n/2 gut, wenn die

~

|f (k)| mit |k| > n/2 sehr klein sind.
Enthilt das abgetastete Signal Frequenzanteile f(k) # 0 mit |k > n/2, so werden dadurch
die Approximationen von f(k) (|k| < n/2) verfilscht und es kommt zum sogenannten

Alias-Effekt. Fine technische Losung ist das Signal dann erst durch einen Tiefpassfilter zu
schicken (oder n grofier zu wéhlen).

Wiéhlt man also eine Schrittweite von Ty Sekunden mit n = T/T; € N, also eine Ab-

~

tastfrequenz von f; = 1/Ts Hertz so approximiert z;/n den Fourierkoeffizienten f(k) zur

Frequenz
k k

T nT,

G

Ist w die hochste im Signal vorkommende Frequenz, so sollte also f > 2w sein.
Bemerkung: Man sieht auch, dass mit 7" die Frequenzauflosung wachst.

In vielen Anwendungen ist man an der relativen Magnitude der vorhandenen Frequenzan-
teile interessiert und betrachtet daher einfach || (|k] < n/2). Ist f reellwertig, so ist dann
2] = 2] = 224l

Beispiele: (1) Wir betrachten das sinusformiges Signal
3
f(t) = 2 sin(15(27t)) + sin(20(27t)) (t € R)

das eine Funktion der Zeit ¢t mit Frequenzkomponenten von 15Hz und 20Hz ist und ver-
wenden einen Zeitvektor, der in Schritten von Ty = 1/50 Sekunden iiber einen Zeitraum
von T = 10 Sekunden das Signal abgetastet. Hier ist also n = 500, n/2 = 250 was Fre-
quenzschritten von f,/n = 2%Hz= --Hz im Bereich 0Hz - 25Hz entspricht.
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GNU Octave bzw. MATLAB code fiir ein file dft.m:

function ans=dft

Ts = 1/50;

fs=1/Ts;

t = 0:Ts:10-Ts;

x = 1.5%sin(2*pi*15*t) + sin(2*pi*20*t);
plot(t,x)

xlabel("Zeit (Sekunden)’)
ylabel(’Amplitude’)
pause(5)

y=It(x);

n = length(x);

fshift = (-n/2:mn/2-1)*(fs/n);
yshift = fftshift(y);
plot(fshift,abs(yshift));
xlabel("Frequenz (Hz)’)
ylabel(’Magnitude’)

end
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Folgende Bilder zeigen das Signal und das transformierte Signal als Funktion der Frequenz.

Ampiitude
B

Zeit (Sekunden)

300 (—

Magnitude
N
8
l

100 (—

I | | | I
-30 -20 -10 o 10 20 30
Frequenz (Hz)
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(2) Transformiert man hingegen

() = ;Sin(15(27rt)) + sin(20(271)) + sin(45(27t)) (¢ € R)

mit derselben Abtastfrequenz fs, so sieht man den Alias Effekt:

Magnitude

0
Frequenz (Hz)

Die Frequenz 5Hz kommt im Signal f in Wirklichkeit nicht vor und die Frequenz 45Hz
kann nicht angezeigt werden weil

50Hz = f; < 2w = 90Hz.
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(3) Transformiert man mit demselben Programm die Funktion
3 . .
f(t) = 3 sin((13 + V3)(2nt)) + sin(20(27t))  (t € R)

so ist der Abtastbereich keine Periode der Funktion und es entsteht der sogenannte Leck-
Effekt: Das Signal enthélt Frequenzen, die nicht zu den von der DF'T berechneten diskreten
Frequenzen gehoren. Die DFT nahert diese Frequenzen durch die benachbarten Frequenzen
an.

Magnitude

J_// \\\\R
10 20

Der Leck-Effekt tritt bei Anwendung der DFT auf “natiirliche” Signale praktisch immer
auf.
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(4) Folgende Bilder zeigen eine Unterwasseraufnahme eines Blauwalgesangs und das durch
n dividierte transformierte Signal als Funktion der Frequenz. Hier ist n = 27 = 131072.

Ampitude

10
Zeit (Sekunden)

Magnitude

T

0 50 100 150 200
Frequenz (Hz)
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