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Tl also ' buo .y die q,twc,«.,ﬁuax.« LQAM&J%AMW}—

Die Winkelgeschwindigkeit i ist gleich der Vektorsumme aus ¢ und

1;!7_ Sie liegt immer in der¥y,f~Ebene, rotiert also mit der Figurenachse um
die Richtung des Drehimpulses {x’-ﬂchﬂ} und bildet mit der Figurenachse

den Winkel -, Die durch o definierte momentane Drehachse bewegt
sich damit auf dem sogenannten Spurkegel um die raumfeste Drehimpuls-
richtung.

Der Polkegel rollt mit seinem duferen Mantel auf dem raumfesten Spurkegel
ab und fihrt damit die Figurenachsen auf dem Nutationskegel.

a7 A3
X3 JJ
. . .y
- ] — y{i,,ﬂ.chse Fir l.'} I; ist Wt Er!
ﬁ S ? i Dann rollt die Auflenfliche
| e

des Polkegels auf dem Man-
tel des Spurkegels ab.

Fir Ade< Rgist $11 €y
Der Polkegel rollt mit der
Innenfliche auf dem raum-
festen Spurkegel ab, wo-
bei wiederum die Figuren-
achse auf dem Nutationske-
gel gefiihrt wird,
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Aufgabe 4.3 a)

Schreibe die Differentialgleichung als

-1:1 —1 2 ] Iy I
iy | = 0 1 3 g | = A x2 :
:ﬁs 0 4 -1 Iy Ia

Es ist def(A — AE) = —(A+3)(A+1)(A — 3) = 0 und wir erhalten als Eigenwerte
A1 = —3, A3 = =1, Ay = 3. Wir haben zu den Gleichungssystemen (A —XE)y; =
0,1 =1,2,3 eine Lésung zu finden. Z. B. erhalfen wir folgende Eigenvektoren:

1
zum Eigenwerf -1: ( 0 )
0
1

Es ist & = Az, 2(ty) = xp. Wir machen die Substifution z = Vy = ¢ = Vy.

Daraus folgt Vi = AVy,zy = V. Somit § = V-1AVy und yy = V-lz

Wir setzen noch A = V-VAV, Wir losen jefzt § = Ay, y(ty) = vo. Wir bt-_xstim-
0 I 3

men zunidchst die Inverse von V = ( 1 04 ) z. B. mit Gauff zu V-1 =

-2 0 4
0 4 -4
% 12 —6 -3 | . Lose jetzt:

zum Eigenwert 3: (

L - ]

zum Eigenwert -3 (
)=

o 2 1
1}1 - _Hyl 3
1}2 = —la,
Y3 = 3y,

mit yor = 0, Yoz = 1,503 = 0.
Wir erhalfen

yi(t) = ecre™™
Y2(t) = ecpet
yalt) = cge

mif den Anfangswerfen ¢; = 0,¢cp = 1,¢3 = 0.

0
Also y(t) = ( gt ) :
0

ot
Dann ist z(t) = Vy(t) = ( 0 )
0
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Aufgabe 4.3 b)

Sel A die gegebene Matrix. Da A zu einer Diagonalmatrix A dhnlich ist gibt es ei-
ne Transformation A = S~1AS, so daB

y'(t) = SAS~'y(t) bazw. S7'y'(t) = A(S7'y(#)). Es kann also zuniichst das ent-
koppelte lineare Differentialgleichungssystem z'(t) = Az(t) fiir z := S~ 'y geltst werden
und wir erhalten somit y(¢) durch y(t) = Sz(t).

Diagonalisierung von A :

I S,

pa(A)=| -2 8—=X =2 |[=-AXx-92=0
—4 -2 5H=2A
Eigenwerte: Ay = A3 =9, A3 =10
1 -1
2 linear unabhingige Eigenvektoren zu Ay = A, =9: v, = L 2
-2 0
2
Ein Eigenvektor zu A3 = 0: v = 1
2
1 -1 2
Transformationsmatrix: 8§ = 2 21
-2 0 2

Wir erhalten fiir unser Differentialgleichungsystem durch Diagonalisierung:

2 9 00 z1 0z
=] 090 z | =| 9%
3']3 000 23 ]

Fiir die Losung ergibt sich:

z Ce™ i1 1. =1 D e
oy = Gg Egt y o = 2 2 1 (:"zfzm
2% Cg i —2 0 2 C 3
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Aufgabe 4.4

a)

1 =i @
DA=| -1 10, b=
0 01

) | C - %
Eigenwerte: A\ =1, Ao =2, A\3=10

0 1 1
Eigenvektoren, zum Beispiel: v; = ({}) , Vg = ( d | ) » V3= ( 1 )
1 0 0

0 11
Koordinatenwechsel: x = Sy mit Drehmatrix S = ?15 0 -1 1
v2 0 0

t\ﬂhl:-

Quadrik nach Hauptachsentransformation: yf + 2y3 + 2y; — y2 +ya + é =0
quadratische Erginzung: (51 + 1)+ 2(ye — 12 + 33— 1=10
Verschiebung: z =y + p mit p= (1, —,-1)T

Quadrik nach Verschiebung: z7 + 222 + 23 = 0 = elliptisches Paraboloid

—-23 0 36 —-30
i) A = 0 25 0}, b= 50 |, e=T5
b6 0 =2 —40

Eigenwerte: A = Ay = 25, A3 = —50

0 3 4
Eigenvektoren, zum Beispiel: v, = ( 1 ) , Vg = ( 0 ) , Vg = ( 0 )
0 4 -3

Zu beachten ist hier, dafi im Eigenraum zu A\;; = 25 eine orthogonale Basis be-
stimmt wird. Dies geschieht entweder durch einen Orthogonalisierungsschritt nach
Gram-Schmidt oder in diesemn Spezialfall durch das Vektorprodukt: vo = vg x vy.

03 4
Koordinatenwechsel: x = Sy mit Drehmatrix 8§ = % ( 50 0 )
0 4 -3

Quadrik nach Hauptachsentransformation: 25y + 25y — 50y2 + 50y, — 50y, + 75 = 0

quadratische Erginzung: 25(y; + 1)% 4+ 25(ya — 1) — 5032 +25 =0




Verschiebung: z = y + p mit p = (1,—1,0)7
Quadrik nach Verschiebung: 27 + z3 — 223 + 1 = 0 = zweischaliges Hyperboloid

b) Die Quadrik sei dargestellt durch x” Ax + b"x 4 ¢ = 0 mit x = (x,y, z)".

1 0 a
i A= 0101], b=0D
a 0 1

Eigenwerte: \; =1, Aa=1—-a,A3=1+a

1) |a| <1 = 3 positive Eigenwerte = Ellipsoid
2) |a| > 1 == 2 positive und 1 negativer Eigenwert = einschaliges Hyperboloid

3) |a| = 1 = 2 positive Eigenwerte und ein Eigenwert ist 0 == elliptischer Zylinder
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Aufgabe 4.5

a) p(t):=a+bt+ect?ec Wt
1
= 0 =< p(t),2+1 >= f(a+bt+c¢2]{t?+1) dt = 3a+3b+ e Diese Gleichung

ist fiir ¢ = _iﬂ - b erfullt Damit ist
b 45 5 4 45 ,
p[tj-a+bt+{—§a—3—zbj (1_§t)+bu_ﬁt}

Also gilt W+ = Spann(1 — 3¢%,t — 224%).
b) Gram-Schmidt-Orthonormalisierung;
P

qQ = —=1T
HP]"
1
~ 1
G2 = <P >q=t- f'lfft'1=f—§:
1]
G2 t—3
B = g e V),
2
|
Jt—3)2adt
0
gz = p3— {I’:s,fi'l >q— < P3,qG2 > Q2

1
= 2 ffz 1dt - 1—ff2f{2t—1)dt V3(2t—1) = ——t—i—t

0
@ _ 1—t+12
llgll 1
J(G—t+12)2dt

0

= V/5(6t> — 6t + 1).

Die Polynome q; = 1,q2 = v/3(2t — 1), g3 = v/5(6t2 — 6t 4+ 1) bilden also beziiglich
des gegebenen Skalarprodukts eine Orthonormalbasis von I1;.



