Blatt 6 (Horsaaliibung)
Aufgabe 6.1

Die Funktion g ist unstetig in (0,0), denn es gilt

g(1/n? 1/n) = 1/7;/:‘1/%4 = % R % #0=g(0,0).

Wiéhlt man jedoch in Polarkoordinaten ein festes ¢, so ist entweder cosy = 0, also
g(rcosp,rsiny) = 0 fiir alle r, oder aber wir haben

3 cos @ sin® ¢ rcospsin®e o 0

7 COS Y, rsiny) = = -
9( v ?) r2cos? p+risint o cos?p +r2sint ¢ cos? o +0

Somit ist g im Nullpunkt ldngs jeder Geraden stetig.
Aufgabe 6.2
a) Dy =R\Rx {0}, fo=(p) =1}, file.y)=—%

fea(z,9) =0, fwy(xa?/) = fyw(xay) = _y%a fyy = 2—?

Dy =R\{(0,0)}, gu(w,9) = 7255, g,(w,9) = L

2(y? —a2 4z
gwa:(xa y) = (ingyz)z)a gwy(l‘a y) = Gy (l‘, y) = - (12+§2)2

2(x2—y?
gyy(xay) = (9(624_;2/)2)

b) fir f:z=—-3+1(x+1)+1iy-2)

firg:z=In5—2(z+1)+3(y—2)

c) Die Niveauline N.(f) ergibt sich aus der Gleichung f(x,y) = ¢, also 2% +y* = c. Fiir
¢ < 0 erhalten wir die leere Menge, fiir ¢ = 0 nur den Nullpunkt und fiir ¢ > 0 einen

Kreis um (0, 0) mit Radius \/c. Ny ist also der Nullpunkt, N; der kleinere und Ny der
groflere Kreis.

@Ry,
)




Die Gleichung xy = ¢ hat fiir ¢ = 0 die Losungsmenge {(x,y) : = = 0 oder y = 0}.
Fiir ¢ # 0 erhalten wir den Graphen der Funktion y = £, die Niveaulinien sind also
Hyperbeln. Die Skizze sieht wie folgt aus, wobei Ny aus den beiden Achsen besteht.

N—2 1 N2

N2 1 N,Q

Aufgabe 6.3

1.) Auch diese Funktion ist auf R?\{(0, 0)} offenbar stetig; es bleibt noch der Nullpunkt
zu priifen. Ist (z,y) # (0,0) und z := max{|z|, |y|}, so gilt

v — 2%y

7+ 1%y 242
$2+y2

X
$‘2 + y2 22

|z, )| = = 2z = 2max{|z[, [y},

und damit folgt f(z,y) — 0= f(0,0) fir (z,y) — (0,0).
2.) Fir (z,y) # (0,0) gilt

flany) = 2@ ) = (0 —2ty)2e | Ay
z\ T, (2% 4 y?2)? (22 + 2)? )

f (ZL‘ y) _ (3y2 — ZL‘2)(I‘2 + y2) _ (y3 o 12?/)2@ _ iy 41=2y2 N y4
y\ L (1‘2 + y2)2 (ZL‘2 + y2)2

Auf R?\ {(0,0)} haben wir also

q B 1 —4xy3 r
grad f(z,y) = W ot 4 da?y? oyt

Nun noch zum Nullpunkt: Definitionsgeméaf} gilt

und
_ 3 _
£,(0,0) = lim J0.0+h) = J(0.0) _, SOR) (1 7=0

h—0 h h—0 h  h—0h 04 h2



Somit ist f auch in (0, 0) partiell differenzierbar mit

grad f(0,0) = (0 1).

3.) Betrachtet man

— 47t s
fola7) = (22 +:Cx2)2 = -1 52 -1 # 0= 1:(0,0),
ole0) = g g = 15 LA 1= £,0.0),

so sieht man: Weder f, noch f, ist im Punkt (0, 0) stetig.
4.) Es sei ¥ = (v1,v2) # (0,0) eine beliebige Richtung. Dann gilt

o FU0,0) 4 ) = F(0,0)  f(hwy, hey)
= lim l . (h]z&)g _ (hvl>2hv2 = lim M = lim ng_ U%12}2 = U§2_ U%12}2 .
h>0 (hv1)? + (hvg)? h—0 h3(v? 4+ v3) h—0 V2 + 2 V2 + 02

Dies soll nun mit

grad £(0,0) - U = v
verglichen werden. Es gilt

Vs — v3vy

2 — U1 3_ .2 _ 2, 2 2, _
—5 = U2 Uy —vivy = (V] +v3) < 207v =0.
vy T3

Gleichheit gilt also genau dann, wenn v; = 0 oder vy = 0 ist.

5.) Da nach dem Ergebnis von 4. die Gleichung Dzf(0,0) = grad f(0,0) - ¢’ nicht fiir
jede Richtung ¢ gilt, also die Richtungsableitung Dzf in (0,0) im allgemeinen nicht
linear von der Richtung ¢ abhéngt, kann f in (0, 0) nicht differenzierbar sein.



Blatt 6 (Tutorien)

Aufgabe 6.4

a) partielle Ableitungen erster Ordnung:
fo(m,y) = 32% — day® + 49° fuy(z,y) = =42y + 122y* + 49°
Gradient:
grad f(z,y) = (32 — day® + 4y°, —42’y + 122y* + 49°)
partielle Ableitungen zweiter Ordnung;:

feo(z,y) = 62— 4y°, foy(2,y) = =82y + 12y
fou(z,y) = —8zy+12y° foy(2,y) = —da® + 24y + 12y

b) partielle Ableitungen erster Ordnung:

folwy) = 20e 4 (a2 +y2)ye™ = (a%y + 20 + e,
Flay) = 206 + (2 4+ yD)re™ = (2 + 2y + 2y)e.

Gradient:
grad f(z,y) = ((2°y + 20 + y°)e™,  (2° +xy” + 2y)e™)
partielle Ableitungen zweiter Ordnung;:

fox(z,y) = 2oy +2)e™ + (2 + 20 + y°)ye™ = (29* + day + y* + 2)e™,

foy(m,y) = (2% +3y2)e™ + (2%y + 22 + y°)we™ = (2y + 32° + 2y® + 3y*)e™
= fy(z,v),

fw(z,y) = (2zy+2)e™ + (2° + 2y® + 2y)ze™ = (z* + 2%y® + 4oy + 2)e™.

c) partielle Ableitungen erster Ordnung:

folw,y,2) = yzsin(z +y+ 2) + zyzcos(z +y + 2),
fy(x,y,2) = zzsin(z+y+ 2) +zyzcos(z +y + 2),
fo(x,y,z) = zxysin(z+y+ 2) +xyzcos(z +y+ z).

Gradient:

yzsin(z +y + 2) + xyz cos(x +y + 2)
grad f(5,9) = (V (2, 9))T = [ w2sin(z +y + 2) + zyzcos(z +y + 2
zysin(z +y + z) + xyzcos(x + y + 2)

d) partielle Ableitungen erster Ordnung:

e¥ e reYy
fx(x,y,z)—;, fy($,y,2)—7, fz(xay7z)__?.



Gradient:

ey xe¥ xe¥

gradf(x,y): (_7 > _—)

z z 22
partielle Ableitung zweiter Ordnung;:

reY 2xeY
fmm(xuyaz> = 07 fyy<x7y72) = 77 fzz<x7y72) = 23

eY e
fll?y('r7yaz) = ; :fy:v<x7y72)7 f12<x7y72) :_g :fzr(xuyaz>7
xeY

fyz(x,y,Z) = _?:fzy('%%Z)'

Aufgabe 6.5

a) a%fl (x,y,2) = Y223 4 py2z3emy F 2,8 — y223(1 +my223)emy2z3; ebenso berechnet
man die anderen Ableitungen. Die Jakobimatrix ist gegeben durch

wl omh wh

Jf(x,y,z):(%jé aﬁyyfz %fQ) (SL’,y,Z)

<y223(1 + :zcy2z3)e"”yQZ3 2ry23(1 + xy223)e‘”y223 3ry?22(1 + my223)emy223>

2zeY + cos x2eY 0

ye® +sinhy e* + xcoshy
b) Diesmal haben wir Jf(z,y,z2) = 6rsiny  4y® + 3z%cosy
—3a? 4

c) Und hier erhalten wir die (1, 3)-Matrix

Jf(z,y, z) = (% + e*sinh(x + y)

#sinh # cosh
7] 5 +e“sinh(r +y) e cos (xy))

1+ (zy)

d) Wegen zv = e¥!n% ergibt sich %f(x,y,z) = e¥In%y /x und a%f(x,y,z) = eV In?n g,
Folglich ist
Jf(z,y,2) = (ya¥' 2¥lnz 0).



