Blatt 7 (Horsaaliibung)

Aufgabe 7.1
1.) Da f in (w0, yo) differenzierbar ist, gilt fiir jede Richtung v:

va(l‘07y0) = gradf(xm yO) v,
also

1

-1 = (%(xo,yo) %(%JJO)) <2> = g—i(%,yo) +2g—§(x0,yo)
-1

2 = (%(xmy()) %<x07y0)> ( 1 ) - _%<x07y0) + g_;[(x(]’y(])-

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten %(:co,yo) und 3—5(5607190)-
Es hat die eindeutige Losung

%(5007190) = —g, 2—5(5507190) = %
Dabher ist

grad f(zo,y0) = (=2 %) und D, f(xo,y0) = (=5 1)(1) = -4,

Zusatz: Berechnung von D, f (o, o) ohne Berechnung des Gradienten:

w als Linearkombination von « und v: « (;) +p <_11) = G) fiihrt auf das LGS

=1 1y . : : iy o\ (2
<2 1 1) mit der eindeutigen Losung (5) = (_%)
Es folgt: Dy f(wo,40) = (3Du — 3Du) f (20, 90) = —3-

2.) Die Richtung des steilsten Anstiegs ist die Gradientenrichtung: h =

T )
Vs \ 1 )

3.) Eshandelt sich um die Richtungen léings Hohenlinien, d.h. orthogonal zu grad f(z, yo):

1
= 1
9=+ (5)

4.) g ist die Richtung der Tangente an die Niveaulinie f(x,y) = ¢ mit ¢ = f(xo, o).

Vi(@o.yo) _
IV f(z0,y0)ll

Zo
h ist die Richtung der gréBten Steigung im Punkt Yo auf der Fliche f| (x,y) =
f(xo, v0)
x
Y
fz,y)

5.) Die Kugel rollt in die negative Gradientenrichtung \/%—6 <_51)



Aufgabe 7.2

Seien x,y, z # 0.

. 2h(y) — g(x) Wiy =242 = q
rot F = | zyf'(z) — 2zh(y) | =0 < '(2) = 2w —
zg'(x) — xf(2) g/i:v) _ f(;g = ¢
h(y) = ay+a g(x) = ma’ Koeff. Vgl =15, =0
—  f(z2) = biz+0b und  h(y) = %y S5 =Y a=
g(x) = %372 + Co f(Z) = (C1z b1 = Cq, bg =0
B flr) = 2z
F1)=2&c1=2 o) = 22
hy) = vy

Da f, g, h differenzierbar sein sollen, gelten ihre Vorschriften jeweils auf ganz R.

Aufgabe 7.3

a)f(x) = %XTAX —bTx+c= % "21 T T — Zl bjx; + ¢
1,j= i=

e aafT(:) = %(i ;i + ixi@ik) — by = iaijj —b, = Vfx)=Ax-b
i=1 i=1 =
b) ¢(a) = f(x+as) = ¢(a)=Vf(x+as)'s=a(s"As)+s"(Ax —Db)

¢ ist eine affin lineare Funktion mit positiven hochsten Koeffizienten s” As > 0. Al-
so ist ¢(«) eine nach oben gedffnete Parabel und besitzt daher ein eindeutig bestimmtes
Minimum in o* mit ¢'(a*) = 0.

ey sT(Ax — b)
af =
sTAs
c) Setze: s := -V f(x) = —(Ax — b) := —g und gehe von z zur Minimumsstelle von f

langs der Geraden durch x mit Richtung s ( siehe Teilaufgabe b)):

T T
_ *o sy, (Ax; — b) - 8 8k
Xk+1—Xk+CYkSk—Xk_—STAS Sk—Xk_gTAg k
k439K k k

Zur Illustration noch ein konkretes Beispiel:

2 0 x
- _ 2 2 _ 1
Die zugehorige Matrix A besitzt die positiven Eigenwerte \; = 2 und Ay = 4 und
ist somit positiv definit. Die Funktion f besitzt also ein Minimum und zwar im Punkt
(0,0).
Die Hoéhenlinien von f sind konzentrische Ellipsen um den Punkt (0, 0).



Durchfithrung von zwei Schritten des Gradientenverfahrens, ausgehend vom Startpunkt
(350,?/0) = (17 1)

gl = grad f(z,y) = (22,4y), xo= < 1 ) — gg=Axy = ( i ) , wobei die
Bedingung fiir den Abstieg im Punkt x in Richtung s durch

s:= —Vf(x) = —Ax := —g bereits beriicksichtigt ist.
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Blatt 7 (Tutorien)

Aufgabe 7.4

o Of 2w af _ _2-1) ot s
Es ist 5. = — Fug— und oy — +—12 ©8 existieren also in einer Umgebung von

P = (—1,2) alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von f, und sie sind dort stetig.
Somit ist f in P differenzierbar und besitzt die Ableitung

e = (e Fen) -,

Die Ableitung in Richtung des Vektors v ist daher

Duf-1.2) = (V=120 = (-1 3 (3) =3,

Aufgabe 7.5

a)

i) div U =u, + v, + w, = cos(x +y + z) —sin(zx +y + z2),

rot U = (wy — vy, Uy — Wy, Uy — Uy) T

= (sin(x +y + 2),cos(z +y + 2), —sin(z +y + 2) — cos(z +y + 2))T,

ii) div U =0, rot U= (2y— 22,2z — 2,2z — 2y)7T,

iv) divU=0, rotU=0

v) Wegen U = ¢ f mit

x2+y2+22—2_ 1 2
($2+y2+22)2 o $2+y2+22 (:L,2+y2+22)2’

x
90(557?/72) = f($7yvz) =1V
z

erhalten wir 1otU =V xU =V x (of ) =p(V x f)+ (Vp) x f.
Offenbar ist V x f =0 und ¢.(z,y, 2) = —2z(2* + y* + 2%) 72 + 8x(x* + y* + 2?)73; die
anderen partiellen Ableitungen berechnet man genauso und erhélt

8 — 2(x? + y* + 22)
($2+y2+22)3

Vo(x,y,z) = , also (Vo) x f=0.

IS

Folglich ist rot U = 0.
Fiir die Divergenz ergibt sich
divU =V -U=V-(of ) =9V -f)+(Vy) [
8 —2(x® + y? + 2%)
(l‘Q +y2 +22)3

($2+y2+22)2 ’

=3¢+ (2% +y° +2%) =



b) Wir verwenden die Darstelling A = VIV = V -V des Laplaceoperators. Aus
O, (f9) = (0, f)g + f(0z,9) folgt V(fg) = (Vf)g + f(Vg). Damit ergibt sich

A(fg)=V-(V(f9)=V-((VNHg+ f(Vg)=V-(9(V)+V-(f(Vg);

auf beide Summanden wenden wir nun die Produktregel fiir die Divergenz an (Beachte:
f und g sind skalarwertig, V f und Vg sind vektorwertig) und erhalten

=g(V- (V) +(V9) - (VH+ F(V-(V9) +(Vf) - (Vg)
=gAf+2(Vf)-(Vg) + fAg.

Aufgabe 7.6

—tsinz

a) u(z,t) =e* sin 7= = w(7,t) = —e "E, wg(a,t) = —+e'sin T

— Au—%ut:um—%utzo
b) u(r,t) = +sin(r — ct) = uy(r,t) = —% sin(r — ct)

up(r,t) = —%sin(r — ct) + Lcos(r — ct), upy(r,t) = Zsin(r — ct) — % cos(r — ct) —
Lsin(r — ct)

1 _ 2 1 _
Au — c—Qutt = Upp + ;UT — C—Qutt =0



