






Blatt 8 (Tutorien)

Aufgabe 8.4
a) Kettenregel: grad f(x, y) = J(f2 ◦ f1)(x, y) = Jf2(f1(x, y)) · Jf1(x, y)

= f ′

2(f1(x, y))· grad f1(x, y) = exy(y, x)

direkt: grad f(x, y) = grad exy = (yexy, xexy) = exy(y, x)

b) Kettenregel: Jg(x, y, z) = J(g2 ◦ g1)(x, y, z) = Jg2(g1(x, y, z)) · Jg1(x, y, z)

=





y + z x + y

1 1
cos(x + 2y + z) cos(x + 2y + z)





(

1 1 0
0 1 1

)

=





y + z x + 2y + z x + y

1 2 1
cos(x + 2y + z) 2 cos(x + 2y + z) cos(x + 2y + z)





direkt: Jg(x, y, z) = J





xy + xz + y2 + yz

x + 2y + z

sin(x + 2y + z)





=





y + z x + 2y + z x + y

1 2 1
cos(x + 2y + z) 2 cos(x + 2y + z) cos(x + 2y + z)





c) direkt: Jk(t) = J





sin t cos t

sin3 t

cos2 t



 =





cos2 t − sin2 t

3 sin2 t cos t

−2 cos t sin t





Kettenregel: mit k2(x, y) =





xy

x3

y2



 und k1(t) =

(

sin t

cos t

)

gilt

Jk(t) = J(k2 ◦ k1)(t) = Jk2(k1(t)) · Jk1(t)

=





cos t sin t

3 sin2 t 0
0 2 cos t





(

cos t

− sin t

)

=





cos2 t − sin2 t

3 sin2 t cos t

−2 cos t sin t





d) direkt: grad h(u, v) = grad (3uv(u + v)2 + 2u2v2 − (u + v))

= (3v(u + v)2 + 6uv(u + v) + 4uv2 − 1, 3u(u + v)2 + 6uv(u + v) + 4u2v − 1)

Kettenregel: mit h2(x, y) = 3xy2 + 2x2 − y und h1(u, v) =

(

uv

u + v

)

gilt

grad h(u, v) = J(h2 ◦h1)(u, v) = Jh2(h1(u, v)) ·Jh1(u, v) = grad h2(h1(u, v)) ·Jh1(u, v)



= (3(u + v)2 + 4uv, 6uv(u + v) − 1)

(

v u

1 1

)

= (3v(u + v)2 + 6uv(u + v) + 4uv2 − 1, 3u(u + v)2 + 6uv(u + v) + 4u2v − 1)

e) direkt: Jp(u, v) = J

(

uv2 sin u

u2v7 sin u

)

=

(

v2(sin u + u cos u) 2uv sin u

v7(2u sinu + u2 cos u) 7u2v6 sin u

)

Kettenregel: mit p2(x, y, z) =

(

xz

x2y2z

)

und p1(u, v) =





uv

v2

v sin u



 gilt

Jp(u, v) = J(p2 ◦ p1)(u, v) = Jp2(p1(u, v)) · Jp1(u, v)

=

(

v sin u 0 uv

2uv6 sin u 2u2v5 sin u u2v6

)





v u

0 2v
v cos u sin u





=

(

v2(sin u + u cosu) 2uv sin u

v7(2u sinu + u2 cos u) 7u2v6 sin u

)

Aufgabe 8.5
a)
f = 2x3 − 5x2 + 3xy − 2y2 + 9x − 9y − 9 ⇒ f(1,−1) = 1
fx = 6x2 − 10x + 3y + 9 ⇒ fx(1,−1) = 2
fy = 3x − 4y − 9 ⇒ fy(1,−1) = −2
fxx = 12x − 10 ⇒ fxx(1,−1) = 2
fxy = 3 ⇒ fxy(1,−1) = 3
fyy = −4 ⇒ fyy(1,−1) = −4
fxxx = 12 ⇒ fxxx(1,−1) = 12
fxxy = 0 ⇒ fxxy(1,−1) = 0
fxyy = 0 ⇒ fxyy(1,−1) = 0
fyyy = 0 ⇒ fyyy(0, 0) = 0

⇒ T3(x, y; 1,−1) = 1+2(x−1)−2(y+1)+(x−1)2 +3(x−1)(y+1)−2(y+1)2+2(x−1)3

Es gilt sogar f(x, y) = T3(x, y; 1,−1), da f Polynom 3. Grades ist.
b)
Mit der Tangentialebene T1(x, y; 1,−1) = 1 + 2(x − 1) − 2(y + 1) ist der Fehler:

|f(0, 0) − T1(0, 0; 1,−1)| = | − 9 − (1 + 2(0 − 1) − 2(0 + 1))| = 6 .

Die Fehlerabschätzung nach der Restgliedformel von Lagrange mit
x = (0, 0)T , x0 = (1,−1)T und ξ = x0 + Θ(x− x0) = (1−Θ,−1 + Θ)T , wobei Θ ∈ [0, 1]
gilt, ergibt

|f(0, 0)− T1(0, 0; 1,−1)| = |R1(0, 0; 1,−1)|

= 1
2
|fxx(ξ) · (0 − 1)2 + 2fxy(ξ) · (0 − 1)(0 + 1) + fyy(ξ) · (0 + 1)2|

= 1
2
|(12(1 − Θ) − 10) · 1 + 2 · 3 · (−1) + (−4) · 1|

= 2|2 + 3Θ| ≤ 10 .



Aufgabe 8.6
a)
i)

f = ex−y cos x sin y ⇒ f(0, 0) = 0
fx = ex−y(cos x sin y − sin x sin y) ⇒ fx(0, 0) = 0
fy = ex−y(cos x cos y − cos x sin y) ⇒ fy(0, 0) = 1
fxx = ex−y(−2 sin x sin y) ⇒ fxx(0, 0) = 0
fxy = ex−y(sin x sin y − sin x cos y − cos x sin y + cos x cos y) ⇒ fxy(0, 0) = 1
fyy = ex−y(−2 cos x cos y) ⇒ fyy(0, 0) = −2
fxxx = ex−y(−2 cos x sin y − 2 sin x sin y) ⇒ fxxx(0, 0) = 0
fxxy = ex−y(−2 sin x cos y + 2 sinx sin y) ⇒ fxxy(0, 0) = 0
fxyy = ex−y(2 sin x sin y − 2 cosx cos y) ⇒ fxyy(0, 0) = −2
fyyy = ex−y(2 cosx sin y + 2 cos x cos y) ⇒ fyyy(0, 0) = 2

⇒ T3(x, y; 0, 0) = y + xy − y2 − xy2 + y3

3

ii)

cos x = 1 − x2

2
+ x4

4!
∓ · · · , sin y = y − y3

6
+ y5

5!
∓ · · · ,

ex−y = 1 + (x − y) + (x−y)2

2
+ (x−y)3

6
+ (x−y)4

4!
+ · · ·

⇒ f(x, y) =
(

1 − x2

2
± · · ·

) (

y − y3

6
± · · ·

) (

1 + (x − y) + (x−y)2

2
+ (x−y)3

6
+ · · ·

)

=
(

y − y3

6
− x2y

2
+ · · ·

) (

1 + x − y + x2

2
− xy + y2

2
+ · · ·

)

= y + xy − y2 + x2y

2
− xy2 + y3

2
− y3

6
− x2y

2
+ · · ·

= y + xy − y2 − xy2 + y3

3
+ Terme höherer Ordnung

b)

g(x, y, z) =
xyz2

1 − x2z
= xyz2

∞
∑

n=0

(x2z)n = y

∞
∑

n=0

x2n+1zn+2 = y

∞
∑

n=1

x2n−1zn+1,

h(x, y) = arctan(x2 + 4xy − y5) =

∞
∑

n=0

(−1)n

2n + 1
(x2 + 4xy − y5)2n+1.


