Blatt 9 (Horsaaliibung)

Aufgabe 9.1

a)

grad f(z,y) = (22(242? - Ty), -T2+ 2) =0 => = 0v242®* - Ty = 0. Ausz =0
folgt sofort y = 0, und damit erhiilt man den stationdren Punkt (xo,y0) = (0,0).
Aus 2422 — Ty = 0 folgt 2y = '“5;: = —722 + ¥ = 0 = 7 = 0. Einziger
stationidrer Punkt ist also (0, 0).

14422 — 14y —14x 0 0
Hfen) = (4 2l M ) = H0,0) = (0
semidefinit, und das hinreichende Kriterium ist nicht anwendbar. Die notwendige
Bedingung lisst fiir den stationdren Punkt (g, yo) = (0, 0) noch die Miglichkeiten
Minimum oder Sattelpunkt zu.

ist (echt) positiv

Auf der Geraden z = 0 wird die Funktion beschrieben durch

gly) = f(0,y) =3*.

Fiir y = 0 besitzt g ein striktes lokales Minimum.

Alle anderen Ursprungsgeraden kénnen durch y = ar mit a € R dargestellt wer-
den, und die Funktion wird dann durch

h(z) := f(z,az) = 122" — Taz® + a’s®
beschrieben. Man erhilt
W(z) = 482° — 21az® + 2a’z = K'(0) =0

und
h'(z) = 144z® — 42ax + 2a® = RK"(0)=2a* > 0.

Damit besitzt h fiir £ = 0 ein striktes lokales Minimum.
Auf der Parabel y = az? hat die Funktion die Gestalt
p(x) := f(z,a2®) = 122" — Taz' + a®z* = 2% (a* — Ta + 12) = 2% (a — 3)(a — 4) .

Damit erhilt man

plr) = 42%a-3)a-4) = p(0) = 0
p'(z) = 122%a—-3)(a=4) = p"0) = 0
p"(z) = 24c(a—3)(a—4) = p"(0) = 0
p"z) = 2a-3)a—-4) = p"(0) = (a—3)(a—4).

Fiir a € [3,4] ist p"(0) < 0 und in = 0 liegt ein striktes Maximum vor. Fiir
a & [3,4] ist p™'(0) > 0 und in z = 0 liegt ein striktes Minimum vor.

Bei dem stationdren Punkt (0,0) handelt es sich also um einen Sattelpunkt.
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Aufgabe 9.2

a)

b)

c)

Es gilt f(—1,1) =0= f(-3,1) und f(-1,0) = L.
Damit liegen (zo,y0) = (—1,1) und (z,31) = (—3, 3) auf der Hohenlinie f(x,y) =
0.

grad f(z,y) = (32% — 6zy + 3y? + 4z — 4y — 2, —32? + 6zy — 3y* — dz + 4y)

11

= grad f(—1,1) = (2, —4) und gradf{-i, 5} =(-3,1)

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen 1t sich daher die Héhenlinie in (g, yo)
und auch in (z,,y;) sowohl nach z als auch nach y lokal durch eine C'-Funktion
parametrisieren.

Im Punkt (zq,40) = (—1,1) sei die Héhenlinie lokal nach = parametrisiert durch

g(z), d.h. es gilt g(—1) = 1 und f(z, g(x)) = 0 in entsprechenden Umgebungen

um die Punkte zp = —1 und yp = 1. Gesucht ist der Winkel ap zwischen der
Tangente von g im Punkt xy = —1 und der z-Achse, also
=q = ‘fZ{_Ll)-_i—l = o Tod A T o] o
tanag = g'(—1) = L) e = oy = 0.46365 = 26.565°.
Im Punkt (z1,31) = (—3,3) sei die Hohenlinie lokal nach = parametrisiert durch
h(z), d.h., es gilt h(—3) = 3 und f(z, h(z)) = 0 in entsprechenden Umgebungen
um die Punkte z; = —% und 4 = —%. Gesucht ist der Winkel a, zwischen der
Tangente von h im Punkt 2, = —1 und der z-Achse, also
5 f :l:[_lr -l} -3
tanay = h'(—=) = ———22- = —— = 3 = oy = 1.249 = 71.565°,
2 fo(=3:3) 1

Die gesuchte Richtungsableitung ist eine Ableitung lings einer Hohenlinie. Daher
hat sie den Wert 0.

Aufgabe 9.3

B

u(z,y) = — 2y + 2v(z,y)? = P(z,y) =1+ 4v(z,y)2(z,y)

o(z,y) =u(z,y)? -3z —y = &(z,y) = 2u(z,y) &z, y) — 3

Einsetzen liefert:

X144 =1+w2ufE -3)=1+8uwP —120 = =102 ] _guy+£0

du

i

=2ul —3=2u(l+4P)-3=2u+8uwf -3 = L=23 1 _guw#0

8r = 1—Buwn?



Aufgabe 9.4
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Blatt 9 (Tutorien)

Aufgabe 9.5
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i) glx,y,2) = ‘f-xz-!-yi-'-r‘_(z +S5z* 4z 4+ 4

grad s(m,y,z] = (8, 2y -4z, -Ay+10z-0) =0 = z=0,y=4,2=2

8 0 0
Hj{z,y,z] = ( Do 2 -4 ) positiv definit (alle Hauptabschnittsdeterminanten positiv)
0 =4 10

8 0 8 0 0
det(B) = 8, det ( 0 2 ) =16, det| O 2 -4 | =32
: 0 -4 10

Lokales Minimum bei (0, 4, 2)7
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Aufgabe 9.6

a)

Eine Probe ergibt, dafl der gegebene Punkt (3, 1) tatsichlich die Gleichung f(3,1) =
0 mit f(z,y) = 2% — 2zy — y* — 2z + 2y + 2 erfiillt.

grad f(z,y) = (22 — 2y — 2, —2z — 2y + 2) = grad f(3,1) = (2, —6)

Da f.(3,1) = 2 # 0, ist f(xr,y) = 0 nach dem Satz {iber implizite Funktionen
lokal nach z auflésbar, d. h. es gibt lokal eine C'-Funktion h mit h(1) = 3 und
F(h(y),y) = 0.

Die Ableitungen von h im Punkt ¥ = 1 berechnen sich durch Differenzieren der
Gleichung

F(hy),y) = h(y)® — 2yh(y) —y* — 2h(y) + 2y +2=0

nach y unter Beriicksichtigung von (1) = 3:

2h{y)h' (y) — 2h(y) — 2yh'(y) — 2y — 2K (y) +2=0

= 6h'(1) — 6 —2h'(1) —2 - 2K (1) +2=0= R'(1) = 3.
Nochmaliges Differenzieren ergibt:

2K (y))? + 2h(y)W"(y) — 2K (y) — 2K (y) — 2yh" () — 2 — 20" (y) = 0
— 18 4+ 6h"(y) — 6 — 6 — 2h"(y) — 2 — 2h"(y) = 0 = h"(1) = -2,

To(y, ) =3+3y-1) - (y—-1P2=-*+5y—-1

Fasse 22 — 2zy — y* — 2z + 2y + 2 = 0 als quadratische Gleichung in z auf:

2 —2y+ Nz -y +2y+2=0= 22 -2(y+1)z+(y+ 1% = (y+1)2+y2—2y—2
= (r—(y+1))2=2P-1=2=y+1£ /22 -1

Wegen h(1) = 3 kommt nur die positive Wurzel in Frage. Der maximale Definiti-
onsbereich D ergibt sich aus der Bedingung 2y? — 1 = 0. Wir erhalten also

h(y) =y + 1+ +/2y? — 1 mit D=]R'\] —%,%[,

Die unter a) berechneten Ableitungen kénnen nun bestétigt werden:

oz o
Y W(1)=3, K'(y) = e = (1) = 2.

v2y* =1 (2y* —1)2

Miy)=1+
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Aufgabe 9.7
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