
Blatt 10 (Hörsaalübung)

Aufgabe 10.1

a) Die Funktion g ist offensichtlich stetig differenzierbar. Weiter ist

g(ln 2, π

2
) =

(

cosh(ln 2) cos π

2

sinh(ln 2) sin π

2

)

=

(

0
sinh(ln 2)

)

=

(

0
3/4

)

,

denn sinh(ln 2) = 1

2
(eln 2 − e− ln 2) = 1

2
(2 − 1

2
) = 3

4
. Schließlich gilt

g ′(x, y) =

(

sinh x cos y − cosh x sin y
cosh x sin y sinh x cos y

)

,

und damit ist

g ′(ln 2, π

2
) =

(

0 − cosh(ln 2)
cosh(ln 2) 0

)

invertierbar, denn cosh(ln 2) = 1

2
(2 + 1

2
) = 5

4
6= 0.

Der Satz über die inverse Funktion liefert daher die Behauptung und außerdem

(

g−1
)′

(0, 3

4
) =

(

g ′(g−1(0, 3

4
))

)−1
=

(

g ′(ln 2, π

2
)
)−1

=

(

0 −5/4
5/4 0

)−1

=

(

0 4/5
−4/5 0

)

.

b) Die Funktion g ist überall stetig differenzierbar und für alle (x, y) ist

det g ′(x, y) = (sinh x cos y)2 + (cosh x sin y)2 .

Diese Determinante wird also nur dann 0, wenn sinh x cos y = 0 und cosh x sin y = 0
gilt. Für x > 0 ist dies gleichbedeutend mit cos y = 0 und sin y = 0, kann also nie
eintreten. Folglich ist für x > 0 die Matrix g ′(x, y) stets regulär. Der Satz über die
inverse Funktion liefert nun die lokale Invertierbarkeit.
Die Funktion g ist aber nicht injektiv (auch nicht auf der Menge { (x, y) : x > 0 }, wo g
ja überall lokal invertierbar ist), denn g(x, y + 2π) = g(x, y).

Aufgabe 10.2

a) K lässt sich beschreiben durch die Gleichung

(x − 1)2 + (y + 1)2 + (z − 2)2 = 1

Daher lässt sich K ∩ E beschreiben durch das Gleichungssystem

(x − 1)2 + (y + 1)2 = 1

z = 2

Da auch für E ∩F die Beziehung z = 2 gelten muss, genügt es, das Extremwertproblem
in der z = 2 – Ebene zu untersuchen. Äquivalent zur Mini- bzw. Maximierung des
Abstandes ist die Mini- bzw. Maximierung des Abstandquadrates, was wir im folgenden



tun werden. Da für alle Punkte auf der Geraden E ∩ F die Beziehung y = x + 2 gelten
muss, müssen wir also stationären Punkte der Funktion

f(x, y, t) =
∥

∥

∥

(

x
y

)

−
(

t
t + 2

)

∥

∥

∥

2

= (x − t)2 + (y − t − 2)2

unter der Nebenbedingung

g(x, y, t) = (x − 1)2 + (y + 1)2 − 1 = 0

suchen.
Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch F (x, y, t, λ) = f(x, y, t) + λg(x, y, t), und die
notwendige Bedingung lautet:

∇F (x, y, t, λ) =









2(x − t) + 2λ(x − 1)
2(y − t − 2) + 2λ(y + 1)
−2(x − t) − 2(y − t − 2)
(x − 1)2 + (y + 1)2 − 1









=









0
0
0
0









.

Aufgrung der dritten Gleichung muss (x− t) = −(y − t− 2) sein. Ersetzt man daher in
der ersten Gleichung (x− t) durch −(y − t− 2) und addiert dann die zweite Gleichung,
so erhält man

2λ(x + y) = 0

Da λ 6= 0 sein muss (anderenfalls wäre x = t und y = t + 2, was für alle t ∈ R einen
Widerspruch zur vierten Gleichung verursachen würde), folgt

y = −x

Diese Beziehung eingesetzt in die dritte Gleichung liefert

t = −1

Die beiden letzten Beziehungen eingesetzt in die vierte Gleichung ergibt x2 −2x+ 1

2
= 0

=⇒ x1,2 = 1 ± 1√
2

=⇒ y1,2 = −1 ∓ 1√
2
.

Damit sind P1 = (1 + 1√
2
,−1 − 1√

2
, 2) und P2 = (1 − 1√

2
,−1 + 1√

2
, 2) Kandidaten

für Punkte auf dem Kreis mit extremalem Abstand von der Geraden. Da der Ab-
stand eines Punktes zu einer Geraden stetig von dem Punkt abhängt und die Menge
g(x, y) = 0 kompakt ist, werden Maximum und Minimum tatsächlich auch angenom-
men. Da

√

f(P1,−1) = 1+2
√

2 und
√

f(P2,−1) = −1+2
√

2 gilt, wird somit im Punkt
P1 der maximale Abstand und im Punkt P2 der minimale Abstand angenommen.

b) Die Punkte extremalen Abstandes liegen auf der Lotgeraden des Mittelpunktes
M = (1,−1, 2) des Kreises K ∩ E auf die Gerade E ∩ F , also auf y = −x in der
z = 2 – Ebene. Eingesetzt in die Kreisgleichung ergeben sich wie unter a) P1 und
P2. Der maximale Abstand ist gleich dem Abstand von M zu E ∩ F , also 2

√
2, plus

dem Kreisradius r = 1. Entsprechend ergibt sich der minimale Abstand als 2
√

2 minus
Kreisradius.



Aufgabe 10.3

a) Da die Menge {x ∈ Rn | |x| = 1} kompakt ist, gibt es mindestens einen Punkt
x, an dem die Funktion f unter der Nebenbedingung |x| = 1 maximal wird.
Sei g(x) := |x|2−1. Dann wird das absolute Maximum von f unter der Nebenbedingung
|x| = 1 an einem Punkt x angenommen, der Lösung des Gleichungssystems

∇f(x) = λ∇g(x)

|x|2 = 1

ist. Wegen ∇f(x) = 2Ax und ∇g(x) = 2x ist die erste Gleichung des obigen Gleichungs-
systems äquivalent zur Gleichung

Ax = λx

Die Lösungen des obigen Gleichungssystems sind daher alle Eigenvektoren von A mit
Betrag 1. Da f für jeden Eigenvektor von A mit Betrag 1 als Funktionswert den zugehöri-
gen Eigenwert hat, ist somit das absolute Maximum von f unter der Nebenbedingung
|x| = 1 der größte Eigenwert von A.

b) Da die Menge {x ∈ Rn | |x| = 1 und 〈x, u〉 = 0} ebenfalls kompakt ist, exis-
tiert das gesuchte Maximum. Es wird an einem Punkt x angenommen, der Lösung des
Gleichungssystems

∇f(x) = λ∇g(x) + ν∇h(x)

|x|2 = 1

ist, wobei h(x) = 〈x, u〉 ist. Wegen ∇h(x) = u ist die erste Gleichung des obigen
Gleichungssystems äquivalent zur Gleichung

Ax = λx + 1

2
νu

Wegen 〈x, u〉 = 0, 〈u, u〉 = 1 und 〈Ax, u〉 = 〈x, Au〉 (A ist symmetrisch), und da u ein
Eigenvektor von A ist, folgt

ν = ν〈u, u〉 = 〈νu, u〉 = 〈2Ax − 2λx, u〉 = 2〈Ax, u〉 − 2λ〈x, u〉
= 2〈Ax, u〉 = 2〈x, Au〉 = 2〈x, αu〉 = 2α〈x, u〉 = 0,

also
Ax = λx.

c) Die algebraische Vielfachheit des größten Eigenwertes von A muss 1 sein, denn sonst
wäre µ gleich dem größten Eigenwert von A.








