Blatt 10 (Horsaaliibung)

Aufgabe 10.1
a) Die Funktion g ist offensichtlich stetig differenzierbar. Weiter ist

g(n2,3) = (Z?EEEE 3% Sﬁf : ) B (sinh(()ln 2)) - (394) ’

2

denn sinh(In2) = (™% —e712) =

(2 — 1) = 3. SchlieBlich gilt

1
2 2

9'(z,y) = (

sinhxcosy —coshxsiny
coshzsiny sinhxzcosy /)’

und damit ist (n2)
/ T _ 0 —cosh(In 2
g'(In2,3) = (cosh(ln 2) 0 )

invertierbar, denn cosh(In2) = (24 3) = 3 # 0.
Der Satz iiber die inverse Funktion liefert daher die Behauptung und auflerdem

(97 (0.5 =(g"(¢710.3)) " = (9'm2,5)) " = (594 —%/4> _ (_2/5 4(/)5) |

b) Die Funktion g ist iiberall stetig differenzierbar und fiir alle (z,y) ist
det g'(x,y) = (sinhx cosy)? + (cosh zsiny)?.

Diese Determinante wird also nur dann 0, wenn sinhxcosy = 0 und coshxsiny = 0
gilt. Fiir z > 0 ist dies gleichbedeutend mit cosy = 0 und siny = 0, kann also nie
eintreten. Folglich ist fir z > 0 die Matrix g'(z,y) stets regular. Der Satz iiber die
inverse Funktion liefert nun die lokale Invertierbarkeit.

Die Funktion g ist aber nicht injektiv (auch nicht auf der Menge { (z,y) : 2 >0}, wo g
ja tiberall lokal invertierbar ist), denn g(x,y + 27) = g(z, y).

Aufgabe 10.2
a) K lasst sich beschreiben durch die Gleichung
(=12 +y+1)°+(2-2)?2=1
Daher lidsst sich K N E beschreiben durch das Gleichungssystem
(z-1)>*+@y+1)?*=1
Da auch fiir EN F' die Beziehung z = 2 gelten muss, geniigt es, das Extremwertproblem

in der z = 2 — Ebene zu untersuchen. Aquivalent zur Mini- bzw. Maximierung des
Abstandes ist die Mini- bzw. Maximierung des Abstandquadrates, was wir im folgenden



tun werden. Da fiir alle Punkte auf der Geraden E N F' die Beziehung y = x + 2 gelten
muss, miissen wir also stationdren Punkte der Funktion

tawn=|(0) - (s ) [0t ra-t-2

unter der Nebenbedingung

suchen.
Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch F(z,y,t,\) = f(z,y,t) + Ag(x,y,t), und die
notwendige Bedingung lautet:

2(x —t) +2A\(z — 1)
2y —t—2)+2\(y+1)
—2(x—1t)—2(y—t—2)
(z =12+ (y+1)? -1

VF(z,y,t,\) =

o O OO

Aufgrung der dritten Gleichung muss (z —t) = —(y —t — 2) sein. Ersetzt man daher in
der ersten Gleichung (z —t) durch —(y —t — 2) und addiert dann die zweite Gleichung,
so erhélt man

2Mz+y) =0

Da A # 0 sein muss (anderenfalls wire z = ¢ und y = t + 2, was fiir alle ¢ € R einen
Widerspruch zur vierten Gleichung verursachen wiirde), folgt

y=-—x
Diese Beziehung eingesetzt in die dritte Gleichung liefert
t=-1

Die beiden letzten Beziehungen eingesetzt in die vierte Gleichung ergibt 22 — 2z + % =0

1 1
:>x1’2:1iﬁ:>y1’2:_1:!:ﬁ.
Damit sind P, = (1 + %,—1 — %,2) und P, = (1 — %,—1 + %,2) Kandidaten
fiir Punkte auf dem Kreis mit extremalem Abstand von der Geraden. Da der Ab-
stand eines Punktes zu einer Geraden stetig von dem Punkt abhéngt und die Menge
g(z,y) = 0 kompakt ist, werden Maximum und Minimum tatséchlich auch angenom-

men. Da \/f(P, —1) = 1+2v2 und \/f(P,, —1) = —1+2v/2 gilt, wird somit im Punkt

P, der maximale Abstand und im Punkt P, der minimale Abstand angenommen.

b) Die Punkte extremalen Abstandes liegen auf der Lotgeraden des Mittelpunktes
M = (1,—1,2) des Kreises K N E auf die Gerade F N F, also auf y = —z in der
z = 2 — Ebene. Eingesetzt in die Kreisgleichung ergeben sich wie unter a) P; und
P,. Der maximale Abstand ist gleich dem Abstand von M zu E N F, also 2v/2, plus
dem Kreisradius = 1. Entsprechend ergibt sich der minimale Abstand als 21/2 minus
Kreisradius.



Aufgabe 10.3

a) Da die Menge {x € R" | |x| = 1} kompakt ist, gibt es mindestens einen Punkt
z, an dem die Funktion f unter der Nebenbedingung |z| = 1 maximal wird.
Sei g(x) := |z|*—1. Dann wird das absolute Maximum von f unter der Nebenbedingung
|| = 1 an einem Punkt x angenommen, der Losung des Gleichungssystems

ist. Wegen V f(x) = 2Ax und Vg(z) = 2z ist die erste Gleichung des obigen Gleichungs-
systems dquivalent zur Gleichung
Ax = Mz

Die Losungen des obigen Gleichungssystems sind daher alle Eigenvektoren von A mit
Betrag 1. Da f fiir jeden Eigenvektor von A mit Betrag 1 als Funktionswert den zugehori-
gen Figenwert hat, ist somit das absolute Maximum von f unter der Nebenbedingung
|z| =1 der grofite Eigenwert von A.

b) Da die Menge {x € R" | || =1 und (x,u) = 0} ebenfalls kompakt ist, exis-
tiert das gesuchte Maximum. Es wird an einem Punkt x angenommen, der Losung des
Gleichungssystems

Vf(x) =AVg(z)+vVh(x)

af? = 1

ist, wobei h(z) = (z,u) ist. Wegen Vh(z) = u ist die erste Gleichung des obigen
Gleichungssystems dquivalent zur Gleichung

Ax =z + %l/u

Wegen (z,u) =0, (u,u) =1 und (Az,u) = (x, Au) (A ist symmetrisch), und da u ein
Eigenvektor von A ist, folgt
v = v(u,u) = (vu,u) = (2Ax — 2 z,u) = 2(Ax,u) — 2\ (z, u)
2(Az,u) = 2(x, Au) = 2(x, au) = 2a(x,u) = 0,

also

Az = d\x.

c) Die algebraische Vielfachheit des grofiten Eigenwertes von A muss 1 sein, denn sonst
ware p gleich dem grofiten Eigenwert von A.



Blatt 10 (Tutorien)
Aufgabe 10.4
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10. 4 b)

kotiovat Iunhte vow € o e vou M,
gvradl filx,¢) = {lx"+2x~2r1)e"’—9-1fex): o

D (0,0) smd (-2,0) sind stat. PAR Lo Taerern

floyo) = ﬂ"} $(-2,0) = 4ao-2
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h(z,52) = z+y+z
(@,,2) = 2 —y* -1

-0

1(:{:,1;, z) = Ix4z-1
den Ansafz:
F(z,y,2) = Wiz, y,2) + Aplz, v, 2) + ”1(::;, ¥, z)
Wir erhalten:

LN W 1

oz fh T = (1)

LI W

f}_ﬁ!‘f - y - {2]

aF )

--iE — ]_ - = [_! [,j}

dar .

E - :E.'z'—yz—l={} '["I]'

dr

H_ﬂ- = 2r+z-1=0 {5]
(3) ergibt = —1. Dies setzen wir in (1) ein. Wir erhalten 2Az = 1. Wir sefzen

in (2) dies fiir 1 ein. Es mul also A = 0 oder # = y sein. Ersteres steht im
Widerspruch zu (2) und letzteres zu (4). Es gibf somit keine Extrema unter
diesen Nebenbedingungen.

|



Aufgabe 10.5

a) Die Rechnungen sind wesentlich einfacher, wenn man zuniichst eine Koordinaten-
transformation durchfiihrt, so dass in den neuen Koordinaten die Hyperbel in Normal-
form vorliegt. Eine solche Koordinatentransformation ist zuliissig, da sie bekanntlich
eine orthogonale Abbildung ist und daher alle Abstiinde gleich lisst.

Sei f(x,y) = 2* + y* (= Quadrat des Abstandes vom Ursprung zu beliebigen Punkt
in der zy-Ebene) und g(z,y) = 92° — y* — 225 = 0 (Gleichung der Hyperbel nach der
Koordinatentransformation) die Nebenbedingung. Mit der Lagrange-Funktion

F(z,y,\) = 2% + y* + M9z® — y* — 225)

erhalten wir

2z + 18Xz
VF(z,y,)) = 2y — 2)y =0
972 — 3y — 225
1. Fall: Fiir r =0 ist y # 0 = y*® = —225 — keine reelle Losung.
2. Fal: A= -9 = y =0 = 922 = 225 = z = +5. Der kiirzeste Abstand der

Hyperbel zum Ursprung ist 5.
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