Aufgabe 3

a) Das Kreuzprodukt ist ein inneres Produkt in R* (bzw. in C?). Das heifit es bildet

b)

zwei Vektoren des R3 auf einen Vektor des R? ab. Die Abbildungsvorschrift steht
auf dem Aufgabenblatt. Wie man leicht sieht gilt ¥ x y = —y x .

Zur Geometrie: Wie man im Teil d) nachrechnet, steht der resultierende Vek-
tor @ x y senkrecht auf ¥ und auf y. Die Lénge des Vektors & x i gleicht der
zweidimensionalen Fléache des Vierecks 0, %, 7 + 4/, y.

Das Skalarprodukt bildet zwei Vektoren des R?® nach R ab durch Z - = zy; +
T2Y2 + T3Ys3.

Zur Geometrie: Das Ergebnise ist gleich dem Produkt der Lingen von 7 und ¢ mal
dem Cosinus des Winkles Z(Z,¥), d.h. etwa wenn # und ¢ in die selbe Richtung
zeigen ist der Cosiuns gleich 1, stehen sie senkrecht, so ist er 0, und ist ihr Winkel
grofler als /2, dann ist er negativ.

Das Spatprodukt bildet drei Vektoren des R? nach R ab. Wie man in Teil d) nach-
rechnet, ist es egal, ob man links oder rechts das Kreuzprodukt nimmt. Lediglich
das vertauschen zweier vektoren veréndert das Vorzeichen des Produktes, also gilt
(X xY) 2= —(yxZ)-Z (siehe Kreuzprodukt). Zur Geometrie: Das Spatprodukt
gibt das dreidimensionalen Volumens des Spats (oder Parallelepipeds), der von
den Vektoren aufgespannt wird.

Die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl geht komponentenweise.
Der Vektor wird um diesen Faktor gestreckt bzw. gestaucht.
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Die zweite Rechnung geht analog.
d) Zu zeigen ist, dass <f X 1, :E’> =0:

Ty T2Y3 — T3Y2
(Bxy, T)=| z2 || w331 — 2193 | = 21 (@2y3—2392)+ T2 (231 —21Y3) +23(21Y2—22y1 )=0.
T3 T1Y2 — T2Y1

Damit ist auch ¢ x ¥ senkrecht zu 3 und somit auch ¥ x yy = —y x 7.
e)
T2Ys — T3Y2 21
(Txy)-Z=|z3y1 —a1ys |) - | 22
T1Y2 — T2Y1 Z3

= (zoys — 23Y2) 21 + (3y1 — T1Y3) 22 + (T1Y2 — T2Y1)23
= T1Y223 + T2Y321 + T3Y122 — T1Y322 + TaY123 + T3Y221.

T Y223 — Y322
T-(Yx2)= x| | ysz1 — 23
xs3 Y122 — Y221
= 21(Yo23 — Y322) + T2(y321 — Y123) + 3(Y122 — Y221)
= X1Y223 + TalY321 + T3Y122 — T1Y322 + TaY123 + T3Y221-
223 — 23T2 Y1
(ZxZ)-y= 221 — 2123 | - | v2
21T — 22X1 Y3

= (2023 — 23%2)21 + (2321 — 2103) 22 + (2102 — 2221) 23

= T1Y223 + T2Y321 + T3Y122 — T1Y322 + TaY123 + T3Y221.

Aufgabe 4 Wir beniitzen das Verfahren nach Gram-Schmidt. Der erste Vektor u;
ist ein Vielfaches (auf Norm 1 gestreckt bzw. gestaucht) des ersten gegebenen Vektors.
Jeder weitere Vektor ist Orthogonal zu allen schon dagewesenen.

Wir berechnen im Folgenden erst Vektoren v;, die in die richtige Richtung gehen. Nach
Normierung erhalten wir die gesuchten Vektoren u; der ONB.

a)

1
. L U1 U1 1. 1 —1
U] =11, U = o = =z =z
L e T Triairr 2t 2| 1
—1

Den zweiten Vektor setzen wir vy := 1o — atl; mit a = <372,11’1> = %(5 —-14+41-1)=2.
Also
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Den dritten Vektor setzen wir U3 := y3—bti; —ctis mit b = <373, 711> = %(—3+3+1+3) =2
und ¢ = (g3, Uz) = \%(—6 —3+0-3)=—-2V6. Also

-3 1 2
I - -1 1|
U3z = 1 - 1 + 2 0 = 0.
-3 -1 1

Damit liegt %3 schon in Lin(#, ¢2), weshalb Lin(y, %5, 73) = Lin(#,%s). Folglich ist
{1y, Wy} schon die gesuchte ONB.

b) Fiir die gegebenen Vektoren 7y, 7y, ¥5 ergibt sich

1 R 1
hi=T,=10 qj’l~—_vl _ 1 0
1: =21 = ) =T = ,
: ol ~ V2
und wegen
2 1
0 1
erhalten wir
T G T 2 2 (1 L . Ty 1 (1
Vg 1= Ty T 1= 21 — = 0 = 27 , Uy 1= — - 2
HUIH 0 2 1 1 ||U2|| \/6 1

(Beachte: Es gilt ||T,| = (|1]> + |2i|*> + |-1/*)"/? = V/6.) Fiir die Berechnung von
brauchen wir die Skalarprodukte

5 1
(75,0 =(|3i],[0])=5-T+3i-0+1-T=6,
1

5 1
(Tg,00) = (|3i ], 20 |)=5-T+3i-2i+1-(=1)=5-6i*—1=10.
1 —1

Damit ergibt sich dann

2 5 1 1 1
6 10 1
_)3:_)3—2@371)2)%: 3t 3 0 -5 2t | ==-|—11],
el O 1 1 -1 —1
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Aufgabe 2 a) Die Aussage ist richtig: Da die Gleichung fiir alle y € V' gilt, also
insbesondere fiir y = x, haben wir (x,z) = 0. Nach Definition des Skalarprodukts kann
dies aber nur fiir x = 0 der Fall sein.

b) Die Aussage ist falsch: Wir betrachten den Vektorraum V := C?. Dort sind # := ¢}
und ¥ := €5 linear unabhéangig, und genauso ¥ und z := é5. Die Vektoren 3 und 2" sind
jedoch nicht linear unabhéngig, denn y — 2" = 0.

c) Die Aussage ist wahr: Ware namlich L(xq,...,z,) =V, so hitten wir (y,z) = 0 fiir
alle x € V. Aus a) folgte dann unmittelbar y = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung.

d) Die Aussage ist falsch: Man betrachte V := C! mit z := 0, y := 0 und 2z := 1.

e) Die Aussage ist wahr: Ist f nicht injektiv, so gibt es z1,22 € V mit x; # x5 und
f(z1) = f(zy). Fiir z := x; — x5 bedeutet dies aber z # 0, und wegen der Linearitét

von fist f(z) = f(z1 —x9) = f(z1) — f(22) = 0.

f) Die Aussage ist falsch: Als Gegenbeispiel betrachten wir V := C!, die durch f(z) := z
gegebene lineare Abbildung und y := 1. Dann ist die Abbildung g nicht linear, denn es

gilt g(=y) = [[f(=D = -1 =1# -1 =—[1f| = | f (W) = —g(v)-

Aufgabe 3 a) Diese Abbildung ist linear, denn es gilt

()4 (2 =r(Gm e = (o e G
I _ = | t(Axy+22) + (A\y1 + 1o
Y1 Yo AY1 + Yo 3(\xy + 29) — 4i( Ay + 1)

Ty TYa - 7
=A| wi+y | + | ix2+ye :)\f(( ))+f(( ))
31[1 — 4Zy1 3.’13'2 — 4@3/2 4 b2

b) Diese Abbildung ist nicht linear, denn f(0) # 0. Bei linearen Abbildungen muss
jedoch stets f(0) = f(0-0) =0- f(0) = 0 gelten.

c) Auch dieses f ist nicht linear, da wieder f(0) # 0 gilt. Man beachte aber: Auch

wiire nicht linear (trotz g(0) = 0), denn es gilt g(& + &) =1 # 04+ 0 = g(&y) + g(&).
d) Entgegen dem ersten Anschein ist f linear, denn

f<(jj)> (- 20)(y+3) — ( + 1)(y — 60)
=y +3r — 2iy — 6i — (zy — 6ix +y — 6i) = (3+6i)z — (1 +20)y.



Aufgabe 4 Die Summe A + C' ist nicht definiert, denn die Spaltenanzahl der beiden
Summanden stimmt nicht iiberein. Auch das Produkt C'B ist undefiniert, denn bei
Matrizenprodukten muss die Anzahl der Spalten des ersten Faktors gleich der Anzahl
der Zeilen des zweiten Faktors sein. Alle anderen Ausdriicke kénnen wir berechnen:

3 24 2 3t 0
A+B= 1 0 3—1 3C=|3 -3
241 7 =3 6 6
2 3i —1 1 7 3 24+3i —3-—5I 6+ 067
AB = 0 1 1—4 1 -1 2| = 1 2—3 2
241 4 =3 0 3 0 6+¢ —12—2¢ 14+ 3
1 —i 3 2 8+31 12+2¢ —11—1
BA=|1 -1 2 0 1—2 6—|—2i 7—|—3i —8 41
0 3 0 2+1 3— 3
3 21 2 1 4+52 6
(A+ B)C = 1 0 3—1 1 6—17 6—20
247 7 =3 2 2 21 —6—"T1
2 0 2 —13 ) 0 —22'
A*C -3 1 4 1 —1
-1 147 -3 2 2 —5—2’
) 1 —7 3 .
CTB_(é —1@ g) Lohe _(1—+¢Z 6 + 2j2?l)
0O 3 0
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Aufgabe 1 a) Multipliziert man die linke Seite aus, so erhdlt man die Gleichungen

c 2

0
Z:O,(fgeh):(2009).
d 9

Damit muss geltena=b=e=9g=0,c=f=2undd=h=09.

Mit einer Multiplikation von links mit einer Matrix kann man Zeilen vertauschen, mit
einer Multiplikation von rechts Spalten.

b) Multipliziert man die linke Seite aus, so erhélt man die Gleichung

a ¢ 2a+b+d by (1 0 6 6

19 8 4/ \1 9 8 4)°
Die Eintrdge der zweiten Zeile des Produkts héngen nur von der gegebenen zweiten
Zeile und der Matrix ab, mit welcher von rechts multipliziert wird. Stiinde rechts in der
zweiten Zeile irgend ein anderer Eintrag, so wire das Problem nicht 16sbar.

Fiir die Gleichheit der ersten Zeile muss gelten: a =1, c =9, b=4und 8 = 2a+b+d =
24+4+4d, also d = 2.

c) Seien L = (I;;) und R = (r;;), so gilt

ZH llg 01 0 l11 —+ 2l12 01 11 T12
(521 522) (0 2) (0 lo1 + 2l22) R (0 2) (7’21 7“22)

Dass LA = 0 gilt, konnen wir l;5 und [y beliebig wéhlen, etwa l;5 = s und lyy = t,
damit muss nun gelten /1, = —2s und [y, = —2t.

Dass AR = 0 gilt, muss genau gelten, dass 15 = rog = 0 ist. 717 und r15 konnen beliebig
gewahlt werden.

Wir kénnen die Menge aller gesuchter Matrizen L und R darstellen als

-2 1 0 0 10 0 1
L:s(o O>+t<—2 1) R:u(o 0)+U<O O)’

fiir beliebige s,t,u,v € R.

Aufgabe 2 Es bezeichne A die in der Gleichung vorkommende Matrix. Wir kénnen
AX = X + E5 umformen zu AX — X = Ej3, also (A — E3)X = Ej3. Gesucht sind xj; mit

-1 3—1 1 T11 X122 T13 1 00
0 -1 —21 To1 X922 T923 = 010
0 0 -1 T31 X322 33 0 01

Berechnet man die erste Spalte des links stehenden Produkts und vergleicht sie mit der
ersten Spalte der rechts stehenden Matrix, so erhélt man das lineare Gleichungssystem

—x11 + (3 —1)x9 + 31 =1
—T21 — 27:1731 =0

—T31 = 0



Wir gehen die Gleichungen von unten nach oben durch und lesen ab: x5, = 0, 297 = 0
und z1; = —1. Die Gleichungssysteme, die man durch Vergleich der zweiten bzw. dritten
Spalte bekommt, lauten

—T19 + (3 — i)IQQ + 230 =0 —T13 + (3 — i)l‘gg + 233 =0
—X29 — 2’il’32 =1 —T23 — 2’i.§l]33 =0
—33 =0 —233 =1

Hier ergibt sich: z32 = 0, x99 = —1 und x15 = (3 — i)x9s = —3 4+ i. Und schlieflich:
T33 = —1, To3 = —2ix33 = 2¢ und T13 = (3 — i>$23 + T33 = (3 — 2)22 —1=1+6¢. Die
gesuchte Matrix ist also
-1 —3+17 1+62
X=10 —1 21
0 0 -1

Aufgabe 3 Wir bringen die erweiterte Matrix (A, ) auf Zeilennormalform.

1 -1 2 1 1 -1 2 1
0 1 a 1] 222210 1 a1
1 a=—1 +2 3 0 a [ 2
0 24« 2
% 01 o 1 =: ()
T N0 0 -0 2—«

1. Fall: 8 # o?. Dann setzen wir zur Abkiirzung v := (2 — ) /(8 — a?) und erhalten

10 2+a 2 100 2—(2+a)y
s (B—a2) 17 T —(24-00) Z-
(1) 22002 g 1 o 1| 2B g g 1y
00 1 ~) 27%2°% \oo0 1 5

Man sieht: In diesem Falle ist das Gleichungssystem eindeutig l6sbar; die Losung ist
gegeben durch 1 =2 — (24 a)y, x2 =1 — avy und z3 = 7.

2. Fall: 3 = a? und a # 2. Dann ergibt sich

a1z 1 0 24+a 2 1 0 24+a 0
(¢) 220 2 g 1 o 1| B8 g1 4
oo o 1) 272 % \oo o0 1

Der Rang der erweiterten Matrix ist also grofler als der von A. Folglich besitzt das
lineare Gleichungssystem in diesem Fall keine Losung.

3. Fall: 8 = o? und a = 2. Dann steht die Zeilennormalform bereits da:

S O =
o = O
O N
O =N



Der Rang der erweiterten Matrix und der Rang von A stimmen iiberein, das Gleichungs-
system ist also losbar. Eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung ist

—

T,= |1
0

Alle Losungen des homogenen Gleichungssystem erhélt man, indem man x3 = \ setzt:

—4
=AM —2 (/\ € C)
1

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist folglich

2 —4
F=(1]+X|-2 (AeC).
0 1

Aufgabe 4 Die Matrix B € C™™ werden wir jeweils definieren, indem wir ihre

Zeilen, die wir mit 7], ..., L bezeichnen, angeben.

r'm

Im folgenden brauchen wir stéindig: Fiir jede Matrix D € C™™) ist éjTD die j-te Zeile
von D, wenn €; der j-te Einheitsvektor von C™ ist.

Z1: Multiplizieren von Zeile j mit o # 0. Es soll also gelten: ¢BA = a(€;"A) und
eTBA = &TA fiir k # j, d.h. #7A = a(é7A) und #TA = &TA fir k # j. Dies ist

offenbar fiir 7 = a€;" und 7 = € (k # j) erfiillt.

72: Addieren des a-fachen von Zeile k zu Zeile j, wobei k # j. Hier soll Z]JA = €BA =
€A+ a(gfA) und ZJA = €TBA = €A fir s # j gelten. Dies erreichen wir mit
FT= T+ ag und 77 = &7 fiir 5 4 j.

Z.3: Vertauschen von Zeile j und k. Dabei soll /A = €'BA = & A und /A = ¢'BA =
;A sowie TJA = €TBA = €A fiir s # j, k gelten. Daher wihlen wir # = € und
T = €l sowie Tl = el fiir s # j, k.

Aufgabe 5 Mittels Zeilenumformungen bringen wir A auf Zeilennormalform; die Zei-
len werden dabei jeweils mit Z;, Z5 und Z3 bezeichnet:

0 -2 2 4 . -2 0 1 7\ , ., (1 -3 -1
4—64—5ﬂb0—2241—j20 1 -2
9 g 1 7 ) tewden \y _g 4 —5) 732 \4 _6 4 -—5
1 0o -t I 10 -1 -2
AN VSR R LN VN T
0 -6 6 9 00 0 -3
10 -L -1 0 -1 0
Za——_17 2 2 Z1—Z1+L27. 2
T ol 1 -1 2| 222 oLy 1 ] g
00 0 1) 27225 \go 0 1



In der Zeilennormalform gibt es drei nichtverschwindende Zeilen, also hat A Rang 3.

Nun zur Matrix B:

1 -4 3 -2 0 1 0 1 2 2
1 -2 1 4 2| zZs—izs |1 -2 1 4 2
2 0 2 4 4 Z1eZs 1 -4 3 -2 0
1 0 -1 o p 1 0 -1 a f
1 0 1 2 2 1 0 1 2 2
Z;j—Z;—7 0 -2 0 2 0 Zs—Z3—272, |0 1 0 —1 0
(j=2.3,4) 0o -4 2 A4 —2 Zy——12, 00 2 =8 -2
0 0 -2 a—2 (-2 00 -2 a—2 (-2
1 01 2 2 1 0 0 6 3
Za—Zsit+zs |0 1 0 —1 0 Z—z1—-7z3 |0 1 0 —1 0 _. B
Z3—>%Z3 0 01 —4 -1 0 01 —4 -1 '
000 a—10 -4 0 00 a—10 g—4

Fall 1: @ =10 und 3 = 4. In diesem Falle steht die Zeilennormalform bereits da:

100 6 3
010 -1 0
001 —4 -1
000 0 O

Da hier genau 3 nichtverschwindende Zeilen existieren, hat B in diesem Falle Rang 3.
Fall 2: a = 10 und (8 # 4. Dann erhalten wir

100 6 3 100 6 0
- Zl*’(ﬁ*4)_121 01 0 -1 0 1 —7Z1—374 010 -1 0
B— s
001 —4 —1] z-z342z¢ |0 0 1 —4 0]’
000 0 1 000 0 1
und lesen ab: In diesem Falle hat B Rang 4.
Fall 3: o # 10. Dann setzen wir § := (5 —4)/(a — 10) und erhalten
100 6 3 1 000 3-60
B Zy—(—100"1zy, |0 1 0 —1 O Z1—21—6Za, Za—Zo+Zs |0 1 0 0 0
0 O 1 —4 —1 Zs—Z3+47Z4 O 0 1 O _1 + 45
000 1 9 0001 )

Die Matrix B besitzt somit auch in diesem Falle Rang 4.

Aufgabe 6 a) Um eine entsprechende Abbildungsmatrix zu erhalten miissen wir uns
zuerst Basen des R® wihlen. Wir wihlen uns zuerst auf beiden Seiten die Standardbasis
(e1,e2,e3). Wir berechnen nun P;(e;) (die Bilder der Basisvektoren links) (fir j €
{1,2,3}) und miissen diese als linearkombination von e;, e; und ez (die Basisvektoren
rechts) darstellen.

P@’(GJ’) = (€j . 6)5 = ajc_i = (ajal)el + (aja2)62 + (ajag)eg.



a;ay

Damit ist die j-te Spalte von [P;] gleich | ajas |. Damit konnen wir zusammenfassen:
a;as

[Pa] = (ajak) k=123

Wir koénnen auch eine alternative Basis wihlen. Dazu sei @ unser erstes Basiselement.
Seien nun Z und ¥ so, dass (@, Z,¥) eine Orthonormalbasis ist. Diese Basis wihlen wir
nun erneut links und rechts. Damit gilt Pzad = @ = 1ad + 07 + Oy, P = Py = 0 =
0d + 02 + 0y. Beziiglich dieser Basis hat [Pj] links oben eine 1 und sonst nur Nullen als
Eintréage.

b) Wir wihlen uns auf beiden Seiten die Standardbasis (eq,es,e3). Wir berechnen
nun Kjz(e;) fiir j € {1,2,3} und miissen diese als Linearkombination von ey, e; und e
darstellen. Es gilt

€1 X eg =e3, €3 Xe3=ey, €3Xe =ey,

€1 X e3 = —eg, €z X €1 = —e3, e3 X eg = —e; und e; X ¢; = 0, und damit
Kf(el) = e Xr=¢e X ($161 +ZE262 —|—$3€3) = (0) €1+ (-JIg) 62+ (ZEQ) 63,
Kz(ex) = ... = (x3) e+ (0) ex+ (—mx1) e3,
Kf(eg) = ... = (—[EQ) e+ (ZEl) o+ (0) ed.
0 I3 —T9
Damit erhalten wir [Kz = [ —z3 0
T2 —I1 0

c) Moglicherweise hat man einmal die Lust am herumrechnen verloren. Die gegebene
Aufgabe kann man auch einfach so 16sen: Man wéahlt die Basen besonders geeignet.
Nehmen wir rechts etwa die Basis (e, es + e3,e1 + €3 + e3) und links die Basis (2e; +
3es + bes,eq,e9 — e3). (Es ist offensichtlich, dass es sich um Basen handelt, also die
gegebenen Vektoren linear unabhéngig sind.) Damit bildet 7" den j-ten Basisvektor
der linken Basis auf den j-ten Basisvektor der rechten Basis ab, weshalb, beziiglich
dieser Basen die Abbildungsmatrix die Einheitsmatrix ist. Beachte: T ist nicht die
Idenditétsabbildung!



Aufgabe 1 Wir wissen, dass sich die Determinante einer Matrix nicht verdndert, wenn
wir das Vielfache einer Spalte zu einer anderen Spalte bzw. das Vielfache einer Zeile zu
einer anderen Zeile addieren. Auf diese Weise formen wir die Matrizen nun um und
verwenden zudem den Entwicklungssatz. (Die verwendete Umformung steht jeweils in
Klammern hinter dem Gleichheitszeichen.)

2 1 -1 -1 2 1 -1 -1
0 -1 1 -1 0 -1 1 -1
det(A) =(s, 5,15, det 0 -1 -1 1 | Tlz—zi-z det 0 -1 -1 1
2 1 1 1 0 O 2 2
-1 1 -1 -1 1 -1
:[Entw. nach 51] 2 . det —1 —1 1 :[Z24’Z27Z1] 2 . det 0 —2 2
0 2 2 0 2 2

-2 2
=[Entw. nach $;] 2 (—1) - det ( 5 2) =-2((-2)-2-2-2) =16

Bei der Matrix B gehen wir genauso vor:

5) 5 5 b 5 0 0 0
-1 0 1 1 -1 1 2 2
det(B) :[Z1—>Z1+Z4} det 3 1 4 O :[qusj_sl] det 3 4 1 _3
4 3 21 4 -1 -2 -3
1 2 2 0 0 -1
—[Entw. nach Zi] 5-det | —4 1 -3 =[Z1—Z1+ 23] 5-det | —4 1 -3
1 -2 -3 1 -2 -3

—4 1
=[Entw. nach Z;] O ° (—1) - det (_1 _2> =—-58+1)=—45

Und auch die Matrix C' lasst sich so behandeln:

1 001 1 00 0

1 10 2 1 10 1

det(C) =[Z1—Z1—2Z4] det 101 2 =[S4—S54—51] det 10 1 1
31 1 « 31 1 a—3

1 0 1 10 0

—[Entw. nach 7] det [0 1 1 =[S3—83—51] det {0 1 1
11 a-3 11 a—-4

1 1
~|[Entw. nach Z1] (1 a_4> =a—4—1=a-5

Aufgabe 2 a) Solche Zahlen X heiflen Eigenwerte.

Bestimmung der Eigenwerte: Im folgenden werden die Spalten mit Sn bezeichnet:

2— A 2 1 -1 6— A\ 2 1 -1

3 3—X 1 1| zust: +52483-54 6 —XA 3—A 1 1

p=det(A=A) =1 o, =" 6\ 4 -\ 1
-3 -2 =1 =\ A—6 =2 =1 =\



12 1 -1
1 3-=X 1 1 S53: —S51,Entwickeln nach S3 : 2
= (6-)) R LB A 6N 1+ | 13- 1
14 a1 TR

-1 -2 -1 =X
1 -1
-1 =

Die Eigenwerte sind —1, 1 und 6, denn genau dies sind die Nullstellen dieses Ploynoms
(dieses heifit iibrigens das Charakteristische Polynom von A).

zu S2: 72Sl,E1£wickeln nach S2

—(6—)\)(1+>\)(1—)\)' ‘:(1+)\)2(1—/\)(6—)\)

b) Sei A € R so, dass det(A — AI) = 0. Damit hat die Matrix det(A — AI) = 0 nicht
vollen Rang 4. Das bedeutet, dass es einen Vektor 0 # 7 € R* geben muss, so dass
(A—AI)Z = 0. Fiir diesen Vektor gilt also A¥ — A7 = 0, und damit A¥ = \I7.

Aufgabe 3 a) Wir verwenden die Kirchhoffschen Gesetze, um das Gleichungssystem
aufzustellen: Die Knotenregel liefert die Gleichungen

[:[1+IQ und ]2213—|—[4.
Die Maschenregel liefert zwei weitere Gleichungen, nédmlich
Rg[3 = R4I4 und RIII = RQIQ + Rg[3 .

(Die Maschenregel liefert auch noch RiI; = Roly + R4ly, aber diese Information ist
in den beiden anderen Gleichungen bereits enthalten.) Insgesamt ergibt sich mit den
gegebenen Werten das Gleichungssystem

Il+[2:1
]2-]3-]4:0
afg—ﬁ[4:0

O{[l—OZIQ—Oé[3:O

b) Wir betrachten nun die zugehorige erweiterte Matrix:

1 1 0 0 1 1 0 1 1 1
o 1 -1 -1 0 Z1—Z1—Z 0 1 -1 -1 0 Za—Za+2a7
0 0 «a -0 0| zz—z4—az,y |0 O a —f 0
a —a —a 0 0 0 —2a —a 0 —Q
10 1 1 1 1 0 1 1 1
0 ]_ _1 _1 0 Z4~>Z4+3Z3 O 1 _1 _1 0 . B
00 o =0 0 0 0 « —p 0] ~
0 0 -3a —2a —« 00 0 —2a-36 -«
Fall 1: Fiir 6 := 2a + 303 # 0 erhalten wir
1o 1 1 1 10 1 0 1-—afs
Zy——2z4/5 |0 1 —1 -1 0 Zn—Z1—Za 01 -1 0 ald _. B
00 a —f 0 Zo—Zatzs |0 0 a 0 afB/d -
00 0 1 a/) 277 o0 0 1 /s



Fall 1.1: Ist zusétzlich a # 0 so geht es weiter wie folgt:

10 1 0 1—afs 1000 1—(a+p)/s
Zs—Zs/a |0 1 —1 0 a/o Z—z-2s |0 1 0 0 (a+03)/d

O O 1 0 6/5 Zo—Zdo+23 O O ]. 0 /8/6

00 0 1 ald 0001 ald

Das Gleichungssystem ist folglich eindeutig losbar; man hat

a+ 0 a4+ 20 a—+ 0 1] Q

n=1-20- AL A A . |
) 20+ 30 2+ 30 2a + 30 2a + 30

Fall 1.2: Ist dagegen o = 0, so haben wir

10 1 0 1
01 -1 0 0
Bi=1{o0 0 0 o0
00 0 1 0

Samtliche Losungen dieses inhomogenen Systems erhalten wir, indem wir I3 = A wéhlen.
Dann ergibt sich Iy =1 — A, I, = A und I = 0. Die allgemeine Losung lautet folglich

I 1—A 1 -1
Iyl A |0 1
L|= \ =10 + A 1 (AeC).
Iy 0 0 0
Fall 2: Gilt 2a+ 38 =0, also 3 = —%oz, SO ist
10 1 1 1
01 —1 -1 0
B= 00 a 32« 0
00 0 O —«

Fall 2.1: Fiir a # 0 folgt wegen der letzten Zeile: Das Gleichungssystem ist nicht 16sbar.
Fall 2.2: Ist dagegen a = 0, so haben wir

10 1 1 1
01 -1 -1 O
B = 00 0 O 0
00 0 O 0

Wir kénnen I3 = A und Iy = p beliebig wéhlen; dann folgt I; = 1—A—p und I, = A +p.
Die allgemeine Losung ist daher

I
I
I3
Iy

-1 —1

+ A + 1 A peC).

o O O

1 1
1 0
0 1

Aus physikalischer Sicht sind nur Werte «, 3 > 0 sinnvoll. Dann haben wir stets Fall 1.1
und damit eindeutige Losbarkeit.



Aufgabe 6

a) Im Folgenden Sei mit Z,, die n-te Zeile gemeint.

—x b—xz -+ b—x
det A — €77 D | 22-71,23-71,..,.2n—21
' b—=x
c— c—r —x
—x b—x .- b—
c —b 0 0
— c—b Entwickegl nachZ1
) y 0
c c—b c—b —b
—b
c—b
=(—z)| —(b—a)|-| £ (b—2)| -]
c—b -+ c—b b
=:ap+ a7,

ein Polynom in x mit Grad < 1.

b) Mit x = b ergibt sich det A, = ¢ B b ' = (=b)™.
c—b -+ c—b b
Analog folgt det A. = (—¢)".
ap + alb = (—b)n

Aus p(z) = ag + a1z folgt -
ag + a1c = (—C)

c(=b)" — b(—c)" cb™ — b
- — —1 n__
— o c—b (=1) c—0b '
(~b)" — (~0)" T
g — —]_ n
“ b—rc (=1) b—rc
¢) In diesem Fall ist ag = 0 und a; = —1, also p(z) = —=x.

Fiir x # 0 ist die Determinante von A, ungleich Null und damit die Matrix A,

regulér. Somit gibt es genau eine Losung ¢ jeder Gleichung A,y = 2.

Fiir z = 0 ist die Determinanate von A, gleich Null. Damit ist die Abbildung

iy — A,y weder surjektiv noch injektiv. Da sie nicht surjektiv ist, gibt es 7 € R3

fiir welche es keine Losung von A,y = Z gibt. Fiir jedes z'im Bild dieser Abbildung

ist die Losung nicht eindeutig. Die gegebene Rechte Seite ist gleich der ersten
1

Spalte von A, also gibt es etwa = | 0 |, mit A,y = 2. Jedoch gibt es unendlich
0

viele weitere solcher Losungen.
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Aufgabe 1

Die Determinante ist eine lineare Abbildung von C"*" nach C?
Nein (aufler fir n = 1). Es gilt det(AA) = (A\)" det(A).

det I,, = n?
Nein (aufler fir n = 1). Es gilt det [,, = 1.

det(AB) = det Adet B?
Ja.

det(A™!) = det A?
Nein (auBer fiir det A = 1). Wie man oben sieht gilt det(A™!) det A = det(A™1A) =

det I, = 1, und damit det(A™') = .

Fiir jedes n € N gibt es eine reguliire Matrix C' € C™*" mit det(C~1CTC?CTC™1) =
(det C)??
Ja. Sogar jede reguldre Matrix erfiillt dies (nachrechnen!).

det(A + B) = det A + det B?
Nein (aufler fiir n = 1 oder besonders ausgewéhlte Matrizen A und B, etwa A =
0). Zum Beispiel ist det(ls + I5) = det(215) = 4det I, = 4 # 2 = det I, + det I5.

det ((det A)B) = (det A)" det B?
Ja. det A ist ja nur eine Zahl. Nun siehe erster Punkt.

Aufgabe 2 Wir bringen jeweils die um die Einheitsmatrix erweiterte Matrix mittels
Zeilenumformungen auf Zeilennormalform; daran sieht man dann, ob die Matrix regulér
ist und kann gegebenenfalls auch die Inverse ablesen. Zunéchst zur Matrix A:

[NSR \V]

O =

o

2 1 1 0 0\ zi-z1-22, (1 2 2 0 1 0
22 01 0] 222210 -2 -3 1 -2 0] 2222
11 00 1) 2% \o -3 -3 0 -2 1) #%:2
0 -1 Lo=L0y L, (100 0 —1/3 2/3
—2 -3 1 -2 o) == 10 =2 0 2 0 2
0 3/2 -3/2 1 1) 277" \o o0 3/2 =372 1 1
ooz (L0000 —1/3 2/3

2 010 1 0 -1
3% \0 01 -1 2/3 2/3

Die Matrix A ist folglich regulér, und es gilt

0 —1/3 2/3
At=1| 1 0 —1
-1 2/3 2/3



Fiir die Matrix B ergibt sich

1 3 1 1 1 3 1 1 00

4 4 2 0 Loh A0 g g 9 4 1 0

2 -2 0 0 B4\ g 9 9 0 1
0
0
1

o = O
_ o O

—_

Z3—2Z3—Z2
B Y

3 1 1 0
-8 =2 -4 1
0 0 0 2 -1

)

Man sieht: Die Matrix B ist nicht reguldr. Jetzt noch zu C":

112 100 11 2 100
2 36 01 0|2=222010 5 10 21 0
2 1 A 00 1) 27522\ 3 A+4 20 1
g (200 3 1 0

00 5\-10 4 -3 5

Nun kommt es auf A an: Fiir A = 2 ist die Matrix C' nicht regulér; fiir A\ # 2 ergibt sich

Zo—Lo—2273[(A—2 > 00 3 ! X
B 2BOD 0 5 0 2-8/(A—2) 14+6/(A—2) —10/(A—2)
Z3—73/(A—2) 00 5 4/(A—2) -3/(A=2)  5/(A-2)

Die inverse Matrix ist somit
1 -3X+6 A—=2 0

Cl=—" | 2X—=12 A+4 —-10
5(\ —2) 4 3 .

Aufgabe 3 a) Fir 7 = $1€1 + 37252 + {23'353 gllt

Aoz — A3T9 0 —as as
axr= aszry — a1xrs | = as 0 —ay f,
1Ty — A2 —as aq 0
wenn ai, as, az die Komponenten von a sind, sowie
(z1a1 + T2a9 + x303)01 a?  ajay ajaz
(f . 6)6 = (x1a1 + X909 + l'3a3)a2 = | a1z CL% a3 T.
(x1a1 + w09 + T303)0as3 ajaz axaz a3
Folglich ergibt sich
2
0 —as ao ai aiaz aas
f(Z)=|(cosp)Es+ (sing)| a3 0 —a; |+ (1—cose)|aiaa a3 asaz| | Z.
—ay 0 ajaz asaz a3



Es gilt also f(Z) = AZ mit einer gewissen Matrix A. Diese Matrix ist die gesuchte
Darstellungsmatrix, und die Linearitdt von f ist damit auch gezeigt.

b) Wegen @ x @ =0 und @-a = ||a@||> = 1 gilt
fo(@) = (cos@)ad + (sing)(d x a)+ (1 —cos¢)(d-a)d= (cosp)d+ (1 —cosp)d=a.

Fiir einen Vektor ¢, der orthogonal zu @ ist, gilt ¢- @ = 0; also ergibt sich

f4(€) = (cos @)+ (sing)(d x ).

Um zu verstehen, was mit ¢ passiert, betrachten wir die neben-
stehende Skizze. Dabei ist zu beachten: Der Vektor @ ist nicht
eingezeichnet; er zeigt senkrecht aus der Zeichenebene heraus.
Weiter gilt: Da @ und ¢ senkrecht zueinander sind, der Winkel .
zwischen ihnen also = 7 ist, gilt [|[@x c|| = ||@||-||¢]|-sin § = [|¢]|. ¢\ T n
Fiir die eingezeichneten Vektoren & und ¥ gilt ¥ = (cos ¢)c und ¢
y = (sin¢g)(d x ). Somit ist fs(¢) = '+ der Vektor, den man erhilt, wenn man ¢ um
den Winkel ¢ dreht, und zwar um die durch a@ gegebene Drehachse.

QL
X
oL

<y

Einen beliebigen Vektor Z € R? kénnen wir stets schreiben als 2 = A\d@ + ¢ mit einem
A € R und einem zu @ orthogonalen Vektor ¢. Dann ist fu(Z) = Afp(@) + fs(¢) =
Ad + f4(¢). Die Abbildung fj, stellt mithin eine Drehung um den Winkel ¢ um die
Drehachse { A\d@ : A € R} dar.

c) Offenbar gilt
Fal£5(@)) = fal@) = @ = fars(@).

Ist ¢ orthogonal zu @, so haben wir

fa(f5(€)) = fa((cos B)E+ (sin B)(@ x €)) = (cos 3) fa(€) + (sin B) fu(@ x ©)
= (cos B)((cos )¢+ (sin)(@ x &)) + (sin B)((cos a)(a@ x &) + (sina)(—C))

—

= (cos fcosa — sin fsin )¢ + (cos Fsina + sin Fcos a)(d x ¢)
= (cos(a+ 3))¢+ (sin(a + B))(@ x €) = fars(C).
(Hierbei wurde @ x (@ x ¢) = —¢ verwendet.)

Der Vektor @ ldsst sich zu einer Orthonormalbasis von R? erginzen. Wie wir gerade
gesehen haben, stimmen die Abbildungen f, o f3 und f,43 auf einer solchen Basis
tiberein; damit ist f, o f3 = f,4p bewiesen.

Aufgabe 4 a) Die beiden Vektoren haben offenbar Norm 1 und stehen senkrecht
aufeinander. Das Vektorprodukt dieser Vektoren ist orthogonal zu beiden und hat zudem
Norm 1 (denn ||@ x b|| = ||d@]| - [|b|| - sin ¢, wobei ¢ der Winkel zwischen @ und b ist). Wir

wahlen also

1 2 1 (2

— 1|=—=| 4
3V5 \ 2 0) 3V5\-s

als dritten Vektor.



b) Auch hier gilt: Die beiden gegebenen Vektoren haben Norm 1 und sind orthogonal
zueinander. Wir suchen nun einen Vektor ¥ € C? mit

i/v/2 1/2
| -1/v2|)=0 und (& | -i/2 |)=0.
0 (1—1)/2

Komponentenweise geschrieben (und mit /2 bzw. 2 durchmultipliziert) heiBt das
—ix] — X9 =10 und x1+irg+ (14+4d)x3=0.

Die erste Gleichung kénnen wir mit 1 = 1 und xy = —1 erfiillen. Die zweite Gleichung
liefert dann 2+ (1 +1i)x3 = 0, also 23 = —2/(1 +1i) = —144. Den so gefundenen Vektor
Z miissen wir nun noch normieren, also durch seine Norm teilen. Wir ergénzen daher

den Vektor

1 1,
5 —1
-1+

Der zu ergénzende Vektor ist nicht eindeutig bestimmt, denn man kann ihn mit belie-
bigen Konstanten ¢ € C, fiir die |¢| = 1 gilt, multiplizieren.

Aufgabe 5 a) Wir verwenden die Schreibweise 7 49), o fiir (i j) om = me. (Dabei
bezeichnet (i j) die Transposition, die 7 und j vertauscht.) Dann haben wir

19, (12 3 4 5) @5 (123 45\ 6y (12345
T 152 3 4 125 3 4 1235 4 -

Das bedeutet (4 5) 0 (35)0(25)o(13)or=id,alsom=(13)0o(25)0(35)0(45).

Nun miissen wir noch f(7) bestimmen, d. h. wir miissen feststellen, wieviele Paare (i, j)
mit ¢ < j und 7(i) > 7(j) es gibt. Wir erhalten

(173)7 (]‘74>’ (2’ 3)7 (274)7 (275)7 (374)7

die Fehlstandszahl ist also 6. Dies ist eine gerade Zahl, also ist m gerade. (Dies sieht
man auch daran, dass sich 7 als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen
darstellen lésst.)

b) Hier ergibt sich

71_(14)12345678(27)12345678
172 486 3 5 127486 35
67 (1 2 3 45 6 7 8\ (58 i
123 486 75 )
Folglich hat 7 die Darstellung 7 = (14) 0 (2 7)o (3 7) o (5 8)

Die Permutation hat folgende Fehlsténde:
(17 3)7 (17 4)7 (17 7)7 (27 3)7 (27 4)7 (27 6>7 (27 7)7 (27 8)7 (37 4)7 (57 6)7 (57 7)7 (57 8)7 (67 7)7 (67 8)
Dies bedeutet f(m) = 14, die Permutation ist also ebenfalls gerade.



Aufgabe 6 Esseien dy,...,d, die Spalten von A. Definitionsgeméf heifit rang(A) = r
folgendes: Es gibt unter den Spaltenvektoren r linear unabhéngige, und r + 1 dieser
Vektoren sind stets linear abhéngig.

Zunéchst betrachten wir UA = [Udy,...,Ud,|. Diese Matrix hat Rang r, denn es gilt
die folgende Aquivalenz:

Z1,..., % sind linear unabhéngig <= U7y, ...,UZ sind linear unabhéngig
(Denn: Aus M@+ -+ M\, = 6f01gt MUZ 4+ -+ 2\UZ, = U()\lfl+' . +)\kfk) = 6

Umgekehrt folgt aber aus MUZ; + - - - + \UZg = 0 auch M@y + -+ + A\eZp = 0, weil U
regulér, die zugehorige lineare Abbildung also injektiv ist.)

Nun folgt die Behauptung, wenn man beachtet, dass mit V' auch V7 reguliir ist:

rang(UAV) = rang(AV) = rang((AV)") = rang(V'A") = rang(A") = rang(A)

Bemerkung: Die Aussage gilt offenbar auch fiir A € C™™ und U € C™™ VvV e C»™,

= (15)

orthogonal, so haben insbesondere beide Spaltenvektoren die Norm 1. Es gilt folglich
o + 72 = 1; daher existiert ein Winkel ¢; € [0, 27) mit (a,y) = (cos ¢1,sin ¢). Ebenso
gilt 5% + 0% = 1, also existiert ein Winkel ¢ € [0,27) mit (J, —3) = (cos g9, sin ¢). Die

Matrix hat somit die Gestalt
A coS 1 —sin ¢
- \sing; cosgy )

Da A orthogonal ist, stehen die beiden Spalten senkrecht aufeinander, d. h. es gilt

Aufgabe 7 Ist die Matrix

0 = — cos ¢y sin ¢y + sin ¢y cos po = sin(¢; — ¢Pa) .

Hieraus folgt ¢y — ¢ = k7 mit k € Z. Daher ist
—sin gy = —sin(¢; — km) = —(—1)*singy, cos(¢y) = cos(¢y — kr) = (—1)F cos ¢y.

Mit ¢ := cos ¢; und s := sin ¢; haben wir also die behauptete Darstellung.

Aufgabe 8 folgt auf der nédchsten Seite (dort steht noch aus versehen Aufgabe 5)
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Aufgabe 1 e Zunichst zur Matrix A. Eigenwerte von A sind die A € C mit det(A —
AE) = 0.

22—\ =2 —4 18— XA —18+ A 0
det 4 16 — A —4 =[Z1—2Z1—2Z2)] 4 16 — A —4
2 —1 16 — A 2 —1 16 — A
0 —18+ A 0
20— —4
:[51—>S1+52] 20 - )\ 16 - )\ —4 :[Entw.n-Zl] (]_8 - )\) det < 1 16 . )\)
1 —1 16 — A

= (18 =X)((20 = A)(16 — A) +4) = (18 = A)(A\* — 361 + 324) = — (A — 18)°

Die Matrix besitzt also nur einen Eigenwert \; = 18; dieser hat die algebraische Viel-
fachheit 3. Der zugehorige Eigenraum ist die Menge aller Losungen von (A—18F)# = 0.
Wir betrachten daher

4 -2 —4
(A—18E)= |4 -2 —4
2 -1 -2

Alle Zeilen sind Vielfache voneinander, das Gleichungssystem reduziert sich also auf die
eine Gleichung 2z, — x5 — 223 = 0. Diese hat die allgemeine Losung z, = s, x3 = t,
x9 = 25 — 2t. Es folgt

1 0 1 0
E(lS)z{s 2|+t -2 :s,tEC}:Lin( 21,1 -2 >
0 1 0 1

Der Eigenraum ist zweidimensional, d. h. \; = 18 hat die geometrische Vielfachheit 2.
e Jetzt zur Matrix B. Wir betrachten (B — AE):

L=A 10N s [0 A=Y
(%) 2 =\ 2 O 0 A 22
—1 0 —A) ETERAE A1 0 —A

Entwickeln nach der ersten Spalte liefert

1 A1)

det(B — AE) = — det (_)\ 5 9)

):—(2—2>\—)\2(1—/\)):()\2—2)(1—)\).

Die Matrix B hat somit drei Eigenwerte: \; = 1, Ay = V2 und A3 = —/2. Diese haben
jeweils die algebraische Vielfachheit 1.

Wir bestimmen nun den Eigenraum zu \; = 1, also die Losungsmenge von (B—FE)# = 0.
Mit der Umformung (*) wird (B — E) zu

Wir lesen ab: x5 = 0 und 7 + 3 = 0. Der Eigenraum ist also

)~ i ‘31 )



Schliefllich miissen wir noch die zu den beiden Eigenwerten Ay3 = ++/2 gehérenden
Eigenrdume bestimmen. Wenn im folgenden + oder F auftritt, bezieht sich das obere
Zeichen stets auf Ay und das untere auf A3. Aus (*) gewinnen wir die Matrix

0 1 FV2(1FVv2) 0 1 FV2+2
0 FV2 2F2v2 | =[0 F/2 2522
-1 0 V2 -1 0 V2

Die zweite Zeile ist das (Fv/2)-fache der ersten, sie fillt also weg. Wir kénnen
beliebig withlen und erhalten z, = (£v/2 — 2)zz und x; = T2 25. Das bedeutet

E(\/§):Lin( \/_1/52 ) und E(—\/E):Lin< \/\fz )

Aufgabe 2 Wir berechnen die Determinante von (A — AE):

3-A 1 -1 1 3-A 1 -1 1
1 3-x 1 -1 1 3-x 1 -1
det |1 1 3-n 1 | Tz N g 4oy a0 |

1 -1 1 3-2x 0 A—4 0 4-2\

mit Sy — S5 + 54 und Entwicklung nach Z, folgt

3IA 23)\ _11 —11 soAa 2
= det =(4—X)-det 1 2-Xx 1 ;
0 4-—X 4-X 0 '
0 0 0 4-2A
und S, — S5 — S3 sowie Entwicklung nach Z3 liefert
3—X 3 -1
=(@4—AN)-det| 1 1-X 1 :(4—/\)2-det(31)\ fA)
0 0 4-X

==X (B=XN1=X)=3)=(4-X)*N =4\ =A(A—4)°

Also: Die Matrix besitzt die zwei Eigenwerte A; = 0 (mit algebraischer Vielfachheit 1)
und Ay = 4 (mit algebraischer Vielfachheit 3). Wir bestimmen noch die Eigenrdume:

Fiir A\; = 0 miissen wir das Gleichungssystem (A — 0E)Z = 0, also AZ = 0 lsen:

3 1 -1 1 0 -8 —4 4 0 04 4
1 3 1 -1 zi-z1-32z, |1 3 1 -1 z1—zy422z3 |1 3 1 —1
-1 1 3 1 Z3— A3+ 2o O 4 4 0 Za—Zs+ 23 0 4 4 0
1 -1 1 3) #7772 \o -4 0 4 004 4
Wihlen wir x4 beliebig, so folgt aus der ersten Zeile x3 = —x4, aus der dritten xo = x4
und aus der zweiten dann x; = —z4. Wir haben also den Eigenraum
-1
L .o 1
E(0) = Lin(é), wobei ¢ := 1
1



Jetzt zu Ay = 4.

Alle Zeilen sind Vielfache voneinander; es bleibt also nur eine Gleichung iibrig. Wir
konnen x9, x3 und z4 beliebig wiahlen und erhalten xq; = 29 — x3 + x4. Es folgt

1 —1 1
T . 1 . 0 5 0
E(4) = Lln(CQ, 037 C4) s Coy ‘= 0 , C3 = 1 , Cy 1= O
0 0 1
Die Vektoren ¢, é,, @3, ¢4 sind linear unabhéngig, also leistet C' := [}, ¢, €3, ¢4] das Ge-

winschte

Aufgabe 3 a,b) Wir berechnen das charakteristische Polynom

1—A 2 -1 1—A 2 -1
p(A) =det(M —AE)=det | =2 55—\ —1 | =det|-3+X 3—X 0
-3 4 1—A -3 4 1—A
1-X 3—-X -1
=det [ -3+X 0 0 :(B—A)det(?)I)\ 1__1A>
-3 1 1—A

=B-AN\ =4\ +4)=(3-N(\—2)?

(Schritte: erste Zeile von der zweiten abgezogen, erste Spalte zur zweiten dazugezihlt,
entwickelt)

Die Eigenwerte sind la; = 3 mit einfacher algebraischer Vielfachheit und lay = 2 mit
zweifacher algebraischer Vielfachheit.

Eigenarum zu A\ = 3:

U1
0=(M—3E)U<—>( 22 1) w | =0,

1 0 0
U3
0
also v; =0, 20y = w3, B3 ={t [ 1 | ,t € R}. Eigenarum zu Ay = 2:
2

01
O:(M—QE)UH( L2 1) v | =0,

0 -1 1
U3
1
also vy = v3, v1 = v3, By = {t|1],t € R}. Die Geometrische Vielfachheit beider
1
Eigenwerte ist 1. ¢) M besitzt mximal 2 lin. unabh. Vektoren, etwa (siche oben bei Ej
0 1
und Ey): | 1], | 1]. d) M ist nicht diagonalisierbar, sonst miiite M drei lin. unabh.
2 1

Eigenvektoren haben.
M ist nicht diagonalisierbar, sonst miifite fiir jeden Eigenwert die geometrische Vielfach-
heit gleich der algebraischen sein.



Aufgabe 4 a) Wir zeigen zunéchst folgendes: Fiir Matrizen S = diag(oy, ..., 0,) und
T = diag(ry,...,T,) gilt stets ST = T'S. Es ist ndmlich

ST = S[néy, ..., Tnén] = [1S€1, ..., 7S¢, = [1101€1, ..., Thonén]

= [o1mél,...,onTnen] = lo1Ter, ..., 0.,7¢,] = Tlowér, ..., 006, =TS

Nun kommen wir zum eigentlichen Beweis: Da A, B simultan diagonalisierbar sind,
existiert eine regulire Matrix C, so dass C7'AC und C~'BC Diagonalgestalt haben.
Wie wir eben gesehen haben, ist dann

(CT'AC)(C'BC) = (C7'BC)(C'AC), also C'ABC = C'BAC.
Multiplikation mit C' von links und mit C~! von rechts liefert die Gleichung AB = BA.

b) Da alle Eigenwerte von A algebraische Vielfachheit 1 haben, besitzt die Matrix n
verschiedene Eigenwerte A1, ..., \,. Wéihlen wir dazu Eigenvektoren ¢, ..., ¢,, so sind
diese linear unabhéngig, und fiir C := [}, ..., &,] hat C7!AC Diagonalgestalt. Dann ist

ABE’]VgBAE']:B)\]E‘J:)\JBEJ (j:L"'?n)?

d.h. B¢ liegt im Eigenraum von A zum Eigenwert )\;, also in L(c;). Es gilt somit
Bc; = p;c; fiir ein gewisses pj. Das bedeutet: ¢ ist ein Eigenvektor von B. Folglich
sind ¢, ...,y linear unabhingige Eigenvektoren von B, und hieraus folgt, dass C~'BC
eine Diagonalmatrix ist.

Aufgabe 5 Gesucht: die Eigenwerte des Linksschifts L. Fiir einen Eigenwert A\ muss
gelten L(a,) = A(a,) fiir eine Folge (0) # (a,) € [*. Wir kénnen damit rechnen:

(L - )\)(a'n)nEN = (an—i—l - )\an)nEN - (O)nEN
—VneN:a, 1 = A,
— dk e RVYn € N:a, = k\".

Ist k =0, so wire (a,) = 0, also konnen wir k& = 1 setzen.

Da (a,) in [? liegt, muss nun gelten > a2 = > A" < oo, was genau fiir [\| < 1 gilt.
Damit sind genau alle A\ € (—1,1) Eigenwerte von L mit zugehorigen Eigenrdumen
Lin (()\”)neN). Diese haben also algebraische Vielfachheit 1.

Nun sind Gesucht: die Eigenwerte des Rechtsschifts R. Fiir einen Eigenwert A muss
gelten R(a,) = A(a,) fiir eine Folge (0) # (a,) € (. Wir kénnen damit rechnen:

(R - )\)(an)nEN = (a'n—l - )\an)nEN - (O)neN —VneN: Ap—1 = Aan-

Mit ag := 0. Erster Fall A # 0 : damit gilt a; = %ao = 0 und entsprechend 0 = a, =
as = ..., also (a,) = (0).

Zweiter Fall A = 0. Damit haben wir im n + lten Eintrag: a, = 0, also wiederum
(an) = (0).

R hat also keine Eigenwerte.



Aufgabe 6 Bei einer Spiegelung werden Vektoren, die auf der Spiegelebene liegen auf
sich selbst abgebildet, auflerdem wird ein Vektoren u, der senkrecht zur Spiegelebene
liegt, auf —u abgebildet. Derart Vektoren haben wir in jedem der Félle geniigend.
Damit haben wir in jedem der drei Fille genau die Eigenwerte 1 und —1 mit folgenden
Eigenrdumen:

-1
Fir R: E(1) = Lin(¥,w), E(—1) = Lin(| 1 |) (dieser Vektor steht senkrecht auf @
1
und auf .)
—1 0
Fir S: E(1) = Lin(Z, ), £(—1) = Lin( } : 8 ) (beide senkrecht auf # und ¥.)
0 1
-1
Fir T: E(1) = Lin(%, ¥, 2), E(—1) = Lin( 1 ) (senkrecht auf Z, ¥ und auf 2")
1

Aufgabe 7

a) (S+T)(z)=98()+T(z)=pr+Ix=A+pz. (BT)(z)=>5\.

b) T%(z) =T(T(x)) =T(A\x) = \T(z) = Mz = \?z. Allgemeiner mit VI:
IV . T"(z) = \"a.
Der Induktionsanfang (n = 1) ist gegeben. Wir haben sogar schon n = 2 gezeigt.
IS (n - n+1): T (2) = T(T"(x)) = T(\"z) = \"T'(z) = \"\x = A"z,
Damit gilt fiir p(X) = 3.0, a, X"™

p(T)(x) = Z a,T"(z) = Z apn\"x = p(\)x.

c) Sei x ein Eigenvektor von T? zum Eigenwert v2. Dann gilt
(T —vE)(T+vE)(z) =T(T +vE)(z)) —v(T+vE)(x) =
T(T(x)) + T(vx) — vT(x) — v’z =T*(z) — v’z = 0.
Damit ist entweder (T'+ v E)(x) = 0, also x ein Eigenvektor von T' zum Eigenwert
—v, oder (T + vE)(x) # 0, dann ist (T' + vE)(x) ein Eigenvektor von 7' zum
Eigenwert v.

d) Die Rotation im R? um 7/2 hat keinen Eigenwert. Die Rotation im R? um m
bildet jedes # € R? auf —x ab.



Aufgabe 1 Die reelle Matrix A ist symmetrisch. Es gibt daher ein Orthonormalsystem
von Eigenvektoren ¢, ¢, ¢3 mit zugehorigen Eigenwerten Aj, A2, A\3. (Es miissen nicht
unbedingt drei verschiedene Eigenwerte sein.) Wir wissen, dass det(A) = A3 gilt.

Wir halten auflerdem noch folgendes fest: Ist A positiv definit, so gilt dies auch fiir
Aq = (ab a2), denn fiir beliebige z1, o € R mit (z1,z9) # (0,0) ist dann

xrq X
a a x a a a,
(1'1 ZL’Q) (a; ai) <$;> = (271 l’g) (a; Clz UZ) To | = ($1 X9 0) Alxzs | >0.

0 0

Zum Beweis der Aquivalenz: Mit A ist auch A; positiv definit, und aus der Vorlesung
wissen wir, dass dies dquivalent ist zu a; > 0 und det(A;) > 0. Da A positiv definit ist,
miissen alle Eigenwerte > 0 sein, d. h. es gilt auch det(A) = A Ao\ > 0.

Ist umgekehrt die rechte Seite der zu beweisenden Aquivalenz erfiillt, so folgt, dass A;
positiv definit ist und zudem A;A2A3 > 0 gilt. Angenommen, A sei nicht positiv definit.
Dann muss mindestens ein Eigenwert < 0 sein. Wegen A AsA3 > 0 bedeutet das aber:
Zwei der Eigenwerte miissen < 0 sein; 0.B.d.A. seien dies A\; und \,. Fiir beliebige
o, € R mit (o, 3) # (0,0) gilt dann (weil &, &, ¢ ein Orthonormalsystem ist)

(0451 + 652>TA(0551 + 652) = (0451 + BEQ)T(O{>\151 + ﬂ)\ggg)
= a2)\151T51 + Qﬁ()\l + )\Q)EngQ + ﬁQ)\QgQng = 062)\1 + ﬁ2>\2 < 0.
Jetzt wahlen wir («, 3) # (0,0) derart, dass der Vektor ¥ := ac; + (¢ als dritte
Komponente 0 hat. Es gilt also & = (i, v,0) mit gewissen u, v € R, und fiir 71 := (p, v)

ergibt sich #7A,#; = ¥TAZ < 0, im Widerspruch zur positiven Definitheit von A;.
Damit ist die Aquivalenz gezeigt.

Als Kriterium fiir negative Definitheit erhalten wir:

A ist negativ definit <= —A ist positiv definit <=
—a; >0, det(—A4;) >0, det(—A4) >0 <= a; <0, det(4;) >0, det(A) <0

Das Vorzeichen der Determinanten muss also, mit — beginnend, abwechseln.

Bemerkung: Mit vollstdndiger Induktion kann man die entsprechenden Aussagen auch
fiir Matrizen A € R(™™ zeigen.

Aufgabe 2 Fiir die Matrix Ag verwenden wir das Kriterium aus Aufgabe 1. Es gilt

1 =2

1>0 und det (_2 3

):8—4:4>0;

die ersten beiden Bedingungen sind also erfiillt. Die Matrix ist somit genau dann positiv
definit, wenn ihre Determinante > 0 ausféllt. Wegen

1 =20 1 -2 0 18
det | —2 8 ﬂ =[Z2—Z2+271] det [ 0 4 ﬁ =[Entw.n. S1] det (ﬁ ) =4 — 62
0 A 1 0 8 1



ergibt sich: Ag ist genau dann positiv definit, wenn —2 < 3 < 2.
Nun zur Matrix B. Die beiden ersten Zeilen b7 und bZ von B sehen wie folgt aus:

bi=(120 ... 0 ud b=(2120 .. 0.

Bilden wir ZTBZ fiir ¥ = (1,0,...,0), so ergibt sich folglich 1, wihlen wir dagegen
Z=(1,-1,0,...,0), so ist BX = (—1,1,%,...,%), wobei x hier fiir irgendwelche Zahlen
steht, also £7BZ = —2. Die Matrix B ist somit indefinit.

Dies gilt allerdings nur fiir n > 2, denn fiir n = 1 ist B = (1) natiirlich positiv definit.

Aufgabe 3 Wir schreiben die Gleichung zunéchst in der Form

A T = . L 1 -1 . 3/2
Q : PTTAY+20°7 =0, mit A := (_1 1), b= (_9/2 .

Als erstes miissen wir nun die Matrix A diagonalisieren. Wegen

det(A — AE) = det <1__1A 1‘_&) =(1=A)?=1=1-22+X-1=A\-2)

folgt: Die Matrix hat die beiden Eigenwerte 0 und 2. Wir bestimmen die Eigenrdume:
1 -1 -1 -1
aco= (), asaem (1)
1 1
Folglich haben wir

e (20 o111
VAV—(O O)’ wobei V.—\/§ 11

(Dabei haben wir die Spalten von V' so gewéhlt, dass det(V') = 1 gilt und die zu E(0)
gehorenden Eigenvektoren (hier nur einer) in den letzten Spalten stehen.) Wir fithren
jetzt neue Koordinaten z; und 2, mittels (21, 2) := Z:= VTZ ein, setzen also in obiger
Gleichung ¥ = V' z. Dies liefert

(VTAWVZ)+26T(VZ) =0, also zZTVTAVZ+2(VTH)TZ=0.

Wegen VTAV = diag(2,0) und V7b = \%(} 21)( fé;’z) = \%(6, —3) bedeutet dies

22% +6\/§zl —3\/522 =0.
Hier nehmen wir noch eine quadratische Ergénzung vor:
2(z1 4+ 3v2)2 =9 -3v22 =0, also  2(z1 +3v2)? = 3v2(z + 2Vv2) = 0.

Mit den neuen Koordinaten y; := 21 + %\/5 und yo = 29 + %\/5 haben wir also die
Normalform 2y? — 3v/2y,. Es handelt sich um eine Parabel.

Die Koordinatentransformation, die wir durchgefiihrt haben, war

y]_ o § 1 _ T > § 1 —l .Z']__x2+3
(o) =#e 02 () = vrea () -0 (0 T5)

liefert



Aufgabe 4

a)

b)

Seien ¥, Z1, T2,y € R” und A € R. Dann gilt
<fl + A%, §>A = T A(Z) 4+ \Ty) = §F ATy + NfT ALy) = <fl, 37>A + )x(fg, §>A.
Da A symmetrisch ist, gilt A = AT und damit
<gj, :Z">A =T Ay = (T Ay =)" = T AZ = (7, 37>A.
SchlieBlich gilt #7 A% > 0 fiir jedes ¥ € R™, wobei Gleichheit nur gilt im Falle, dass
?FZH(S).dies nicht klar sein sollte: Sei (51, o ,l;n) eine Orthonormalbasis aus Ei-

genvektoren mit zugehorigen Eigenwerten \; > 0, so gilt ¥ = Zajl;j fiir gewisse
Zahlen gj die nur im Falle & = 0 alle gleich Null sind. Damit erhalten wir

j=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Die rechte Seite ist nicht negativ und nur im Falle ¥ = 0 gleich Null.

Sei (b, ..., by,) eine Basis des R™ mit der Eigenschaft <l;k, I;j>A — bl Ab; = 6. Wir
miissen zeigen, dass ¥ = Z?Zl <l;, gj>gj die Losung von AT = b ist. Es gilt fiir alle
1<Ek<n:

(AT, by = (A (5.B;)bs bu) = > (b, by )(Aby, b
j=1 Jj=1
=D (Bby) (b b, = D (b0 = (b, by).
=1 =1

Un damit # = b.
Jeder der Vektoren b ist so genormt, dass bTAb <g], l;j> =1.

Wir zeigen mit VI, dass gilt <bk, b]> =1 fiir alle 1 <j<k<n(IV)mit Induktion
iiber k. Der Induktinsanfang (k = 1) ist trivial.
(IS) (k — k+1<mn): Es gilt

k—1 k-1
(dy, b;) Z (7, b;) 1bj, b;) = (7, b;) by, b;) — Z GRARCAND)
j=1 =1
— - = k1 — — - = —
= <7?k;bj>Abj7bj> - <77k, bl>A5jl - <Fk=bj>Abjabj> - <Fk’bj>A = 0.

=1

Da l;k ein Vielfaches von CZ; ist, folgt <gk, l_);> =0.

Wire 7 nicht schon die gesuchte Losung, so erhielten wir 7, = 0, weshalb das
Verfahren nun keine Verdnderung mehr bréachte und auch nicht unseren Vorgaben



entspréche, jedoch wir hétten damit schon die gesuchte Losung . Ansonsten ist
7 7 0.

Fir 1 < j < k < n zeigt die Rechnung

(7 By) = (ATyy = B,55) = (ATe . By) — (5.5)
-1 k—1
AN (BB ) — (B

=1 =1

I
S

k—1
— TGRS - (55 = (55— (5.5,) =0,
=1
dass 7, senkrecht auf Lin(gl, - ,gk—l) = Lin(7,...,7k_1) steht. Ist 7 # 0, so
haben wir damit gezeig, dass 77, ..., 7 linear unabhéngig ist.

Es fehlt noch zu zeigen, dass fiir 1 < j < k — 2 gilt <Fk, l;j>A:
0=0-0= <rk,7"j> —big < rk_l,rj> = <rk — Tk_l,rj>
= <Axk —b— Az + b, rj> = <A(mk — xk_l),rj> = <:ck, — !Ek—1,7“j>A
= C<J;fvrj>A

fir eine Konstante ¢ # 0. (Im Fall j = 1 muss diese Rechnung noch etwas
angepasst werden.)

Was bringt uns das? .
Der grofite Aufwand in jedem Schritt ist die Berechnung des Vektors d. Mit
<Fk,bj>A fir 1 <j <k —2 wird aus

was k Rechenschritte beinhaltet, die Rechnung J;C =T — <Fk, 5]> Al;k_l.

c) Seien f, fi1, fa,9 : [0,1] — R™ stetig und A € R. Dann gilt

(fi+ Movg) = / Afo + M) (@) de
:/ T(2)Afy(x) dx+)\/0 H(@)Afa(x) dv = (fi.g) + N(f2. 9).

0
Da A symmetrisch ist, gilt A = AT und damit

fH(@)Ag(x) = (1 (2)Ag(x))" = g" (x) A" f(2) = g" (2) Af ().

Damit ergibt sich (einfach einsetzen): <g, f > = < fs g>.
<f, f> > 0 ist klar, da der Integrand nie negativ wird. Ist f # 0, so ist f(x) # 0



fiir ein « € (0,1) und damit ist der stetige Integrand auf einer Umgebung dieses x
echt positiv, und folglich < fo f > > 0.

Ist A nicht symmetrisch, so gibt es ein Paar 4, j, mit a;; # aj;. Wir setzen f(x) :=
e; und g(z) := e;. fiir diese konstanten Funktionen gilt ¢” (z) Af(z) = el Ae; = a;;
und [T (x)Ag(x) = e Ae; = ay; fiir jedes 2 € [0,1] und damit (g, f) = a;; # a;; =
(f,9)-

Ist A zwar symmetrisch, aber nicht positiv definit, so gibt es £ € R™ mit ¥ # 0
und T AZ < 0. Setzten wir f(z) = &, so gilt fiir diese konstante Funktion (f, f) =
7T AZ < 0.

A darf von z abhiéngen, solange die Funktion z — g(z)T A(z) f(x) noch integrier-
bar ist fiir alle stetigen Funktionen f, g : [0,1] — R™. Diese Aussage ist in dieser
Allgemeinheit zwar korrekt, jedoch mit unseren Mitteln kaum zu beweisen (wesent-
liches Argument im Beweis: das Lebesguema$ ist sigma-additiv). Das Problem ist
die positive Definitheit.

Wir zeigen dies fiir den Fall, dass A stetig ist in allen Eintrdgen. Damit ist
auch die Funktion x — f7(x)A(x)f(x) stetig, nicht negativ und nur dann iiber-
all gleich Null, wenn f die Nullfunktion ist. Mit dem Standardargument folgt

(f,f)y=0—f=0.



Aufgabe 1 e Die Funktion f hat die Fourierkoeffizienten

™

Flk) = % /7r fx)e ™ dy = L ze~ kT dy (keZ).

2 ) .

-~

Es ergibt sich f(0) = 0, und fiir & # 0 liefert Produktintegration

T —ikx T —ikx
» e ™ e
re Fdy =1 — — —dx
—Zl{Z r=—1 —r —’L]f

) Cmt e
ik (—ik)?

T 2 (1)K
_2mi(-1)t
T=—T ]{7

~

(Beachte: Es gilt ¢*&™ = (—1)* fiir alle k € Z.) Also haben wir f(k) = i(—1)*/k fiir
k # 0, und die Fourierreihe von f ist

i Fk)e = 3 i<_]£1)k(eikx — e k).
k=1

k=—o00

Wenn man will, kann man daraus auch noch die Koeffizienten in der Darstellung

o0

% + Z(ak cos(kx) + By sin(kx))
k=1

der Fourierreihe gewinnen: Laut Vorlesung gilt
ar=JFk)+ (k) (k=0) wnd  G=i(f(k) ~ F(=k) (k=1).
In unserem Falle ergibt sich o, = 0 und 3}, = 2(—1)*" /L.

Bemerkung: Da f stiickweise glatt ist, stellt die Fourierreihe die Funktion an allen
Stetigkeitsstellen dar; an den Unstetigkeitsstellen z, = (2k+1)7 (mit & € Z) konvergiert
die Fourierreihe gegen (f(7+) + f(7—)) = 3(—7 + ) = 0.

e Die Funktion g ist nicht 2m-periodisch, sie hat vielmehr die Periode T' := 4. Daher
setzen wir w := 27/T und betrachten die 27-periodische Funktion G, die gegeben ist
durch G(y) := g(y/w). Falls € R so gewihlt ist, dass die Funktion G an der Stelle wz

durch ihre Fourierreihe dargestellt wird, gilt

[e.e]

9(z) = Glwz) = Y Glk)e™.

k=—oc0

Diese Reihe heifit daher die Fourierreihe von g, und man schreibt g(k) = G (k). Es gilt

A~ 1 " —i 1 " —i
G(k) / G(y)e kydy:g/ g(y/w)e ™ dy;

B % —Tr —T
wegen g(x) =1 fir € (—2,0) und g(x) = 1 + 2z fiir x € (0, 2) folgt

1 ™

. 1 i )
= — e dy + — / 2(y/w)e™ ™ dy ;
2T - 27 0



fiir k = 0 ergibt sich hier 1 + 5= - 7% /w = 2; sonst gilt (Produktintegration)

:O+i y e—iky ™ _/ﬂ' e—iky dy :3 W(—l)k B e—iky
oo Jo ik 2\ =ik (—ik)

ik
_2i(=1F 2 (“DF-1 2i(-1)F . 2(—1)k — 2

km 2 —k2 km k272

ﬂ )
y=0

Damit ist die Fourierreihe berechnet. Will man noch die o und [, bestimmen, so erhélt
man oy = 4 und ay = 4((=1)* — 1)/(k*r?) sowie [y = 4(—1)k1/(kx) fiir k > 1.

Bemerkung: Eine beliebige T-periodische Funktion g hat also die Fourierkoeffizienten

. g . /2 .
30 = G0 = o [ gtwwre ™y =7 [ glaye e d,

C2r —n —T/2

wie man mit der Substitution z = y/w einsieht.

e Die Funktion A ist wieder 27-periodisch. Zur Abwechslung berechnen wir diesmal
direkt die Koeffizienten «j und [ in der Cosinus/Sinus-Darstellung der Fourierreihe.
Da h eine gerade Funktion ist, gilt 6, = 0 fiir alle £ € N. Fiir £ > 0 ist

™ ™

—T —T

1 [ 1 [7
ap = —/ h(z) cos(kx) dx = —/ cos(3x) cos(kx) dx
Zweimalige Produktintegration liefert

I ::/ cos(iz) cos(kz) dx

= 2sin(iz) cos(kz) ‘Z:_W —/ 2sin(3z)(—ksin(kz)) dx

= 2(cos(km) + cos(—km)) + Qk/ sin(1z) sin(kz) dz

—T
™

= 4(—1)F + 2k (—2cos(%m) sin(kx) |7___ —/ —2cos(3z)(k cos(kz)) dm)

=4(—1)F — 0+ 4K21, .
Somit haben wir die Gleichung [}, = 4(—1)*+4k*I}; dies bedeutet I}, = 4(—1)*/(1—4k?).

Damit kennen wir ay, = I}/ und es ergibt sich die Fourierreihe

% + Z ——————cos(kz).

~ 4(—1)F
—~ (1 —4k?)7

Hieraus kann man auch die ﬁ(k) ablesen, und zwar mittels der Formeln

QE(k) = oy — 15 und 22(—]@ = ay, + i}, (wobei 3y :=0).



Aufgabe 2 a) Eine reine Cosinusreihe ergibt sich fiir gerade Funktionen; also setzen
wir f hier zu einer 27-periodischen, geraden Funktion F' fort:

—r—7%, x€(-m0),

F(x) ::{x_§7 z € [0, F(x + 27) := F(x)

Fiir die Fourierkoeffizienten oy, und (3, von F' gilt dann G, = 0 und

= % / W F(z) cos(kz) dz = % /O " P(a) cos(kz) dz — % /0 (o - =) cos(kx) dz .

Offenbar ist ap = 0 und fiir £ # 0 haben wir

/xcos(k;:c) dr — xs%(lm) B / sin(kx) i — xsin(kz) N cos(kx) .

Folglich ist fiir £k € N

2 (wsin(kz) cos(kz)\ |” /’T 2 (=1kF-1
_ = = A S
a, ( ? + 2 ) cos(kx) dx - 12

T
Das bedeutet ag, = 0 (gilt auch fiir ag) und ag,y1 = —4/((2n+1)?7). Da F stetig und
stiickweise glatt ist, stellt die Fourierreihe die Funktion auf ganz R dar, es gilt also

k k k2

o0

SYCTEIE cos((?n + 1)x) fir x € [0, 7).

n

b) Eine reine Sinusreihe erhalten wir, wenn wir f zu einer ungeraden Funktion fortsetzen:
- Ea € 07 )
Fla) =4 “ 72 2€lm] F(z +2n) = F(x)
r+3, ze(-m0),
Dann gilt oy, = 0 fiir alle £ > 0 und

1 [ 2 [7 2 [T
By = —/ F(z)sin(kz)dx = —/ F(z)sin(kz) dx = —/ (z — %) sin(kr) dx
T ) x T Jo T Jo
fiir alle £ > 1. Produktintegration liefert

/xsin(k:m) dy — _:Ucoz(kx) n / cos(kx) dp — _ wcos(kx) N sin(kx)

und es folgt

p 2 2

B = 2 ( wcos(kzx) N sin(kx) _/ sin(kz) da
T k k? oo Jo
2 —r(=D* N cos(kxz) [T —2(—1)* N (=D* 1 (=DF+1
™ k koo,  k k ko koo

Also ist f9,—1 = 0 und B, = —1/n fiir alle n > 1. Da F stiickweise glatt ist, wird die
Funktion in allen Stetigkeitsstellen durch ihre Fourierreihe dargestellt; wir erhalten also

Z Sm (2nx) fir z € (0, 7).

n=1

(An den Stellen z, = km konvergiert die Fourierreihe gegen 3(F(0+) + F(0—)) = 0.)



Aufgabe 3 Setzen wir in die Darstellung aus 2b) = = 7/4 ein, so ergibt sich

1 1 1 1
2_ 1 A
E sin(nm/2) +3 5—1—7 +

3

n=1

Die erste Reihe hat also den Wert 7/4.
Setzen wir in die Darstellung aus 2 a) z = 0 ein, so ergibt sich

T - —4 4 1 1 1
_Z = I I D T E R E B
2 20(2n+1)27r 7T( +32+52+72+ )

n=

Die zweite Reihe ergibt also 72 /8.

Aufgabe 4 Wir setzen

und nehmen an, dass diese Reihe konvergiert und man gliedweise differenzieren kann.
Damit gilt

o0

—ie i (t) + x(t) = —ie™" Z ikepe™ + Z cpe'®t

k=—00 k=—00

_ i kckei(k—l)t+ i cpe®t

k=—00 k=—o00
oo

— Z (k+ 1)ck+1eikt+ Z ettt

k=—o00 k=—o00
00

= Z (ck + (k4 D)y )e™.

k=—00

Dies muss gleich f(t) sein, damit x eine Losung ist. Das ist dann der Fall, wenn

~

f(k) =ce+ (k4 1)cp (keZ)

gilt. Da f gegeben ist, kdnnen wir auch f(k) berechnen. Freundlicherweise ist f schon

als trigonometrischen Reihe dargestellt, weshalb wir einfach ablesen konnen, dass gilt
f(k) =1/(k!) fiir gerades & > 0 und f(k) = 0 sonst.

Die zusétzliche Bedingung f ) dt = 0, zusammen mit der Annahme, dass wir im
Folgenden die unendliche Summe aus dem Integral herausziehen diirfen ergibt:

= /7T i crpe™ dt = Z ck/ ikt qt = Z CR2mopg = 27Cy,

T k=—o00 k=—00 k=—o00

dies bedeuted einfach ¢y = 0.



Damit erhalten wir ¢, = 0 fiir k£ < 0 und fiir £ > 0 die Rekursionsvorschrift

flk) —cr.

Ck+1 — 11k

Eine einfache Abschitzung zeigt, dass es eine Konstante K > 0 gibt, so dass |¢,| < K27
fiir alle n € N. Daran sieht man, dass die Reihe

gleichméBig konvergiert und genauso die Reihe iiber die gliedweise differenzierten Aus-
driicke. Damit diirfen wir = gleidweise differenzieren. Und die zusétzliche Annahme
(Vertauschung von Summe und Integral) gilt. Nach Konstruktion ist = 2mw-periodisch.
x erfiillt somit alle Bedingungen.

Aufgabe 5

a)

b)

c)

Fiir Funktionen f,g € V und A € C ist f 4+ Ag wieder eine beschriankte Funktion
(—m,m) — C, die an allen Stellen Stetig ist, an denen sowohl f als auch g stetig
sind. Also ist f + Ag hochstens an den endlich vielen Stellen unstetig an denen f
oder g unstetig ist. Insgesamt liegt f + Ag in V.

Fiir Funktionen f,g € V ist fg wieder eine beschréinkte Funktion (—m, 7) — C,
die hochstens an den endlich vielen Stellen unstetig ist, an denen f oder g unstetig
ist. Insgesammt gilt damit, dass fg iiber (—m, 7) integrierbar ist.

Weiter gilt fiir f, f1, fo € V und fir A € C

(9.f) = / " g7 di = / " TOT0 dt = / " ialt) dt = (f.g).

(fo 4 Mo g) = / " () + M) () dt = / " RDg() di+ A / " ha(t)a(t) di
= (f1.9) + M f2, 9)

und schlieBlich (f, f) = [7_f(¢)f(t) dt = [7_|f(t)|* dt > 0. Lediglich {f, f) =0
muss nicht bedeuten, dass f die Nullfunktion ist. Allerdings kann f dann nicht
ungleich Null an einer seiner Stetigkeitsstellen sein, etwa an t;, denn mit f ist auch
|f|? stetig und sonst wiire | f(¢)|* auf einem Intervall gréfer als )P ynd damit

2
das Integral echt positiv.

Die Losung hierfiir wird in der Ubung vorgerechnet.



Aufgabe 1 a) Auf R?\ {(0,0)} ist die Funktion f offensichtlich stetig. Sie ist aber
auch im Punkt (0,0) stetig: Es gelte (z,,y,) — (0,0) mit (z,,y,) # (0,0). Dann gibt
es 1, > 0 und @, € [0,27) mit (z,,y,) = (7, cO8 @y, r, sing,). Es folgt

(1, cos o, ) (ry, sin @y, )
(rn cos y)? + (ry, sin @, )?

f(@nyYn) = f(1rn cos @,y sinp,) =

.9
3 cos @, sin® ¢, . 9 n—oo
= =7, COS (P, sin” p, —— 0,

2
L

weil 7, — 0 strebt und die Folge (cos ¢, sin ¢, ) beschrinkt ist.
b) Die Funktion g ist unstetig in (0,0), denn es gilt

7’L4 n—00
S 1) = il = 5 5 0= 6(0,0),

Wiéhlt man jedoch ein festes ¢, so ist entweder cos ¢ = 0, also g(r cos p,rsiny) = 0 fiir
alle r, oder aber wir haben

3 cos psin? ¢ rcosgsin®p g 0

7 COS ,Tsiny) = - = - =
g v ?) r2cos? o +risin'o  cos? + rZsin’ ¢ cos?p+0

c) Die Unstetigkeit in (0,0) folgt sofort aus h(z,z) = 1 fiir x # 0, denn dies bedeutet
ja h(z,z) — 1 fir x — 0. Nun sei z € R beliebig. Im Falle z = 0 gilt h(x,y) = 0 fiir
alle y, also lim,_,o h(x,y) = 0. Aber auch im Falle x # 0 ergibt sich

x%y? y? y—0 0

h(x,y) = =

=0.
P+ (x—y)? Y+ (1 -y/z)? 0+1

Folglich existiert lim,_.o lim, o h(x,y) = lim, o0 = 0. Wegen h(z,y) = h(y, x) existiert
auch der andere iterierte Limes und hat den gleichen Wert.

Aufgabe 2 Fiir 7 := ¢ Erhalten wir 0 = f() = f(12).

Damit gilt =7 — 0 und f(£7) =0 — 0 (m — o00). Daher muss, unabhéngig von «,
f (6) = 0 gewéhlt werden, wenn wir f stetig fortstetzen wollen. Auch kénnen sonst keine
partiellen Ableitungen oder gar Richtungsableitungen in 0 existieren. Sei also f(0) := 0.

a) Wir betrachten zunéchst alle Werte o > 1 und setzen dafiir

1

81
Il

1
Fiir groBe m, so dass || =Z|| < 1 gilt die Abschétzung

1 1

I=Z*" < || ]| = [|l2]|"m ™"



Damit erhalten wir

1 11 .1 m~" m~" 1
fl=d)=mm_—m— > = (=n ") >0.
GO =i~ e - W Tar

Damit konvergiert f (%f) nicht gegen 0, aber %f — 0. Folglich ist f nicht stetig.

Nun sei a < 1. Wir zeigen, dass f stetig ist im Nullpunkt. Wir miissen fiir € > 0 ein
d > 0 finden, so dass fiir alle ¥ € R" mit ||Z— 0] < § gilt | f(Z) — f(0)| = |f(Z)] < €. Sei
also € > 0.

Wir setzten v := 1 —a > 0 und & := e > 0. Sei nun also Z € R™ mit ||| < 6. Wir
konnen wie folgt abschétzen:

BN 11 i
< —
A N

2] = [1Z]]"" < 8" = e.

f ist also stetig.

b) Unabhiingig von a ergibt die Definition von f, dass gilt f(0 + he)) = f(he)) =
0 = £(0) fiir jedes h € R und j € {1,...,n}. Damit gilt f(0+ he;) — f(0) = 0 und
inbesondere 1

D;f(0) = lim - (f(0 + hej) — f(0)) = 0.

Alle partiellen Ableitungen existieren.

U1

c) Sei ¥ = | : | eine Richtung. Dass die Richtungsableitung Dy f(0) existiert muss
Un

folgender Grenzwert existieren:

. 1 ~ — NN 1 1 T 1hU1hU2"'h’Un
lim = (f(0 + A7) — f(0)) = lim = (f(hv)) = lim B e
im0 et g

N ] T

Dieser Grenzwert existiert genau dann, wenn n — 1 — an > 0, also fiir a < 1 —

S|

d) Aus Teil ¢) sehen wir Dy f(0) = limj_o h"~1~*" f(7). Fir a < 1 — L ist der Grenzwert
Null, fiir « = 1 — £ ist der Grenzwert f(¥), was ungleich Null sein kann.

Jedoch ist Grad f (6) fiir jedes @ € R in jeder Komponente Null (siche b)). Damit gilt
insbesondere 7 - Grad f(0) = 0 fiir jedes o < 1 — L und ¥ € R". (In der Vorlesung
wird Differenzierbarkeit von Funktionen R” — R definiert. Fiir a = 1 — % kann man
schlielen, dass f nicht Differenzierbar ist, denn sonst miifiten fiir jedes v € R™ beide
Terme iibereinstimmen.



Aufgabe 3 Wir setzen

Dann ist entweder @ = 0 und damit die behauptete Ungleichung trivial (weil auf der
linken Seite 0 steht), oder aber wir konnen @' := /||| definieren und haben

b ’Ijﬁ b b
/F(t)dtH:HﬁH: == (/ F(t)dt) -a:/ Ft) - vt

(Dass man das Innenprodukt ,in das Integral hineinziehen“ kann, ergibt sich aus der
komponentenweisen Definition des Integrals.)

Wegen 7(t) - 0 < [7(t) - 0| < ||[F(@)]] -[| ]| = [|7(#)]| folgt dann

‘/abm)dtH:/abm)'ﬁdK/ab\lf(t)udt.

Aufgabe 4 a) Es gilt 7'(t) = (1 — cost,sint) und damit

|7 (1)]|> = (1 — cost)® 4+ sin®t = 1 — 2cost + cos®t +sin’t = 2 — 2 cost

=2(1—cos(3t + 1t)) = 2(1 — cos*(3t) +sin®(31)) = 4sin®(31).

Definitionsgeméf ist also

27T 27 2T
L(7) :/ ||F’(t)||dt:/ 2[sin( L )|dt_2/ sin(3t) di = —dcos(3t)|*", = 8.
0 0 0

y A

T T -

T o T

b) Hier geht es um die Kurve 7(t) = (¢, f(t)) = (¢, |t|), t € [-1, 1]. Deren Lénge ist

1
L(7) /|| V| dt = /|11—1 |dt+/|y11 )| dt = /\/Edtzz\/i.
-1




c) Mit dieser Schreibweise ist die Kurve 7(¢p)

= (pcosp,psiny), ¢ € [0,27], gemeint.
Wegen 7/ (t) =

(cos p — @sin g, sin p + @ cos ) ergibt sich
17 (£)]1? = (cos @ — wsin ) + (sinp + @ cos @)

= cos? p — 2 cos psin ¢ + p? sin® ¢ + sin? ¢ + 2 cos @ sin @ + ©* cos®
=1+¢%,

und damit

B 2m 14+ @2+ /14 ¢?
1) = [ 1@l do = Cirade— [ Y Vit
0

2

1/27r( 1_‘_30 ) 1 21 1 ()02
S ———— + 1+ ) dp == / + 1+ ¢? ) de
2 \VITHS? NN

1 ? h2
:§(arsinhgp+gpvl+g02> :arsmTﬂ+7T\/1+47r2.
p=0

y A
7TAV
—W/—\ T 27
‘ T
_7T —

d) Hier ergibt sich

1t)3 cost — sin®(3¢) sint
t) cost — sin(3t) sin(t)) = sin®*(5¢) cos(3t)

t)sin(5t). Folglich ist die Lénge der Kurve

= 2 =
3
6m 1 67
= / sin(4t) dt = = (/ sin®(t) dt +/ cos?(1t) dt) _ T 3.
0 2 \Jo 0 2

Y

(Die Kurve wird bei der gegebenen Parametrisierung zweimal durchlaufen, und zwar
entgegen dem Uhrzeigersinn.)



Aufgabe 5 Es handelt sich um den Schnitt einer Kugel mit einer Ebene; dies ist ein
Kreis. Setzen wir z = 1 — x in die Kugelgleichung ein, so erhalten wir

4y’ +(1—-2) =1, also 22°-22+9y°=0
Wir dividieren durch 2 und nehmen eine quadratische Ergédnzung vor:
(2= 1) = (4 + (3v29)* = 0.
Bei dieser Kreisgleichung parametrisieren wir nun wie folgt:

r— % =1lcost, W2y=1sint tel0,27]

27 2
: 1,1 1 : 11 :
Dann haben wir z = 5 + 5 cost, y = 5v2sint und es folgt 2 = 1 —x = 5 — 5 cost. Also:
1+ cost
a?(t):§ V2 sint |, t €[0,2n].
1 —cost

Der Tangentenvektor im Punkt Z(t) ist

1= sint
#'(t) = = | vV2cost
2 .
sint
Ein Normalenvektor hierzu ist beispielsweise 77 := (1,0, 1).

Nun berechnen wir noch

t 1 t
s(t) == Lé(f):/ Ha?’(T)HdT:§/ Vsin? 7 4+ 2cos? 7 + sin? 7 dr = t/v/2.
0 0

Die Darstellung beziiglich der Bogenlinge ist dann wegen ¢ = v/2 s gegeben durch

1 1+ cos(v/2 s)
H(s) =5 | V2sin(v2s) |, s€ 0,v27].
1 — cos(v/25)

Aufgabe 6 a) Fir —1 <t <1 gilt
1/VI— 12
z'(t) = 1
—t/\/1- 12

Fiir ty € (—1,1) ist daher

Arcsin g 1/\/1—13
1

Ft) + 2T ()= o |+

V91—t —to/+/1 — t2



eine Parameterdarstellung der Tangente im Punkt #(ty). Fiir ¢ = %1 ist dieser Aus-
druck jedoch nicht definiert. Wir bilden daher noch

1 12 2
—/ o —
I @)l = 1 —¢2 1 —¢2 \/1—752’
und betrachten
(1) 1/\/§
EEI A
v —t/\/i

Hier kénnen wir ¢ = +1 einsetzen (genauer: den Grenziibergang ¢ — 41 machen) und
erhalten die Tangentenvektoren (1/v/2,0,F1/v/2). In den Punkten #(—1) = (—%, —1,0)

und #(1) = (3,1,0) ergeben sich also die Tangenten
_z 1 1 1
—1]1+X1]0 und 1)1 +A[ O
0 1 0 —1
b) Wir haben
/ |2 (7)|| dr = / 5 dr = \/_Ar051n7" V2 (Arcsint + T ).

Folglich hat die Kurve die Linge s(1) = v/2 7 und wegen

s o
— — = = Arcsint 1 t=1t(s) = 25— T) = —cos(:v2
N resint, also (s) = sin(3 V235 %) COS(2\/_S)
ist die Darstellung beziiglich der Bogenlénge
Wos s
Z(s) = Z(t(s)) = —cos(%x/ﬁs) : s €[0,v2n].
sin(2v/2 s)

Aufgabe 7 Es gilt Z(t) = (tf(t), f(t)) fiir f(¢t):= (> —1)/(t* +1). Wegen

iy L 2E D) - (-2t 4t
f (t) - (tQ + 1)2 - (t2 + 1)2
folgt dann
it S A
7(t) = (f(t) + tfl(t)) I A (e L (2 + 1)
O e )T " =
(2 +1)? (2 + 1)2

Eine waagerechte Tangente liegt genau dann vor, wenn die zweite Komponente dieses
Vektors 0 wird, d. h. wenn ¢ = 0 gilt. Dies liefert den Punkt P, = (0, —1).



Fiir Punkte mit senkrechter Tangente muss die erste Komponente des obigen Vektors
verschwinden. Fiir u := t? bedeutet dies

w4 4u—1=0, also  ujp =2+ V4+1.

Da u = t? < 0 nicht moglich ist, haben wir zwei Losungen tig=%V-2+ V5. Berech-
nen wir die Punkte: Es gilt

C2+v5-1  =3+V6  (=3+V5)(1+Vh) 1-+5
245+l —1+4VE 51 2

Weiter hat man
tiaf(tiz) = £\ -2+ V5-1(1-V5) = i%\/(—2 +V5)(1—V5)?

= i%\/(—2+ V5)(6 —2v5) = +14/ 22 +10v5.

In folgenden Punkten liegt also eine senkrechte Tangente vor:

Py = (5\/10\/_—22, %(1—%5)), Py = (—%\/10\/5—22, %(1—\/3)).

Die Kurve besitzt einen Doppelpunkt, denn sowohl ¢t = —1 als auch ¢t = 1 liefert den
Punkt Py = (0,0).

f(ti2)

Eine parameterfreie Darstellung erhélt man wie folgt:

2 —1
(r,y) =2(t) fireinteR < x=ty und y:t2+1 fireint e R
(z/y)* -1 2 — 2
r=y=0 oder = r=y=0 oder -z 7
> Y Y (z/y)? + 1 Y Y 2+ 42

o y@ ) =27 — .

Injektivitdt bedeutet t; # to — Z(t1) # Z(t2). Wir haben aber schon gezeigt, dass &
einen Doppelpunkt hat. Das genau bedeutet aber, dass Z nicht injektiv ist.



Aufgabe 1 a) Die partiellen Ableitungen erster Ordnung sind
Dy f(z,y) = 32° — day* + 49° und Dyf(x,y) = —da?y + 1229 + 4y° .
Daraus ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

Dy Dy f(z,y) = 6z — 4y* DyDsf (2,y) = —4x* + 24ay + 1297,
DiDyf(x,y) = —8xy + 12y%,  DoDsf(z,y) = —8xy + 1242

Dass D1 Dy f = Do D f gilt, war wegen des Satzes von Schwarz schon vorher klar, denn
die Funktion f ist offenbar zweimal stetig differenzierbar.

b) Hier haben wir
Duf(e,) = 206 + (2 + yP)ye” = (aPy + 2 + y)e,
D f(z,y) = 2ye™ + (2 + y*)ze™ = (2 + zy® + 2y)e™ .
Weiter gilt dann
DDy f(z,y) = 2zy + 2)e™ + (2%y + y° + 22)ye™ = (2%y* + day + y* + 2)e™ |
DoDsf(z,y) = (2zy + 2)e™ + (2° 4+ 2y? + 2y)ze™ = (2 + 2%y* + 4oy + 2)e™

DDy f(x,y) = (327 4 y*)e™ + (:c3 + 2y’ + 2y)ye™ = (23y + 322 + a9 + 3y2)e“’0y
= D2D1f($,y) .

c) Es ergibt sich
Dy f(z,y,z) =¢€Y/z, Dyf(z,y,2) = xe¥/z, Dsf(x,y,2) = —we¥ /2.
Weiter haben wir
DD f(x,y,2) =0, DyDsf(z,y,2) = xe¥/z, DsDsf(z,y, 2) = 2we? /2° .
Und schliellich noch die gemischten Ableitungen zweiter Ordnung;:

D1D2f(x7y7 Z) = ey/z = DQle(ZE,y,Z),
D1D3f(x,y, Z) = _ey/"7’2 = Dngf(l',y, Z) )
D2D3f(l',y, Z) = —Ilfey/ZQ = DSDQf('Iava) .

Aufgabe 2 a) lel(:lr,y,z) — y2z3emy223 + asy2z3€’”y2z3y223 — 9223(1 + l.y223)ezy2z3;
ebenso berechnet man die anderen Ableitungen. Die Jakobimatrix ist gegeben durch

o) = (B Dof Dog) (o

<y2z3(1 + 2y223)e’? 2ayz3(1 + 21223 e’ 3wy?22(1 + my223)emy2z3)

2reY + cosw x2e? 0



ye® +sinhy  e* + xcoshy
b) Diesmal haben wir Jy(v,y,2) = 6rsiny  4y® + 3z cosy
—3x? 4

c¢) Und hier erhalten wir die (1, 3)-Matrix

Jr(z,y, 2) = (% + e*sinh(x + y)

@7) 5 +efsinh(z +y) € cosh(a:y)) .

1+ (zy)

d) Wegen 2¥ = e¥"2 ergibt sich D, f(z,y,2) = e/"%y/z und Dy f(x,y,2) = e/ Ina.
Folglich ist
Jp(z,y,2) = (yzv=' a¥lnz 0).

Aufgabe 3 a) Auf R?\ {(0,0)} ist f offenbar stetig; wir miissen also nur noch die
Stetigkeit in (0, 0) nachweisen: Wegen

22—
.ZU2 + y2

2| Py _

1
x2+y2 _$2+y2

gilt | f(z,y)| < |zy| und damit folgt f(z,y) — 0= f(0,0) fiir (z,y) — (0,0).

b) Fiir (z,y) # (0,0) ist

% —y? 2z(x% + y?) — (22 — y?)2x
D —
1f($7 y) y ZU2 + y2 + xy (xQ + y2)2
~y(@® —y?) (@ +y?) A%y aty 44yt — P
o (wQ + yz)z (xQ + y2)2 - (xQ + y2)2 ’

und wegen f(x,y) = —f(y, x) ergibt sich daraus

f(x,y—i—h)—f(x,y) —f(y—f-h,l‘)—i—f(y,l’)

Dafton) = oy [ oy SO
. . f(y+h,$)—f(y717) o . y4a7—|—4y2x3—x5
- _flg% h = —Dif(y,2) = - (42 + 22)2

Fir (z,y) # (0,0) gilt also

_ (Dif(x, )\ _ 1 aty + 4zt — P
Vizy) = (lem,y)) C (@42 (1’5 — daty? — l‘y“) '

Betrachten wir nun noch den Nullpunkt: Es ist

(0.0 = i h R
und genauso
D2 f(0,0) = lim LOE0FM 2SO0 020
h—0 h h—0



Somit ist V £(0,0) = (0,0).

¢) Definitionsgeméis gilt

. Dof(h,0) = Dyf(0,0) . Dyf(h,0) 1 hS—-0-0
Dy D f(0,0) = lim ; ST TR o
Ebenso erhilt man
. Dyf(0,h) = Dyf(0,0) . Dyf(0,h) . 04+0—h"
Dy Dy f(0,0) = ;%E% n - ;llli% h o Ilzli% h(0 + h2)2 B

d) Wie wir wissen, gilt

1 xhy + 422y — P
T

(22 4 12)2 \&® — 42y* — zy?

auf R?\ {(0,0)}. Dort existieren also die partiellen Ableitungen erster Ordnung und
sind stetig, d.h. f ist dort stetig differenzierbar. Aus der Vorlesung wissen wir, dass
dies die Differenzierbarkeit impliziert. Die Ableitung ist

1
f(z,y) = Jp(z,y) = (V[(z, y))T T (zty + 422y —y° 2° — dady? — ay?) .

Weiter ist bekannt: V f£(0,0) = (0,0). Fiir (z,y) # (0,0) sei z := max{|z|, |y|}. Es gilt

D - < —62=6 yl}.
| 1f($7y)| (1'2 + y2)2 = <Z2)2 z max{|:1:| |y|}

Damit folgt Dy f(x,y) — 0= D, £(0,0) fir (z,y) — (0,0). Genauso sieht man ein, dass
D5 fin (0,0) stetig ist. Alsoist f in (0, 0) stetig differenzierbar und damit differenzierbar,
und es gilt f/(0,0) = (0 0).

e) Die Funktion f kann nicht zweimal stetig differenzierbar sei, denn sonst miissten
diese beiden Ableitungen Dy D; f und DD, f iibereinstimmen (Satz von Schwarz).

Aufgabe 4 a) Diese Funktion ist auf R?\ {(0,0)} offenbar stetig; es bleibt noch der
Nullpunkt zu priifen. Ist (z,y) # (0,0) und 2z := max{|z|, |y|}, so gilt

i R

l’2+y2 — 272 :2222maX{|$|7|y‘},

und damit folgt f(z,y) — 0= f(0,0) fir (z,y) — (0,0).

b) Fiir (z,y) # (0,0) gilt

D f(z.y) —2xy(2® +¢*) — (y* —2*y)2c  —Aay’
X = —
1 Y (:c2 +y2)2 (:E2 + y2)2 ’
(By? —2?)(@® +¢°) = (° —2®y)2y _ —at 4 4%y’ 4yt
D2f(17,y) = 2 2\2 = 2 2)2
(22 +y?) (2 +9?)



Auf R?\ {(0,0)} haben wir also
B 1 —4xy3
grad f(z,y) = T ) (—x4 +da?y? + y4>
Nun noch zum Nullpunkt: Definitionsgeméf3 gilt
f(0+h70)_f(070> 0-0

e

und

D,f(0,0) = fim TOOHN SO0y JOR) 1 B0

h—0 h h—0 h  h—0h O+ h2

Somit ist f auch in (0,0) partiell differenzierbar mit

erad £(0,0) — G) .

c¢) Betrachtet man

_41'4 x—0
le(I7$)=m=—1 — —1#0=D1£(0,0),

—2*4+0+0 -
DQf(IE,O):W:—l T2 14 1= Dy f(0,0),

so sieht man: Weder D; f noch D, f ist im Punkt (0,0) stetig.

d) Es sei ¥ = (v1,v2) # (0,0) eine beliebige Richtung. Dann gilt

_ o SU0,0) + A7) — f(0,0) . f(hwy, hoy)
TR O (LYl UV M = lim USQ_ U%;)z = ”32_ “332 .
h—0 (hv1)? + (hvg)? h—0 h3(v?+ v3) h—0 v2 4 v2 v+ 02

Dies soll nun mit
grad f(0,0) - ¥ = vy

verglichen werden. Es gilt

3 2

3_ 2 2, 2 2
55 = Uy <= Uy — ViU = Ua(v] +1v3) <= 2vjvy =0.
v] + v3

Gleichheit gilt also genau dann, wenn v; = 0 oder vy = 0 ist.

e) Nicht fiir alle Richtungen ¥ gilt die Gleichung Dzf(0,0) = V f(0,0) - ¢. Folglich kann
die Funktion in (0, 0) nicht differenzierbar sein (denn sonst miisste ja laut Vorlesung die
Gleichung fiir alle Richtungen gelten). Auf R?\ {(0,0)} ist sie aber stetig differenzierbar,
also auch differenzierbar, mit

1

flxy) = m(

—day® —at + 42y +yt) .



Aufgabe 5

g+f Dsg)
V(fg) = =g(Vf)+ f(Vg)
(Dnf) g+f

b)

B D1 fon Dy(fp3) — Ds(fo2)
Vx(fe)= foo Ds(fo1) — Di(fos)
D3 fos Di(fp2) — Da(fn)
(Do f)ps + f(D2¢3) — (Dsf)p2 — f(Dsgo)
= | (Dsf)p1 + f(D3d1) — (D1f)ds — f(D13)
(D1f)pa + f(Di¢2) — (Dof )1 — f(Daob1)
Dyd3 — D3o (D2f)d3 — (D3 f) o2 . B
= f| Ds¢r — D1z | + | (Dsf)pr — (Dif)gs | = f(Vx @)+ (VSf)x o,
D¢y — Doy (D1f)p2 — (Do f )1

—fZDk¢k+Z Dif)be = f(V-6)+(Vf) 6.

. Dl f§b1 n n
Velfo)=1| || : Dy(for) = Z(Dkf)¢k + f(Dior)

d) Wegen g = f¢ mit

22yt 422 -2 1 2 - .
f([E,y,Z)— (l’2+y2+22)2 _$2+y2+22_($2+y2+22)27 ¢(Iay72)_ Yy

erhalten wir ot 7=V x §=V x (f¢) = f(Vx &)+ (Vf) X ¢.

Offenbar ist V x g; = (0 und Dy f(x,y,2) = —2x(x*+y*+22) 2 +8x(x? +y* +22) 3
die anderen Ableitungen berechnet man genauso und erhélt

Y

-

), also (Vf)x ¢ = 0.

vf(x7 y7 Z) =

IS

(2 +y? + 22)3

8 — 2(x? + y? + 2%) (

Folglich ist rot § = 0. Fiir die Divergenz ergibt sich

divg=V-g=V-(f¢)=f(V-6)+(Vf) ¢
8 — 2(z* +y* + 2?)
(x2+y2+22)3

24yt + 2242

=3f + e

(®+y*+2%) =



Aufgabe 6 Wir verwenden die Darstellung A = VIV = V - V des Laplaceoperators.
Aus Dy(fg) = (Dif)g + f(Dyg) folgt V(fg) = (Vf)g+ f(Vg). Damit ergibt sich

A(fg)=V-(V(f9)=V-((VNHg+ f(Vg) =V-(g(V))+V-(f(Vg);

auf beide Summanden wenden wir nun die Formel aus Aufgabe 7 an (Beachte: f und ¢
sind skalarwertig, V f und Vg sind vektorwertig) und erhalten

=g(V- (V) + (Vg) - (V) + F(V-(Vg) +(Vf)- (Vg)
=gAf+2(Vf)-(Vg) + fAg.

Aufgabe 7 f bildet die Zylinderkoordinaten 7, ¢, z eines Punktes das R? auf dessen
Standardkooridinaten ab.

Zunéchst berechnen wir die Jakobimatrix:

. D1f1 D2f1 D3f1 Cosy —Tr SiIlQO 0
Jf = f, = leg Dgfg D3f2 = sin (Y2 ~+7 cos 2 0
Difs Dafs Dsfs 0 0 1

Damit gilt det Jp = 1det (522775 9) = r(cos® p +sin’ @) = .

sinyp rcose



Aufgabe 1 Wir betrachten zunéchst den Schnitt von 7" mit einer Ebene der Form
z = c¢. Wegen bsinu € [—b,b] ergibt sich fiir |¢| > b die leere Menge. Fiir ¢ = +b
ergibt sich genau ein u mit bsinu = ¢, ndmlich v = § bzw. u = 37” Dann ist cosu =0
und an den beiden ersten Komponenten von 7 lesen wir ab: Der Schnitt ist ein Kreis
um den Ursprung mit Radius a. Fiir ¢ € (—b,b) existieren zwei Zahlen u; und us mit
u; € [0,2m) und ¢ = bsinw;. Als Schnitt ergeben sich hier jeweils zwei konzentrische
Kreise um den Ursprung.

Nun schneiden wir die Menge 7" mit der xz-Ebene, setzen also y = 0. Dann folgt
(a+bcosu)sinv = 0;

wegen a > b > 0 bedeutet dies sinv =0, d.h. v =0 oder v = 7. Wegen

a+ bcosu —(a+ beosu)
(u,0) = 0 : (u, ) = 0
bsinu bsin u
ergibt sich folgendes Bild:
z

Damit ist klar wie T" aussieht: Die Menge entsteht, indem man die Kreise in der Skizze
um die z-Achse rotieren lisst. (Man nennt 7" einen Torus.)

Jetzt wenden wir uns den Tangentialebenen zu. Aus der Vorlesung wissen wir, dass die
Tangentialebene im Punkt 7(u, v) aufgespannt wird von den Vektoren

—bsinu cosv —(a + bcosu)sinv
Dy7(u,v) = [ —bsinusinwv und Dyr(u,v) = [ (a+bcosu)cosv
bcosu 0

Ein Normalenvektor dieser Tangentialebene ist dann

—bcosu(a + bcosu) cosv
Dy7(u,v) X Dar(u,v) = | —bcosu(a+ beosu)sinv
—bsinu(a + bcosu)

Die Tangentialebene ist genau dann senkrecht zur zy-Ebene, wenn dieser Normalenvek-
tor in der zy-Ebene liegt, wenn er also die z-Komponente 0 hat. Dies bedeutet sinu = 0,
also u = 0 oder u = m. Wegen

(a+0b)cosv (a —b)coswv
7(0,v) = | (a+b)sinv |, r(m,v) = | (a—"b)sinv |,
0 0

sind dies gerade zwei Kreise um den Ursprung mit den Radien a + b in der xy-Ebene.

Orthogonalitiat zur xz-Ebene liegt vor, wenn die y-Komponente des Normalenvektors
verschwindet, wenn also cos usinv = 0 ist. Dies ist zum einen fiir sin v = 0 der Fall (das



ist der von oben bekannte Schnitt mit der xz-Ebene) und zum anderen fiir cosu = 0.
Letzteres bedeutet v = 5 oder u = 37” Es gilt

acosv acosv
7(5,v) = | asinv |, 73, v) = | asinv
b —b

Dies sind Kreise um den Ursprung mit Radius a, die in den Ebenen z = +b liegen.

Aufgabe 2 a) Die Funktionen v und v sind jeweils auf ganz R? definiert; die Funktion
f dagegen nur auf { (u,v) : |u| # |v| }. Folglich ist h(z,y) genau fiir die (z,y) definiert,
fir die |u(z,y)| # |v(z,y)| gilt. Dies bedeutet

e Y £ e, also —r—yFury.

Dies ist gleichbedeutend mit

—r# (1+2a)y, d. h. r=—1 oder (x#—l und y # — z )
1+z

Der Definitionsbereich der Funktion f ist somit

{(—Ly):yeR}U{(aﬁ,y):x#—l, y#—lix}-

b) Wegen h = f o § mit

u

e = (1) = ()

gj’ = = z

i) (v(x, y) ey

gilt geméaf Kettenregel die Gleichung

hl(x7y> = f’(ﬁ(x,y))j’(:c,y) :

Wir bilden die partiellen Ableitungen von f und erhalten

C 2u(u? =) — (WP +0?)2u  —duw?
D f(u,v) = (u? — v2)2 - (u2 — v2)?2 )
Dy f(u,v) = 2l v(Lz__(l;z; V) =2) - (u24ﬁ 22)2 :

Damit haben wir

Die Ableitung von ¢ ist



Folglich erhalten wir

W(x,y) = f'(e ", e")g'(z,y)
_ 4e 7Y™ (_e,ry e—x—y) (_e—:—y _e_:_y>
(e=2(a+y) — 2uy)2 yery xe™
_ e T Y™y (6xy€_w_y + e~ T YyerV  eTYe=T—Y + e_x_yxexy)
(672(x+y) _ e2my)2 4
p— 46—2(z+y)e2zy

= VetV (14+y 1+1)=

e—2(zty) _ p2ay)2 +y L+ SL’) )
( )

(672(z+y) _ €2xy)2 (1

c) Nach Definition ist

e 2zty) 4 g2y 2e2%y
h(z,y) = f(u(z,y),v(r,y)) = o—2(+y) _ p2ay =1+ o—2(c+y) _ p2ay

Es ergibt sich
4y62xy(6—2(:c+y) _ e2:cy) _ 262:cy(_26—2(:c+y) _ 2y62ry)
(6—2(m+y) — e21y)?2

Ay + 1)ePrve ety
(e—Q(z—i—y) _ e?my)2 ’

Dﬂl(l’,y) =

und genauso
4(x + 1)ePve2@+y)
(672(:L‘+y) _ eQ:):y)Z

DQh(‘Ta y) -

Aufgabe 3 Das Taylorpolynom zweiten Grades um den Punkt % ist gegeben durch
To(f; T0)(T) = f(To) + Vf(Zo)" (T — o) + 5(T — To)" Hy(Zo) (T — To) .
Bei dieser Funktion ergibt sich
L) =, floy)=-2,  floyz) = oe
Damit erhalten wir f,(1,—1,0) =1, f,(1,—1,0) =2 und f,(1,—1,0) = 1. Weiter gilt
Jea =0, fo =0, foz=¢", fu=-2, f.=0, f.=uze.

Insgesamt ergibt sich, mit Zy := (o, Yo, 20) := (1, —1,0),

1 0 0 1
f(@) =0,  Vf(@o)=|2|, Hf(do)=10 =2 0
1 10 1

Folglich ist
To(f; 7o) (w,y,2) = 0+ (z — 20) + 2(y — yo) + (2 — 20)
+3(—2(y — v0)* + (= — 20)* + 2(x — 20) (= — 20))
—(@—D)+2y+D+z—(y+ 1)+ 5+ (@ —1)z.



Aufgabe 4 Gesucht ist

To(f; Zo) () = f(do) + V[ (o) (F — Zo) + 5(F — &) " Hy(Zo)(Z — Zo).

Wir bestimmen zunéchst einige partiellen Ableitungen:

— 273 (1+a%?) —22%y* 1 —a%y?

Tt @ = Wt Q@

Also ist fo(L1) = 1 fur(1.1) = 1 und foy(1,1) = 0. Wegen f(z.y) = f(y. ) crgibt
sich dann auch f,(1,1) = 3 und f,,(1,1) = —3. Beachten wir f(1,1) = arctanl = =,
so erhalten wir das Taylorpolynom
L(fi(LD))(@y) =F+50@ -1 +3—1)
+3(—3@ =1 +2-0-(z = D(y—1) — 3(y — 1)?)
T P V) )

Yy

fx: 1—|—(Q?y)27

fmc:

Aufgabe 5 Wir untersuchen zunéchst das Innere von B. Wir suchen (x,y) mit

(22 +y—6)\ (0
Aus der zweiten Zeile folgt © = —2y und damit aus der ersten —3y — 6 = 0. Also ist
y=—2und v = 4. Wegen f,, =2, fzy, = 1 und f,, = 2 ist die Hessematrix

e = (1 )

stets positiv definit (2 > 0 und Determinante > 0); in (4, —2) liegt daher ein lokales
Minimum mit Wert f(4, —2) = —10 vor.

Wir kommen jetzt zum Rand der Menge B; dieser lésst sich parametrisieren in der Form
(x,y) = (6cost,6sint), mit t € [0,27). Wir betrachten daher die Funktion

h(t) := f(6cost,6sint) = 36 cos®t + 36 costsint + 36sin’t — 36 cost + 2
= 38 4 36 cost(sint — 1)

und untersuchen diese Funktion auf Extremstellen. Es gilt

R'(t) = —36sint(sint — 1) + 36 cost cost = 36(— sin®¢ + sint + cos” t)
_ L2 : _ L2 1 1
= 36(—2sin“t +sint + 1) = =72(sin¢ — 3sint — 3).
1

Aus P'(t) = 0 ergibt sich also mit der Substitution u = sint die Gleichung u? — Ju — 3

mit den Losungen u;» = 1 + (55 + 3)"/2. Es folgt: sint = —1 oder sint = 1. Dies liefert

t = %W, ty = %W und t3 = 7 als verdéchtige Stellen.

An der Stelle t3 hat A’ keinen Vorzeichenwechsel, denn es ist stets sint < 1; also besitzt
h hier kein Extremum.

An den beiden anderen Stellen dagegen wechselt h’ das Vorzeichen: In t; wechselt sin ¢
von Werten > —1 zu Werten < —1; damit wechselt dort u® — Ju— 1 (mit u = sint) von
— nach +, d. h. A’ wechselt von + nach —; hier liegt also ein Maximum vor.



zu a) Y4 zu b) Yy

Qs Q4
1 +4
I B
Q3 1 X
Q1 Q2
Q1 Q2

Genauso sieht man: Bei ¢ befindet sich ein Minimum.

Damit haben wir die zwei verdéchtigen Randpunkte @; = (6 cos(t;), 6sin(t;)), also
Q1 = (—3V3,-3) (mogl. Max.) und Q2= (3V/3,-3) (mdgl. Min.).

Betrachten wir die dortigen Gradienten: V f(—3v/3, —3) = (=9 — 6v/3, =6 — 3v/3) und
V£(3v3,-3) = (=9 4 6v/3, —6 4 3v/3) weisen jeweils nach auBen. Also: In @, hat f
ein Randmaximum (mit Wert 38 + 12v/3), in Q5 dagegen kein Extremum.

Aufgabe 6 Zuerst suchen wir im Inneren von B nach Extrema. Die Forderung

(322 —1+2y\ (0
Vf(x’y)_( 20+2y ) \0
fithrt wegen der zweiten Komponente auf y = —x und damit wegen der ersten Kompo-

nente auf 3z% — 296 —1=0,d.h. 22— %x — % Diese quadratische Gleichung besitzt die

Losungen 212 = 3 + (5 + 3 )1/2 also 71 = 1 und 25 = —1.

Die beiden stationéren Stellen (1,—1) und (—3, 5), die wir gefunden haben, liegen im
Inneren von B. Wir untersuchen jetzt noch die Hessematrix: Wegen

Hy(z,y) = (6; Z)

ist Hp(1,—1) = (§%). Diese Matrix ist positiv definit (wegen 6 > 0 und positiver
Determinante), in (1, — ) ist also ein lokales Minimum mit Wert f(1,—1) = —1. Die
Matrix Hy(—3,3) = (3 3) ist indefinit (denn ihre Determinante ist negativ), d.h. an
dieser Stelle liegt kein Extremum vor.

Nach dem Inneren von B miissen wir jetzt noch den Rand untersuchen:

Fiir den unteren Rand von B betrachten wir gi(z) := f(z,—4) = 2% — 122 + 121, Es
gilt ¢} (z) = 32% — 12 < 0 auf (—2,2), d.h. g; ist monoton fallend. Die Funktion 91 hat

daher ein Maximum in z = —2 und ein Minimum in z = 2. Somit ist Q = (=2, —4)
mogliche Maximalstelle von f und Qs := (2, —%") ist mogliche Minimalstelle.

Rechter Rand: ga(y) = f(2,y) = y*> + 4y + 6 = (y + 2)* + 2 hat auf [—1 2] drei
Extrema: Ein Minimum bei y = —2 und Maxima bei y = — % und bei y = 2 Folglich

ist @3 := (2, —2) mogliche Minimalstelle von f; die Punkte QQ und Q4 := (2,2) sind
mogliche Maximalstellen.



Oberer Rand: Fiir g3(z) := f(z,2) = 2% + 3z + 4 gilt gj(z) = 32> + 3 > 0. Damit ist
Q5 := (—2,2) mogliche Minimalstelle und ¢, mogliche Maximalstelle von f.
Linker Rand: g4(y) := f(—2,y) = y*> — 4y — 6 = (y — 2)*> — 10. Die Funktion besitzt auf

[—%, 2] zwei Extrema: Ein Maximum bei y = —4 und ein Minimum bei y = 2. Damit

ist ()1 mogliche Maximalstelle und )5 mogliche Minimalstelle von f.
Wir betrachten nun der Reihe nach die verdéchtigen Stellen:

Am einfachsten ist ()3 zu behandeln, da hier der Rand von B glatt ist. In diesem Punkt
zeigt der Gradient V f(2, —2) = (7,0) nach auflen; zusammen mit der Tatsache, dass in
@3 ein Minimum der Randfunktion g vorliegt, folgt: In Q)3 besitzt f kein Extremum.

Auch der Punkt @) ist leicht: Auf dem unteren Rand fallt f zu Q5 hin ab, auf dem
rechten Rand steigt f zu ()2 hin an. Folglich liegt auch hier kein Extremum vor.

Betrachten wir als néchstes (4. Hier ist V f(2,2) = (15,8). Da f stetig differenzierbar
ist, gilt f, > 0 und f, > 0 in einer Umgebung U von (2,2). Fiir (z,y) € BNU ist dann

f(272)_f<x>y):f(2’2)_f(x72)+f(x72)_f(xvy)
=/ fx(§,2)d€+/ £ m)dn = 0.

d.h. in @4 hat f ein lokales Maximum mit Wert f(2,2) = 18.

Als néchstes betrachten wir Q5. Hier haben wir V f(—2,2) = (15, 0); folglich ist in einer
Umgebung U von (—2,2) stets f, > 0 erfiillt. Wir erhalten fiir (z,y) € BN U

f(x,y) - f(_272> = f(l',y) - f(_2>y> + f<_27y) - f(_272)
_ / A6 dE i) — u(2) 20

(Beachte: g4 ist monoton fallend), d.h. in @5 hat die Funktion f ein lokales Minimum
mit Wert f(—2,2) = —10.

Es bleibt noch @1; hier gehen wir wie bei Q)5 vor: Wegen V f(—2, —%) = (0, —15) gibt

es eine Umgebung U des Punktes, wo f, < 0 gilt. Fiir (z,y) € BNU ist dann
y
=/ fy(w,n)dn +g1(z) — g1(=2) <0,

—11/2

denn g; fallt monoton. Damit folgt: Die Funktion f hat in @), ein relatives Maximum

mit Wert f(—2, —45) = 2.

Aufgabe 7 a) Der Satz iiber die inverse Funktion liefert die Behauptung, wenn fol-
gende Bedingungen erfiillt sind: Die Funktion ¢ muss stetig differenzierbar sein, es muss
G(In2,Z) = (0,2) gelten, und die Matrix §'(In2, ) muss invertierbar sein. Uberpriifen
wir diese Voraussetzungen: Die stetige Differenzierbarkeit ist offensichtlich. Weiter ist

32,9 = (Sbtizyond ) = (sanntnz)) = (570):

2



denn sinh(In2) = $(e™? — e 2) = 2(2 — 1) = 2. SchlieBlich gilt

1
2 2

7 () = sinhxzcosy —coshxsiny
g \»Y) = coshxsiny sinhxzcosy /)’

und damit ist h(In2)
= . 0 — cosh(In 2
g'(In2,3) = (cosh(ln 2) 0 >
invertierbar, denn cosh(In2) = (24 3) = 2 # 0.

Nach dem Satz iiber die inverse Funktion gilt
v i 1 o1 0 —5/4\"" 0 4/5
G- e - @mzn)” = (0, ) = (L )

b) Die Funktion g ist iiberall stetig differenzierbar und fiir alle (z,y) ist
det §'(z,y) = (sinhz cosy)* + (coshx siny)?.

Diese Determinante wird also nur dann 0, wenn sinhxcosy = 0 und coshzsiny = 0
gilt. Fiir x > 0 ist dies gleichbedeutend mit cosy = 0 und siny = 0, kann also nie
eintreten. Folglich ist fir z > 0 die Matrix §'(z,y) stets reguldr. Der Satz iiber die
inverse Funktion liefert nun die lokale Invertierbarkeit.

Die Funktion g ist aber nicht injektiv, denn g(z,y + 27) = g(z,y).

Aufgabe 8 a) Wir miissen zeigen, dass in der Ndhe von (0,0, 1, 1) durch die Gleichung

o S L 2 4 y? — u? + v?
f(xa?J,UaU) _07 mit (J%y,UaU) i <x2+2y2 —3U2—|—4UZ -1

implizite Funktionen v und v definiert werden. Offenbar ist f stetig differenzierbar;
zudem sieht man sofort, dass f(0,0,1,1) = 0 gilt; die ersten zwei Voraussetzung des
Satzes iiber implizite Funktionen sind also erfiillt. Jetzt miissen wir nur noch priifen,

—

ob die Matrix O,.)f(0,0,1,1) regulér ist. Wegen

71 (22 2y —2u 2 > (—2u 20
.f (l‘7y7U7'U) - <2£U 4y _6U 8U 5 alsO a(uﬂ))f(x,y,u,v) = —6u 81}

gilt a(uw)f((), 0,1,1) = (Z22), und diese Matrix ist tatsichlich regulr.

b) Bilden wir in beiden Gleichungen die partielle Ableitung nach x, wobei wir u und v
jetzt als die implizit definierten Funktionen auffassen, so ergibt sich

2x — 2uu, + 2vv, =0 und 2x — 6uu, + 8vv, = 0. (%)
Einsetzen von z = y = 0 liefert wegen «(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
20, (0,0) +20,(0,0) =0  und  — 6uy(0,0) + 8,(0,0) = 0.

Dieses Gleichungssystem hat als Losung nur u,(0,0) = v,(0,0) = 0.



Aufgabe 1 f ist eine stetige Funktion und hat somit auf der abgeschlossenen Menge
B sowohl ein Maximum, als auch ein Minimum.
Wir betrachten zuerst alle Punkte im Innern von B, in denen f differenzierbar ist. Das
x
sind alle ¥ = | y | mit [|0]]*> =22+ y* + 2% € (0,1).
z
(Also * = y = z = 0 nicht vergessen!) Nimmt f an solch einer Stelle ein lokales
Extremum an, so muss gelten

0 (22— 1)z
0| =Vf@)= (2% = Dy
0 7] 2z||0)1> + 2° — =

‘ -

<y

Die ersten Zeilen sind genau fiir x = y = 0 erfiillt (da |z| < 1); mit diesen Werten von x
und y ist ||7]|> = 22 und damit gilt die dritte Zeile genau fiir z = 0 oder z = +1//3. Wir
miissen im inneren also die Fille z = 0, y = 0 und z € {0, —1//3,1//3} ausprobieren
(x =y =2z =0 eh, da dort f nicht differenzierbar ist!):

0 0
= 0 =22

0
—1/V3 1/V/3 )

Nun bleibt noch der Rand von B zu berechnen. Dort gilt 22 + y? + 22 = 1 und damit
f(z,y,2) = (22 = 1) =: g(2) mit 2 € [-1,+1]. Wir sehen sofort, dass das fiir |z] = 1
die Funktion g ihr Maximum 0 und fiir 2 = 0 ihr Minimum —1 annimmt, welche damit
auch die Extrema von f auf dem Rand von B sind. Damit ist —1 das Minimum von f
auf B und 0 das Maximum.

0
f(1o)) =0, I
0

Ohne die Vereinfachung, kénnten wir auf dem Rand von B auch wie folgt rechnen:
Wir suchen die Extrema von f unter der Nebenbedingung z? + y* + 22 = 1. Setzen
wir also g(z,y,2) = 2% + y* + 2% — 1 so lautet die Nebenbedinung g = 0. Beide
Funktionen f und g sind differenzierbar (aufier in 0, aber das ist ja weit weg). Weiter
x
gilt Vg(z,y,2) = 2|y |, damit ist Vg linear unabhingig (auBer in 0).
z
hz,y,z,A) = f(z,y,z) + Ag(x,y, z) so gibt es nach dem Satz von Lagrange, fiir alle
Stellen Uy = (xo, Yo, 20), in denen f einen Extremwert auf dem Rand von B annimmt,
ein A € R mit:

Setzen wir

0 Jo + Mgy (2% — Da/||to]] + 2A\x
0 _ _ fy + Agy _ (22 - 1)@/”170” +2\y
o| = Vw2 ) =1 3= 2aiml 4+ (2P = 2)/150]] + 20z

Die dritte Zeile ist erfiillt fiir z = 0 (in f einsetzen, hier finden wir das Minimum —1)
oder fiir z # 0 und 2[|t|| + (2* — 1)/[|To]] + 2A = 0.

Aus der letzten Zeile erhalten wir 22 = 1 — 22 — y?, was auch bedeutet ||tp]| = 1.
Zeile drei fiir z # 0 liefert 2\ = 22 + y? — 2. Einsetzen. ..

Offensichtlich ist dieser Weg miihsamer.



Aufgabe 2 Wir setzen g(z,y,2) := a/x + b/y + ¢/z — 1 und suchen Extrema von f
unter der Nebenbedingung g = 0. Die Funktionen f und ¢ sind stetig differenzierbar,
und fiir alle (z,y,2) € (0,00)? ist

—a/z?

Vg(x,y,z) - _b/y2
—c/2?

linear unabhéngig. (Fin Vektor ist linear unabhéngig, wenn er # 0 ist.) Aus dem Satz
von Lagrange ergibt sich nun: Setzt man

h(z,y,z,A) = f(z,y,2) + Ag(x,y,2),

und ist (2o, Yo, 20) eine lokale Extremalstelle der Funktion f unter der Nebenbedingung
g = 0, so existiert ein \g € R mit Vh(xg, yo, 20, o) = 0. Es gilt

Vh(z,y,2,\) =0 <= (fo+ A, fy+ Ay, -+ g2, g) = (0,0,0,0)

A Ab A b
= 1-op, 1-Y =0, 1-2=p, L4245 1=
x? y? 22 x oy oz
b c

<~ A>0, z=Va, :\/E, z:\/E, a + + =1
- ! Via Vb Ve
< A>0, =V, y:\/E, z:\/%, VA =Va+Vb+ Ve

Somit ist die einzige Stelle, an der f ein Extremum unter der Nebenbedingung g = 0
besitzen koénnte,

(l’o,yo,ZO) Z:(m,\/)\_ob,\/xc) mit )\()I: (\/E+\/B+\/E)2
Es gilt (20, Y0, 20) = vV A0a + vAob + vV Aoc = VAo (Va+ Vb +Ve) = Ao

Wir wollen nun noch beweisen, dass fiir T := { (z,y,2) € (0,00)® | g(z,y,2) =0}

min{f(xayvz> | (C(Z,y,Z) 6T‘}:AO

gilt, dass also insbesondere dieses Minimum existiert. Es sei (z,y,2) € T. Gilt = > Xg
oder y > X\g oder z > A, so folgt f(x,y,z) > Ao = f(x0, Yo, 20). Andernfalls ist

(%,y,Z)EKZ:{(CC,y,Z)ETISL'S)\O, ySAﬂa ZS)‘O}'

Fir (z,y,2) € T gilt z,y,z > 0 und a/x + b/y + ¢/z = 1. Hieraus folgen sofort die
Ungleichungen z > a, y > b und z > ¢. Also ist

K:{(J),y,Z) ER3|I‘€ [a7)‘0]7 Y€ [ba)‘O]7 S [Cy)‘O]v g(l‘,y72’)20}

eine beschriankte und abgeschlossene Menge (Beachte: ¢ ist stetig). Sie ist nicht leer,
denn (z, Yo, 20) € K; also nimmt die stetige Funktion f auf K ihr Minimum an. Wegen
flx,y,2z) > f(xo,y0,20) auf T\ K nimmt f somit auch auf 7" ihr Minimum an. Die
einzige verdichtige Stelle ist (zo, o, 20), daher ist f(zo, 0, 20) = (Va + vb +V¢)? das
gesuchte Minimum.



Aufgabe 3 Da die Menge B offenbar beschrinkt und abgeschlossen ist, nimmt die
stetige Funktion f dort ihr Minimum und ihr Maximum an; die Existenz der globalen
Extrema ist also gesichert.

Gesucht sind Extrema von f unter den Nebenbedingungen
g(z,y,2) =z+y+2=0 und Gz, y,2) =+ + 22— 1=0.
Wie bestimmen alle verddchtigen Stellen: Dies sind zunéchst diejenigen (z,y, z) fiir die
Vg (z,y,z) =(1,1,1) und Vga(x,y, z) = (22,2y,22)

linear abhéingig sind. Dies bedeutet x = y = z; solche Punkte kénnen jedoch nicht die
Nebenbedingungen erfiillen, denn aus x + y + 2z = 0 folgte dann z = y = z = 0 und
damit wire 2% + y? + 22 = 1 nicht erfiillt. Also erhalten wir simtliche verdichtigen
Stellen durch Anwenden des Satzes von Lagrange: Wir setzen

Mz, y, 2, M, ) = [z, y,2) + Mgi(2,y,2) + Aaga (2, Y, 2)
=5r+y—3z+M@+y+2)+ @i+ 1),

und 16sen dann das Gleichungssystem VA = 0, also die fiinf Gleichungen
54+ A +2\2 =0, 14+ XM +20y=0, =3+ A+ 202 =0,
r4+y+z=0, P4y +22-1=0.
Addition der ersten drei Gleichungen liefert
3430+ 20z +y+2)=0,

wegen x +y+ 2 = 0 also Ay = —1. Damit wird die erste Gleichung zu 4 + 2 ;x = 0, was
insbesondere \; # 0 bedeutet. Die zweite Gleichung lautet 2\oy = 0, woraus mit Ay # 0
sofort y = 0 folgt. Aus x + y + z = 0 ergibt sich dann z = —z und in 2% +y?> + 22 =1
eingesetzt folgt 222 = 1, also x = j:%\/i Die extremwertverdéchtigen Stellen sind damit

(3v2,0,-3v2)  wnd  (=$v2,0,5V2).

Die Funktionswerte dort sind +4+/2. Folglich besitzt f auf der Menge B das Maximum
4+/2 und das Minimum —4+/2.

Aufgabe 4 a) Wir bestimmen die Schnittpunkte der beiden Kurven y = }Lx2 -1
und y = 2 — . Dazu miissen wir die Losungen der Gleichung lx —1=2—2z, also
2% + 42 — 12 = 0 bestimmen. Dies sind Ti9 = —2 +v4+ 12, d. h r1 = —6 und z9 = 2
(siehe auch Skizze). Fiir den Flacheninhalt I(G) = [[ d(x,y) ergibt sich

el

6= [ e [ (@-a- G- [

——2_216-(18—18—18) =&

z=—6

_53‘3 — —:z: + 3z
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b) Auch hier schneiden wir die Kurven z = y* und x = 4—y?%. Dies liefert die Gleichung
y? = 4—y?, also y?> = 2. Wegen y > 0 interessiert nur die Losung y = v/2 (siehe Skizze).

V2
](G):/O ((4—y2)—y2)dy:4y—§y 7—4\/_—— 2V2 = \/§

Y=

c) Wir untersuchen die letzte Bedingung genauer: (2 — z)(2 —y) > 0 ist erfiillt, wenn
r < 2und y < 2 gilt, oder aber, wenn x > 2 und y > 2 gilt. Im Falle x > 2 und y > 2
kann jedoch zy < 1 nicht erfiillt sein, also kénnen wir (2—x)(2—y) > 0 in der Definition
von G ersetzen durch x,y < 2.

Wir unterteilen G in zwei Gebiete G; und G, (siehe Skizze). Dann ist

1/2 2 4 9
I(G) = I(Gh)+I1(Gy) = / de—l—/ —dr =1+Inx =1+mn2-Ini =1+2In2.
0

12 % x=1/2

Aufgabe 5 a) Um diese Integral zu berechnen, unterteilen wir das Dreieck geméf der
Skizze in zwei Teilgebiete; das linke nennen wir G, das rechte GG5. Dann gilt

//(y+:t (z,y) //y+fv (z,v) //yﬂ: d(z,y)
:/ / (y + 2° dydx+/ / (y + 2?) dy dx
=0 Jy=x/5 z=1Jy=x/5

Z/x:0(2y +a y)1”/5dfr+/ (357 +2%y)| o5 0
1
:/ (%x2+5x3—5—%x2—%x3) dx
0
5
—l—/ (2(36 — 122 4 2%) + 2°(6 — 2) — Ha* — t2°) du
1
1 5
:/(%:p?%—%ﬁ?’)a&—l—/( 80° + 18242 — 62+ 18) du
0 1

_ 134 | 2016 _
=35+ =86.

= (a8 4 S| o+ (—Fa" + 3a® — 327 + 18x) ] 25

r=1

b) Das Gebiet liegt zwischen den Kurven x = y + 1 und z = y? — 1. Untersuchen wir,
wo sich diese Kurven schneiden, so fithrt dies zu der Gleichung 3?> — y — 2 = 0 mit den
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Losungen y1o = 3 + (3 +2)/2 =1 £ 2 also y; = —1 und y» = 2 (vgl. Skizze). Also:

/ / cosh d(x,y) / / cosh
G y y=0 J z=

2
€T y+1
= (y + 1) sinh
/y—() Y+ 1

Es ist

dx dy

dy = /0 ((y+1)sinh1 — (y + 1) sinh(y — 1)) dy .

z=y2-1

= 4sinh 1,

y=0

2 2
/ (y+1)sinh1dy = 1(y+1)*sinh 1
0
und mit Produktintegration erhélt man
2

2
—/ cosh(y — 1) dy
0 0

2
= 3cosh 1 — cosh(—1) — (sinh(y — 1)) ‘
y=0

= 2cosh1 —sinh 1 4 sinh(—1) =2cosh1 — 2sinh 1.

/0 (y+ 1)sinh(y — 1)dy = (y + 1) cosh(y — 1)

y=

Insgesamt ergibt sich dann

[fes;

Aufgabe 6 a) Wir spalten das Gebiet in zwei Teile auf (siche Skizze) und erhalten

1 py?+1
/ / nydwdy://nyd(x,yH//wad(w,y)
0y e e
1 @ 2 1
:/ / :L'deydx+/ / nydyd:L'
z=0 Jy=0 z=1Jy=yx—1
2
dx

1 T 1
1.2, 2 1,2 2
= 5T d:c—l—/ 5T
/z—02 !y y=0 =1’ Y y=va—1
1 2
:/ 3T d:zc—i—/ (12? — L*(x — 1)) da
0 1

1 2
= La? L—:o + (—12* + 32%)

,y) =4sinh1 — (2cosh1 —2sinh 1) = 6sinh 1 —2cosh 1.

_ 1y _ 67
—10+( 2438 ‘l'g—g)—m.
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b) Die Kurven y = 2% und y = 4z — 4 schneiden sich im Punkt (2,4). Also gilt
y/4+1

2 pa? 4 y/4+1 4
/ / 2zy dy dr = / / 2zy dx dy = / 2y
0 Jmax{0,4c—4} y=0 Jao=/y y=0 T=\/y

4 4 4
= /0 ((Ly+1)2%y —y?) dy = /0 (£9° — 32 +y)dy = Ly* — L + 1y o

dy

Colw

Aufgabe 7 Die Parametrisierung 7 ist stetig differenzierbar; es gilt
7'(t) = (cost — tsint,sint + tcost, 1) .

Folglich ergibt sich

|7/ (t)|| = \/(cost — tsint)? + (sint + tcost)? + 1
= \/COSQt— ot costsint + t2sin?t + sint + 2t costsint + 12 cos2t +1 = V2 + 2.

Nach Definition des Linienintegrals ist dann

/fds_ " HED) ||F’(t)||dt—/27r(2t—\/t20082t+t2sin2t>\/2+t2dt
0 0

y
2m o
= / W2 dt= 52+ | | = 5((2+4x7)2 - 2°7)
0 -
=2V2((1+27%)%% —1).
Aufgabe 8 8

a) Definitionsgemif ist

o 2w cost 1
L o - B e [ —smt
Lv-ds —/0 u(r(t)) - 7 (t) dt _/0 (costsint> ( cost ) dt

27
=0.

t=0

27
—e“tgint + sintcos?t) dt = et — L cos? ¢
3
0




b) Auch hier brauchen wir nur die Definition des Linienintegrals:

cosht cosht

In2 In2
/17. d5 — / BF()) - (1) di — / —ginht | - [ sinnt | dt
g 0 0 sinht cosht
In2 In2
= / (cosh®t — sinh® ¢ + sinh ¢ cosh t) dt = / (1 + sinhtcosht) dt
0 0
In2
=2+ gsinh®t | =In2+ jsinh’(In2) =2+ §(5(c"* ~ e =m24 2.

c) Die Kurve ist hier nur stiickweise stetig differenzierbar; es ergibt sich

/76-d§:/0217(F(t))-F’(t)dt:/olﬁ(F(t))-F’(t)dt+/1217(77(t))-F’(t)dt

AL @ i [ () ()
:/0 sint dt + 1 (1+(t—1)%)dt

1 2

= —cost

o (t+3(t—1)%)



