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Diese Zusammenstellung erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit und Korrektheit.
Sie dient lediglich als Hilfestellung zur Bearbeitung der Ubungsaufgaben.

Auf diesem Blatt beschéftigen wir uns mit komplexer Analysis. Im Folgenden sollen
Begriffe wie Holomorphie, Cauchyintegralsatz, Residuensatz und Laurentreihe erldutert
werden.

1 Holomorphe Funktionen

Definition:

f D — C heifst holomorph, wenn f in D komplex differenzierbar ist.

D.h. es exisiert der Differenzenquotient

Fo) — tim T = 1(0)

2—20 z— 2

fiir alle z9 € D. Wir kénnen den DQ mit f(z) = u(z,y) + iv(x,y) auch umschreiben
in die Form

, ) u(z,y) — u(zo, cv(z,y) — v(xo,
f/(ZO = 29 +Zy0) — hm ( y) ( 0 yO) +7/ ( y) ( 0 yO)
2=z (x—20) +i(y —yo) (2 —z0) +i(y — yo)
Wenn wir jetzt den Grenziibergang x — xg, y — yo betrachten, so sind zwei Félle zu
betrachten, die beide erfiillt sein miissen:

y=yoiw — a0
~ f'(20) = lim u(x, yo) — u(wo, yo) N o(z, o) — v(20, yo)
F T — o T — T




Auf analoge Weise zweigt man:

T=T0; Y — Yo
— f'(z0) = —i0yu + Oyv

Durch Vergleich erhalten wir die Cauchy-Riemann-DGL d,u = 9yv und d,v = —0yu.

Ist f in D stetig partiell diffbar und sind die Cauchy-Riemannschen DGL erfiillt,
so ist f holomorph.

Jede holomorphe Funktion f 14sst sich in eine Taylorreihe entwickeln. Dementsprechend
ist jede Ableitung der Funktion f wieder holomorph. Daraus erkennen wir eine nette
Eigenschaft. Ist f holomorph, so auch f’ und es gilt:

f'(2) = Opu + 100 = dyv — iOyu
Die Cauchy-Riemmanschen DGL ergeben sich aus der linken Seite durch O,,u =

OyaV, Opyt = —Ogav, die rechte liefert Oyyv = —0yyu, Opyu = Oyyv. Nach dem Satz
von Schwarz erkennen wir, dass v und v harmonisch sind, d.h.

Orzt + Oyyu = 0
Oz + Oyyv = 0.

2 Der Cauchy-Integralsatz

Sei G € C ein einfach zusammenhingendes Gebiet, f : G — C holomorph und
ein geschlossener integrationsweg in G. Dann ist

ﬁdzf(z):()

Das sehen wir schnell ein, wenn wir den Weg v durch Kreissegmente um einen Punkt
2o parametrisieren, also z — zp = r exp(i¢). Aufgrund der Holomorphie kénnen wir f
entwickeln

f(2) = f(z0) + f'(20)(z — 20) + %f”(zo)(z —20)° + ...

Wir berechnen also Integrale der Form:



dZ(z—z)k:Z- 27rdgz5’l"k+1 explio - (k+1)) = 2mi  fir k= —1
¥ ’ 0 0 sonst

Fir holomorphe Funktionen wird das Integral also immer stets Null. Jedoch haben
wir mit obiger Rechnnung gesehen, dass ﬁ jiy dz ZEZO = 1 gilt. Damit kommen wir zu
folgender Erkenntnis:

G € C sei ein Gebiet, f : G — C eine holomorphe Funktion und f € G eine doppel-
punktfreie geschlossene stiickweise glatte positiv orientierte Kurve, deren Innengebiet
D zu G gehort. Es gilt dann

f(z)—l_j{dﬁ f(©) ze€D

v =2

(Cauchy-Integralsatz)

Beispiele:

1 1 —omi
fa:g -3 To-3 3

7{'=3d22(2’1—2) - 7{4:36&; ((zi2) - i) -

3 Laurententwicklung

Gehen wir von dem Cauchy-Integralsatz aus, so erkennen wir durch mehrfache Ableitung,
dass gilt:

f(n)(z) = ;:Z-?{dfg;f(f){lﬂ

Analog zur Taylorentwicklung definieren wir:

f sei eine im Kreisring r < |z — z9| < R holomorphe Funktion. Sie besitzt dann
eine Laurententwicklung

o0

f(z)= Z ag(z — zo)k

k=—0o0




mit den Koeffizienten
1 k! é’ 1 f(€)
=~ pde I
= k'27rzj{ & ey 2)k+1 2m‘7{ 5(S—Z)"'+1

St o ar(z — 20)* heift Hauptteil, der Anteil 372 ay(z — 20)* Nebenteil der Lau-
rentreihe.

Ein weiterer wichtiger Bestandteil der Laurentreihe, dem wir einen Namen geben miissen,
ist das Residuum a_; von f in zp. Man schreibt a_; = Res(f; z0).

3.1 Isolierte Singularitdten

Ist D C C offen, zp € D und f : D\{z} — C holomorph, so heit z
isolierte Singularitdt von f.

Ist z9 € C eine isolierte Singularitéit, so kann dieses f in eine Laurentreihe in D\{zo}
entwickelt werden. Man kann mit dieser die isolierten Singularitédten klassifizieren:

e 2g ist eine hebbare Singularitdt, von f, wenn der Hauptteil der Laurentreihe ver-
schwindet (Bemerkung: ,Hebbare Singularititen sind keine.)

e 2 ist genau dann ein Pol, wenn der Hauptteil nicht identisch verschwindet, aber
abbricht.

e 29 ist eine wesentliche Singularitidt von f, wenn der Hauptteil nicht abbricht.

4 Der Residuensatz

Es sei f eine holomorphe Funktion in einem einfach zusammenhingenden Gebiet
G aufer in den Singularititen zi,..., zn. v sein ein Weg in diesem Gebiet, der diese
Singularitéten positiv orientiert umschliefst. Dann gilt:

j{dzf —ZWZZRGS fi2k)
.




Die Beweisidee ist recht einfach. Wir haben gesehen, dass sich f in eine Laurentreihe ent-
wickeln lasst, welche Terme m enthélt. Berechnen wir das Wegintegral {iber einen
Weg, der die Singularitit zg umschliefst, so liefert nur der Term mit k£ = 1 einen Beitrag.
Der Rest verschwindet. Da der Vorfaktor vor diesen Beitragen jeweils das Residuum ist,
bleibt nach Integration nur die Summe iiber diese iibrig.

Beispiel:

frm=img = ()
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