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1 Skalarprodukt

Seien @ = {a1,az,a3} und b = {b1,ba, bs}
Vektoren des R?. Um den Winkel zwischen
diesen zu bestimmen, definieren wir ein
Skalarprodukt

(@.5) = asb; = [al f] coso

Bemerkungen:

Stehen @ und b senkrecht aufeinander
& alb, soist cos¢ = 0 und (a,b) = 0.

@b |b|cos¢ ist die Projektion von b
|d]

auf a.

Man kann das Skalarprodukt auch
axiomatisch einfiihren. Seien z.B.
a, b € C3. Dann ist das Skalarprodukt
definiert durch < a,b >:=a - b*.

5. (@,d) >0, (@d,a)=0sd=0

Axiomensystem 1-5 ist viel allgemeine-
re Definition des Skalarprodukts. So erfiillt
u.a. das Integral

b
mm:/fmfmm

mit f,g : [a,b] € C — C die Punkte 1-5
und kann somit als Skalarprodukt im Funk-
tionenraum interpretiert werden.

Schreibe Vektor im R? mit karthesischer
Basis € (i = 1,2,3). Dann lésst sich das
SP schreiben als

(@b) = (> aiei, Y bréy)
i k
ik

Definiere Kroneckersymbol

1, fiiri = k
0, fiire

Siry = (€, €x) = {

=

Damit ist wie gehabt (@,b) =", a; b;.

2 Vektorprodukt

Ein auf dem R? definiertes ,inneres* Pro-
dukt. D.h. es bildet zwei Vektoren #, 7 des



R3 auf einen Vektor des R3 ab. Vorschrift:

r1 n L2Yy3 — T3Y2
IXy=| @2 | X | y2|=| z3y1 — T1Y3
x3 Y3 T1Y2 — T2Y1
Eigenschaften:
1. Zx§y=—(§x )

2. (\Z) x § = A(@ x §)

3. IX(Y+2)=Txyg+FxZ

Wieder mit karthesischer orthonormier-
ter Basis

Ex =0 x8) x O ukér)
j K
=D (& x &i)ajyn
ik

Betrachte i-te Komponente des Kreuz-
produkts

% i =Y & x klixjyn
ik

Definiere als Abkiirzung das Levi-Civita-
Symbol

0,i=47=kk=1

—1, ijk = 213, 321, 132

Damit ldsst sich die ite Komponente des

Kreuzprodukts schreiben als

% i =) €ijpiyn

ik

Man kann relativ leicht zeigen, dass

Z €ijk€ilm = 0j10km — OjmOk1 ()
i
Mit dieser Gleichung kénnen Vektoriden-
titdten bequem hergeleitet werden.
Beispiel: (,bac-cab-Regel®)

ax (bxe) =0bG-c)—aa-b)
[C_I: X (5 X 6)]2 = Z fz‘jkfklmajblcm
jklm

Benutze die Indentitét (x) mit €5 = €g;j

[C_i X (I; X 5’)]Z = Z(5Zl5]m — O}m(sﬂ)ajblcm

jlm

=bi Y Umem — i Y aby
m l

—,

= [b(@-c) - &a-b);

3 Determinanten (Al, A4)

Motivation: Wir sind interessiert an der
Flache des Parallelogramms, das von Vek-
toren

a by
a= as b= bQ
0 0

aufgespannt wird. Diese ist gerade ' =
|@x b| = |a1ba —agby|. Schreiben wir die obi-
gen Vektoren in einer Matrix zusammen, so

1, ijk = 123, 312, 231 definieren wir als Determinante dieser Ma-

trix

. al b1
(o)
b
det(A) = Z; bl ’ = a1by — asby




Der Betrag dieser Determinante ent-
spricht also dem ,Volumen“ der von den
Vektoren @ und b aufgespannten Parallel-
epipids. Sie hat also die Eigenschaft einer
Volumenfunktion. Analog kann man also
die Determinante fiir eine 3 x 3-Matrix iiber
das Spatprodukt (@ - (b x @) definieren:

a1l a2 a3
det(A) = | a1 agx ags (1)
az1r asz2 as3
ail ai12 a3
= a21 a22 X a23
a3l a32 a33
(2)
= E €ijk0i10j20%3 (3)
i7j7k

Hierbei ist €;;, der oben definierte Ep-
silontensor. Er ist ein Faktor, der umns je
nach Permutationen der drei unterschied-
lichen Zahlen ijk ein positives oder nega-
tives Vorzeichen gibt (gerade Permutation
123 — ungerade Permutation durch Ver-
tauschen zweier Zahlen (Transposition) 213
— nochmalige Transposition liefert gerade
Permutation 312, usw). Wir kénnen (3) also
auch schreiben als

det(A) = Z(—l)kaﬂajgakg
ijk
, wobei k die Anzahl der Transpositionen
ist, um ijk in die natiirliche Reihenfolge 123

zu bringen. Fiir eine n x n-Matrix B definie-
ren wir ganz analog die Determinante durch

>

i={i1,..in}

det(B) = (_1)kbzllbznn (4)

Das ist die sogenannte Leibnitzformel.
Wir konnen (4) folgende Eigenschaften ent-
nehmen:

e Vertauschen einer Zeile andert das
Vorzeichen der Determinanten (, da

Transposition — €, = —€ji1) -
e Die Determinante einer Matrix
mit  linear  abhingigen  Zeilen-

/Spaltenvektoren verschwindet.

e Sie ist eine n-Linearform, d.h.
det((il, ey A + Abg, ..., an)
= det(dy, ..., Ak, ..., an) + Ndet(dy, ...

e aufgrund der letzten beiden Punkte
verandert die Addition eines Vielfa-
chen einer Zeile zu einer anderen die
Determinante nicht!

3.1 Determinanten - Berechnung

Aufgund obiger Eigenschaften kénnen wir
iiber Gaufldelimination die Determinante

a1 a2 a13
det(A) = | az1 a2 a3
az1 azz ass
auf die Form
ail a1z 413
det(A) = 0 a9 ass
0 0 as3

bringen. Nach (4) erhalten wir die De-
terminante, indem wir die Diagonallemente
multiplizieren: det(A) = [, ai;. Eine weite-
re Mehtode ist der Entwicklungssatz von
Laplace: Nehmen wir uns (4) vor und grei-
fen uns die Summation iiber eine Zeile (be-
liebig) heraus, so ergibt sich:

bk, ...



det(B)

n

Z (—1)i1+1bi11

i1=1

= (—l)kbmgbznn

>

i={i2,...,in}

-~

n
= Z(_l)ZH_IbHI det(BUntermat'rix)
11=1

, wobei k nur noch die Permutation
der {is,...,i,} beschreibt und der Beitrag
von 71 zur Permutation durch den Fak-
tor (—1)%+! herausgezogen wurde. Was das
obige nun anschaulich heifst, soll an einem
Beispiel erldutert werden. Sei B € R3*3.
Dann ergibt sich die Determinante in obi-
gem Entwicklungssatz durch:

bi1 bz bi3
det(B) = | ba1 baa ba3
b31 b3z b33
— by baa  bos by bo1  bos
b3y b33 b31 b33
ba1  ba2
+b
B ba1 b ‘

Nun kénnen wir das gleiche Verfahren
wieder auf die 2 x 2-“Untermatrizen” an-
wenden und erhalten das gesuchte Ergeb-
nis, was mit (2) iibereinstimmt.

Noch kurz ein paar Eigenschaften:

o det(A) + det(B) # det(A+ B)

o det(AB) = det(BA)

o det(AB) det(A)
det(A*) = (det(A))*

- det(B) =

4 Die Cramer’'sche Regel
(A5)

Mit einer invertierbaren Matrix A =
(@, ,d@2) € R™" und einem Vektor b €
R"™ hat das Gleichungssystem Az = b die
Losung

7a/i—17b7ai+17 e ,G/n)

xXr; = det(d’l, s

1
det(A)

Die i-te Spalte der Matrix wird also ein-
fach durch den Vektor b ersetzt. Der Beweis
ist sehr einfach und bedient sich der Linea-
ritdt der Determinante (siche Punkt 3 der
Eigenschaften in Abschnitt 3). Wir betrach-
ten die Determinante

<|I

Linearitst ¢=1

xydet(dy,- -+ ,dy) = x1 det(A)

, wobei im letzten Schritt verwendet wur-
de, dass alle Determinanten verschwinden,
bis auf die mit @; = @1 , da Determinanten
mit linear abhéngigen Zeilen- bzw. Spalten-
Vektoren verschwinden (siehe oben).
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Zunéchst will ich nochmal was zu linearen Gleichungssystemen und der inversen Matrix
sagen (Wiederholung vom letzten Semester).

1 LGS aus Matrizen

Seien A € C™*", X € C™™ und B € C"*™. Zu losen sei das Gleichungssystem

AX =B

nach X. Schema: Wir gehen wie beim LGS AZ = b vor, bilden zunéchst eine erweiterte

Matrix und bringen die rechte Seite in die Normalform, hier die Form der Einheitsmatrix
L.

ar ain 11 Zin bu bin
Gnl e Ann, Tnl v Tnn bnl . bn’l’l
ail -+ Qin b11 ce bln
=
apl *° Qun | bp1  bun
1.0 0| bir * bip
Zeilenum formungen = 01 0 * *
00 1 by * b

Wir identifizieren X = (z;5) = (bi;).



2 Die inverse Matrix

Eine Matrix A € C™*" heifit invertierbar, wenn eine andere Matrix A~! € C"*" existiert,
mit der Eigenschaft A=A = AA~! = I. Fiir unitire Matrizen ist offensichtlich A=! = AT
(siehe Hilfe zum neuen Blatt). Erinnern wir uns an das LGS AX=B und setzen B=I. Es
gilt X zu bestimmen. Das geht wie gehabt, indem wir die erweiterte Matrix {A|I} auf
Zeilennormalform bringen — IX = A1,

Beispiel:

Anstatt invertierbar kann man auch sagen, eine Matrix ist ,regulér®. Ist sie nicht in-
vertierbar, so ist sie ,singuldr‘. Bringen wir eine n X n-Matrix A auf Zeilennormalform,
so erhalten wir offensichtlich nur bei Rang(A)=n eine eindeutige Inverse A~!. Das ist
gerade dann der Fall, wenn dim(Kern(A))=0. Es muss det(A) # 0 sein, damit A regulér.
In der Praxis empfiehlt es sich X wie oben gezeigt direkt auszurechnen. Falls das Er-
gebnis eindeutig ist, ist A regulir und ihr habt auch schon direkt die Inverse X = A~!
bestimmt.
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Aufgabe 1

Sei A =

a)

b)

2 2 4
(aij)=[-1 1 1 | eR¥3,
1 -1 -2

Die Leibnizformel fiir Determinanten besagt

det(A) = Y $81.0 - A14(1)020(2) 030(3)-
0ES3

Die Elemente der S5 sind

Gos) (a2 Grd) Gal) Gad) 6o
Also gilt
det(A) = +2-1-(=2) =2 1-(=1) =2 (=1) - (-2) —4-1-1+2-1-1+4-(~1)- (-1) = 4.

Bemerkung: Diese Methode zur Berechnung der Determinente ist recht ineffizient und wird
daher kaum genutzt.

Entwicklung nach der ersten Zeile liefert
1 1 -1
det(A)—%—Q-det(_1 _2>—2-det<1 >+4 dt< >
=2(1-(-2)=(-1)-1)=2(-1-(-2)—1-1) +4(-1-(-1)—1-1) = —4.

Wir ersetzen die 2. Spalte durch die Summe der 1. und 2. Spalte (vgl. 15.2 (b)) und entwickeln
die resultierende Matrix nach der 2. Spalte:

2 2 4 2 4 4 1 1
det | -1 1 1 J=det|[—-1 0 1 | =—4det < 1 _2> =—4(-1-(-2)—1-1) = —4.
1 -1 -2 1 0 -2
Aufgabe 2

Wir wissen, dass sich die Determinante einer Matrix nicht verdndert, wenn wir das Vielfache einer
Spalte zu einer anderen Spalte bzw. das Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile addieren. Auf
diese Weise formen wir die Matrizen nun um und verwenden zudem den Entwicklungssatz.

[Die verwendete Umformung steht jeweils in Klammern hinter dem Gleichheitszeichen.]

2 1 -1 -1 21 -1 -1
0 -1 1 -1 0 -1 1 -1
det(A) =(s,—g,+s,] det 0 -1 —1 1 | " #—2-2] det 0 -1 -1 1
2 1 1 1 0o 0 2 2
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-1 1 -1 -1 1 -1
—[Entw. nach 5] 2-det | -1 -1 1 =(Z2—Z2—71] 2 - det 0 -2 2
0 2 2 0 2 2

-2 2
=[Entw. nach §1] 2 (—1) - det ( 5 2> = _2((_2) .9 _9. 2) — 16.

Bei der Matrix B gehen wir genauso vor:

5 5 5 b 5 0 0 0
-1 0 1 1 -1 1 2 2
det(B) =121 —Z1+7Z4] det 3 1 4 0 =[S;—8;—51,j=2,3,4] det 3 4 1 _3
4 3 21 4 -1 -2 =3
1 2 2 0 0 -1
—[Entw. nach Z1] 5.-det | -4 1 -3 =(Z1—Z1+ 73] 5-det | -4 1 -3
-1 -2 -3 -1 -2 -3

4 1
=[Entw. nach z,] 9 (—1) - det (—1 —2) = —5(8+ 1) = —45.

Und auch die Matrix C lasst sich so behandeln:

10 0 1 1 00 0
11 0 2 1 10 1
Aet(C) =izimzmzy) det |y g o [ Tlsimsimsy det| g
311 « 31 1 a-3
10 1 10 0
—[Entw. nach Z1] l1-det {0 1 1 —[S3—S3—51] det [0 1 1
1 1 a-3 1 1 a—14
1 1
—[Entw. nach Z1] 1<1 a_4>:a_4_1:a_5'
Man sieht: det C' # 0 <= «a # 5. Daher ist C genau fiir a € C\ {5} regulér.
Aufgabe 3
Wir verwenden vollstdndige Induktion nach n € N mit n > 2.
TIA: n = 2. Fur alle 1,22 € R gilt
1 =z
det (1 m;) =129 —T] = H (xp — ;).
1< <k<2
IS: Sei n € N mit n > 2 beliebig. Es gelte
1oy v ... y’f_l
T S yS’i
det |1 w3 %5 - uz | = H (yp —y;) fur alle yi,y2,...,y, € R (IV).
S 1<k
1 vy, y% yg_l
Seien nun x1, 9, ..., Tp+1 € R. Zur Berechnung von
1 = z?oapth o af
1 3 oahTt
dot 1 x3 x? o oayt al
1 zy, x2 L
1 Zpyr 25 xn+} L1



multiplizieren wir zuerst die vorletzte Spalte mit ;1 und ziehen diese von der letzten ab. Dann
multiplizieren wir die vorvorletzte Spalte mit x; und ziehen diese von der vorletzten ab, usw. Die
letzte Umformung besteht darin, das xi-fache der ersten Spalte von der zweiten Spalte abzuziehen.
Fir k=n-+1,n,...,3,2 zichen wir also nacheinander das x;-fache der (k — 1)-ten Spalte von der

k-ten Spalte ab. Im Anschluss entwickeln nach der ersten Zeile:

1 = x?

1z x%

1 3 x%
det

1 =z, x2

1 xnt xgz—i-l

n—1

an 1 0
333 1 Tro9 — X1
$§ Ir3 — T1

. = det

xpy 1 z,—m
$Z+1 I zp41— a1

T2 — 21

r3 — I1

=1-det

Ty — I

Tn+l — 21

0
.7}% — 1T
2
T3 — X173
2
T, —T1Tn

2
$n+1 — T1Tp+1

xo(zo — 1)
x3(r3 — x1)

$n<xn - xl)
Tpy1(Tng1 — 21)

0
n n—1
Ty — T1%y
n n—1
Ty — T1Tg
n n—1
Ty — T1Ty

n n—1
Tyl — L1249

xg_l(:cg —x1)

ay HNag — 1)
n—1 .

x (xy — 1)

2p 1 (Tng1 — 1)

Nun koénnen wir aus der ersten Zeile dieser Matrix den Faktor (xe — x1) herausziehen, aus der
zweiten Zeile (r3 — 1) etc. und aus der letzten Zeile den Faktor (41 — x1):

= (ro —z1)(x3 — 1) ... (Ty — 1) (Tpy1 — x1) - det

1<

-~

I[I (z1—=z1)

<n+1

n—1
1z ... i
T
1 xz3 ... @
1 oz, ... oal
n
1 xpp Ty

Diese n x n Matrix ist wiederum eine Vandermonde-Matrix. Geméfl Induktionsvoraussetzung mit
Ym = Tmy1 (firm=1,2,...,n) gilt

1
1

det | :
1

1 xpp

Zusammen ergibt sich

1 = x?
1z x%
1 3 x2
det ) 3
1 =z, z2
1 xni xgz—i-l
Aufgabe 4

n—1
T5 X

=
T3

: = H (Th1 — Tj41) = H
xﬁfl 1<j<k<n
n—1
J"nJrl

n

Ty

n

)

n

T3

Tl= I @)
: 1<l<n+1
n

T

n

n

xn+1

2<i<I<n—+1

I @)=

2<i<I<n+1

a) Die Determinante ist eine lineare Abbildung von C"*™ nach C.
Nein (aufler fiir n = 1). Es gilt det(AA) = A" det(A) fiir jedes A € C. [Verwende n-mal (D2)]

b) Ist A regulir, so gilt det(A 1ATA2AT A~1) = (det A)2.
Ja, denn fiir eine regulire Matrix A gilt nach dem Determinantenmultiplikationssatz und der

(x; — ;).

H (x;—x;).

1<i<I<n+1



Folgerung in 15.7

det(ATTATAZATAY) = det(A7Y) det(AT) det(A2) det(AT) det(A™)
1
= det(A) det(A) (det(A))? det(A)

c) det(A+ B)=det A+ det B?
Nein (aufler fiir n = 1 oder besonders ausgewihlte Matrizen A und B, etwa A = 0).
Zum Beispiel ist det(Iy + I2) = det(2[z) = 4det Iy = 4 # 2 = det I + det Is.

d) det ((det A)B) = (det A)" det B?
Ja. det A ist ja nur eine Zahl (vgl. Erlduterung im a)-Teil).

Aufgabe 5

Mit A = (a1, a2, as3) bezeichnen wir die Matrix des Gleichungssystems, mit b die rechte Seite. Die
Cramersche Regel ist nur anwendbar, wenn A reguldr ist; wegen

1 2 3 5 9
det(A) :[Z2H22+21] det {0 5 2 =[Entw. nach S1] det <_5 _5) =—-15#0
Zs—J3—271 0 -5 —5

ist dies der Fall. Nach der Cramerschen Regel gilt dann

det(b, as, as) det(ay, b, as3) det(ay,az,b)
Tl = —F—F v r9o = ———F, T3 = ——"7-—">
det(A) det(A) det(A)
Wir erhalten also
1 1 2 3 1 2 3
Ir = ——det 0 3 -1 :[Z3~>Z3+Z1} ——det |0 3 -1
15 -1 -1 1 15 01 4

1 3 -1 13
—[Entw. nach S1] _B det 1 4 = _B .

Auch bei x9 und x3 addieren wir jeweils die erste Zeile zur dritten und entwickeln dann nach der
zweiten bzw. dritten Spalte:

1 1 3 1 1 3
1 1 1 - 1
2 -1 1 3 0
1 2 1 1 21
1 1 1 — 2
a:3:—1—5det -1 3 0 :—ﬁdet -1 3 0 ——15det<31 ?)—3
2 -1 -1 3 10
Aufgabe 6
a) Wegen
com(l)=0(n(1)) =0c(4) =1, ogom(2) =0(m(2)) =0(3) =4,
ogom(3)=0(m(3)) =0(2) =2, com(4) =0(r(4)) =0(1) =3
ist
(1234
7°T=\1 4 2 3)°
Ferner gilt
(1234
o=\ 31 4)



b)

Um (0 o 7)1 zu bestimmen, vertauschen wir die obere Zeile von ¢ o 7 mit der unteren Zeile
und sortieren anschliefend die Spalten so, dass die obere Zeile wieder korrekt dasteht:

. (123 4
(7o) _<1z34 2)"

Auf die gleiche Weise erhalten wir

1 (1 2 3 4
7 7\ 21 3
und
1 (1 2 3 4
742 1)
woraus
1 -1 1 2 3 4
T =1 34 2
folgt.
Eine Permutation von {1,...,n}, welche zwei Elemente j,k mit 1 < j < k < n vertauscht

und die restlichen festlésst, heifit Transposition. Diese bezeichnen wir mit 7, also

(v 2 -1 gl k=1 R k4Ll o
k=1 2 j—=1 k j+1 ... k=1 j k+1 ... n )

Um o als Hintereinanderausfiihrung von Transpositionen zu schreiben, gehen wir schrittweise
vor: Zunéchst sorgen wir durch Vertauschen von 1 und 3 dafiir, dass die 1 korrekt abgebildet
wird. Dabei wird aber die 3 falsch positioniert (3 wiirde jetzt mit der 1 vertauscht werden,
3 soll aber auf 4 gehen), also stellt man im néchsten Schritt die 3 durch Vertauschen von 1
mit 4 richtig. Schliefilich hat man soeben 4 mit 1 getauscht. Da auch die 2 korrekt abgebildet
wird, ist man fertig und erhélt als Endergebnis o = 714 o 73.

Diese Darstellung ist nicht eindeutig, z.B. gilt auch ¢ = 714 0 713 0 713 0 713 oder 0 = T34 0 T14.

Da o als Hintereinanderausfithrung einer geraden Anzahl von Transpositionen geschrieben
werden kann, ist sgn(o) = 1 nach Beispiel (2) in 15.6. Dies ldsst sich natiirlich auch anhand
der Definition des Signums einsehen:

o(j)—o(z
sem(o) = [ 2=
- J—1
1<)
Die Paare (i,7) mit i,5 € {1,2,3,4} und ¢ < j lauten
(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4)

Daher ergibt sich fiir obiges Produkt

sgn(a)—HU(‘j]),:;j(i)
1<J
_ 0(2)—o(1) 6(3) —o(1l) 0(4) —o(1) 0(3) —0(2) 0(4) — 0 o
91 31 1-1 32 42 1-3
2-34-31-34-21-21-4
1 2 3 1 2 1




Aufgabe 7

-2 2
Firz={( 1 Jundy=| 0 | gilt
1 -2
-2-0 -2
rxy=|2—-4 | =|-2],
0—2 -2
-2 -2
(xxylz)=( -2l 1 |)=-2-(-2)+(-2)-1+(-2)-1=0
-2 1

[dieses Ergebnis war zu erwarten, weil stets « X y sowohl orthogonal auf x als auch orthogonal auf
y steht]. Fiir den Winkel ¢, den die Vektoren z und y einschlieflen, gilt

(xzly)  —2-2+41-0+1-(=2) —6 6 3
cos p = = _ _ b _Vve
Iz lyl  VA+1+1-vV4+4 68 8 9

Hieraus folgt ¢ = %’T. Der Flidcheninhalt des von x und y aufgespannten Parallelogramms lautet

2 %yl = V(=22 + (=22 + (-2)2 = VA + 4+ 4 =2V/3.



