Blatt 2

Tutorium HM 2

29. April 2009

Zur Theorie auf diesem Blatt: Es geht um Eigenwertgleichungen, das Diagonalisieren
von Matrizen und orthonormale und unitire Matrizen. Ich gehe zunéchst auf die Theorie
ein und versuche sie dann ein wenig zu motivieren. Das hier gewidhlte Beispiel sollte dabei
nicht nur von den Physikern leicht zu verstehen sein.

1 Eigenwerttheorie (Al, A2, Ab)

Eine Zahl A € C heift Eigenwert (EW) einer Matrix A € C™*", wenn es einen Vektor
v € C", genannt Eigenvektor (EV), gibt mit

AT = \F
(A= )T =0

Letzte Gleichung hat genau dann eine Lisung U, wenn
det(a — A\I) =0 (charakteristisches Polynom in \)

, also 7 € Kern(A — \I).

Aus diesem charakteristischen Polynom lassen sich dann die Eigenwerte A bestimmen.
Die Vielfachheit der Nullstelle A\; bezeichnet man als algebraische Vielfachheit des
Eigenwerts a(\) (Beispiel A2(A — 1) = 0, A = 0 hat a(\)=2). Mit diesen lassen sich dann
die Eigenvektoren aus dem LGS (A — AI)U = 0 bestimmen. Zu einem bestimmten J\;
kann jedoch die Dimension von Kern(A — A\;I) auch grofer als 1 sein. Man bezeichnet
sie als geometrische Vielfachheit g()\;). Fiir diese gilt stets g(A\) < a()).

2 Diagonalisieren von Matrizen (A2)

Betrachten wir wieder die Eigenwertgleichung



im R". Bildet die Menge an Eigenvektoren {,...,7,} eine Basis des R", so kénnen
wir mit der Matrix S = {7, ..., U, } auch schreiben:

AS = SA

Das ist genau dann der Fall, falls fiir jeden EW die algebraische Vielfachheit gleich der
geometrischen ist (a(\;) = g(\;)). Hierbei ist A eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten
A; als Hauptdiagonalelementen.

A0 .
A= 0 /\2 0

, die sich ergibt durch S~'AS = A. Die Bestimmung der Eigenwerte von A erméglicht
uns also die Bestimmung der Diagonalisierten Matrix (siche A2).

3 Symmetrische und Hermitesche Matrizen (A8)

Eine Matrix A € R™" (€ C™*") heilt symmetrisch (hermitesch), falls gilt A7 = A
(AT = A).
Beispiel:

= ( air a2 >
az1 a2
AT — < ailr a2 )
a2 Q22
ay, aj
Al aty = (oh )
a1y Ggo
Die Eigenwerte einer symmetrischen (hermiteschen) Matrix sind reell. Die Eigenvek-

toren bilden eine Orthonormalbasis ONB des R™ (C"), die Matrix aus Eigenvektoren S
ist also orthogonal (unitéir), d.h. es gilt ATA =T (ATA =1I). Und wir haben

STAS = A
STAS = A



4 Orthonormalbasis (A8)

Die Menge {by,...,b,} von Vektoren b; € C" bildet eine Orthonormalbasis (ONB) des
C™, wenn sie normiert (||b;|| =1) und paarweise orthogonal zueinander stehen, bzgl. des
Skalarproduktes

(bilb;) = 6

Habe ich im R? drei Vektoren vorgegeben, so kann ich diese mittels dem Gram-Schmidt-
Verfahren orthonormieren (vielleicht kommt das auf einem der néchsten Blétter). Bei
der Aufgabe 8 braucht ihr lediglich die Theorie vom letzten Blatt (Kreuzprodukt und
Skalarprodukt: Vorsicht — das Kreuzprodukt ist eine Abbildung R3 — R3).

5 Motivation - Schwingungsanordnung

In Abbildung 1 seht ihr zwei Kugeln mit Masse m, die iiber eine Feder mit Federstérke
ko miteinander verbunden und iiber zwei weitere Federn der Stirke ki an den Wénden
befestigt sind. Analog kann man sich hier auch zwei koppelnde symmetrische Potentiale
in der Atomphysik (bindende, antibindende Zusténde) oder ein Schwingkreis in der Elek-
troynamik vorstellen. Das ist alles dasselbe und deshalb fiir jeden von euch in irgendeiner
Weise relevant.

Beachte, dass x; die Auslenkung der Masse i aus der Ruhelage beschreibt. Die newton-
schen Bewegungsgleichungen sind dann
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m:'él = —klzcl — ]CQ(:L’l — 1’2)

mi“g = —kla:g — kg(xg — 1'1)

Wir konnen das ganze zusammenfassen durch

BV (e (m
Durch den Ansatz #(t) = Zoe~“! bringen wir das ganze auf eine Eigenwert-Gleichung

mit Eigenwerten w?, die es zu bestimmen gilt.

k1+ko —ko 0 0
( s ka)(x(l)):wz(x(lJ)
—R2 1 2
- om ) )

Das ist eine Gleichung der Form Ax = A%, deren Eigenwerte sich aus dem charakteris-
tischen Polynom ergeben: det(A — A\I) = 0. Wir berechnen also:

kit+ks w2 —k2
m m —
det —ky btk 2 | =0

m m

Wir haben also zwei unterschiedliche Schwingungsmoden mit Frequenzen w4 und w_.
Lésen wir nun mit den bekannten Eigenwerten w? die Gleichung (A — Iw?)# = 0, so

erhalten wir die beiden Eigenvektoren

Das entspricht einer hoherfrequenten gegenphasigen Schwingung in Abbildung 1 (b)
und einer niederfrequenten Schwingung in Phase in Abbildung (c¢). Die allgemeine Losung

der Bewegungsgleichungen ist also

(t) _ ;0 (a eiw+t + be—iw+t) + f(i(c eiw,t + de—iw,t)

z +
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Aufgabe 1

Zunéchst zur Matrix A: Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms x4(\) = det(A — AI3). Dieses lautet

22— A -2 —4 18—X =18+ A 0
det 4 16 — A —4 :[Z1—>Z1—Z2] det 4 16 — A —4
2 -1 16 — A 2 -1 16 — A
0 —18+ A 0
20N 4
:[Sl—>51+52] det | 20 — A 16 — A —4 :[Entw. n. Zl] (].8 - )\) det < 1 16 — )\)
1 -1 16 — A

= (18 = A)((20 — A\)(16 — A) +4) = (18 — M) (A% — 36) + 324) = —(\ — 18)".

Wegen y4(\) = 0 <= X\ = 18 besitzt die Matrix A nur den Eigenwert 18; dieser hat die algebraische
Vielfachheit 3. Der zugehérige Eigenraum FE4(18) ist die Menge aller € C* mit Az = 18z bzw.
(A —1813)x = 0. Zur Berechnung des Kerns von

4 -2 —4
A—-18I3=(4 -2 —4
2 -1 -2
verwenden wir Zeilenumformungen
4 -2 —4 4 -2 —4 1 1 -1/2 -1
PR o T I O Y i R S
1
2 -1 -2 #7%570 \g 0 0 0 0 0
und lesen mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks ab
~1/2 ~1 1\ /1
EA(18) =Kern(A—18I3) ={s| —1 | +t| 0 | :s,t€C}=1n{|2]|,(0]}.
0 -1 0 1

Der Eigenwert 18 hat die geometrische Vielfachheit 2, weil der Eigenraum F4(18) zweidimensional
ist. Da die geometrische und algebraische Vielfachheit des Eigenwerts 18 nicht iibereinstimmen, ist
A nicht diagonalisierbar.

Jetzt zur Matrix B: Wir berechnen das zugehorige charakteristische Polynom

1-x 1 0 0 1 =A1-2X
XB()\) = det(B — )\13) = det 2 A 2 = (Z1—Z1+(1-\)Z3 det 0 A 2 — 2\
—1 0 _)\ { Zo—Ldo+273 ] —1 O _)\

=[Entw. n. 5;] — det (_1)\ _;‘(i g;\)) =—(2-2x— N (1 - A) = (N2 —2)(1—=\).

Wegen xp(A) = 0 <= X € {1,v/2,—/2} hat die Matrix B die drei Eigenwerte A\ = 1, Ay = v/2
und A3 = —v/2. Diese haben jeweils die algebraische Vielfachheit 1.
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Wir bestimmen nun den Eigenraum Eg(1) zu A; = 1, also die Menge aller x € C? mit (B—1I3)x = 0:

0 1 0 1 0 -1 101
B-L=|2 —1 2 |Z2=Z2%5 7 1 o STt 010
-1 0 -1 2% 0o 1 o) A2 g 0 o0

Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir ab

1
Ep(1)=1lin{| 0 |}.
-1
Der Eigenwert 1 besitzt die geometrische Vielfachheit 1, weil der zugehétrige Eigenraum eindimen-
sional ist.

Schliefllich miissen wir noch die zu den beiden Eigenwerten \g3 = ++/2 gehorenden Eigenriume
bestimmen. Analoges Vorgehen wie eben ergibt

-2 V2
Ep(V2)=Ilin{|v2-2]|} und Ep(—V2)=lin{|[-v2-2]}.
1 1

Die geometrische Vielfachheit von v/2 bzw. —v/2 betriigt jeweils 1. Die Matrix B ist diagonalisierbar,
weil fiir jeden Eigenwert von B geometrische und algebraische Vielfachheit iibereinstimmen.

Aufgabe 2
Wir berechnen das charakteristische Polynom von A: x4(A\) = det(A — \I4)

3—A 1 -1 1 3—A 1 -1 1
3—A 1 -1 3—A 1 -1
=detl 3o 1 T[22 Y 0 aa a0
1 -1 1 3—A 0 A—4 0 4— )\
31)\ 23)\ _11 f11 3-A 2 1
=[Sa—S2+54] det _ B =[Entw.Z4] (4—X) - det 1 2—A 1
0 4—X 4— X 0 0 A\ 4\
0 0 0 4— X\
3—A 3 —1
3—A 3
=[S3—S>—Ss] (4—/\)-det 1 1—A 1 =[Entw.Zs] (4—/\)2~det( 1 1_)\)
0 0 4— X

=(@A=N2(B=N1-A)=3)=4—-N> N\ —4)) =2\ —4)%.

Die Matrix A besitzt also die zwei Eigenwerte Ay = 0 (mit algebraischer Vielfachheit 1) und A\ = 4
(mit algebraischer Vielfachheit 3). Wir bestimmen nun die Eigenrdume:
Fiir A\; = 0 miissen wir das Gleichungssystem (A — 04)x = 0, also Az = 0 16sen:

3 1 -1 1 0 -8 —4 4 0 0 4 4
1 3 1 -1 z1-2z1-32z, |1 3 1 1) z1-2z142z3 |1 3 1 -1
_ _
-1 1 3 1 Z3—Z3+74 0 4 4 0 Za—Za+73 0 4 4 0
1 -1 1 3) #7422 \g -4 0 4 004 4
Wihlen wir x4 beliebig, so folgt aus der ersten/letzten Zeile x5 = —x4, aus der dritten x9 = x4 und
aus der zweiten dann x7; = —x4. Wir haben also den eindimensionalen Eigenraum
—1
. . 1
EA(0) =lin{c1}, wobei ¢; = _1
1



Jetzt zu Ay = 4:

-1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1
1 —1 1 —1 Zo—Zdo+271 0 0 0 0 Z1——2Z1 0 0 0 0
A—4l4 = —_— —_—
-1 1 -1 1 Zy—Z3—71 0 0 0 O 0 0 0 O
1 -1 1 —1) #7%t2 X0 0 0 0 0 0 0 0
Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir ab

—1 1 —1

. -1 0 0

E4(4) =lin{co, c3,c4}, = | e= | ] =

0 0 -1

Die Matrix A ist als symmetrische Matrix diagonalisierbar. Da ¢; eine Basis von E4(0) und ¢y, c3, ¢4
eine Basis von F4(4) ist, gilt fiir die Matrix S mit den Spalten ¢y, c2, 3, ¢4

0000
ST1AS =

o O O
S O =
O = O
~ O O

Bemerkung: Da A € R*** symmetrisch ist, gibt es eine sogar orthogonale Matrix P € R*** mit

0000
0400
T _
PrAP = 0040
0 00 4
Um eine solches P anzugeben, bestimmen wir jeweils eine Orthonormalbasis der Eigenrdume.
—1
. . . 1 111
Eine Orthonormalbasis von E4(0) ist gegeben durch by := W =g 1
C1 -
1

Zur Berechnung einer Orthonormalbasis von E4(4) verwenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren
(vgl. 14.21, HM I):

-1
b 1 1 -1
2::702:7
ez v2 | 0
0
1 —1 1
7 0 -1 1 —1 1] -1
bg.—C3—(63‘b2)b2— 1 —E72 () _5 9
0 0 0
1
b 1 ~ 1 -1
3 — =03 = —=
b3 Ve | 2
0
-1 -1 1 —1
7 0 -1 1 -1 -1 1 —1 111
by := cq4 — (cq|ba)bo — (c4lb3)bs = - . - . ——
4 4 (4‘2)2 (4’3)3 0 \/§ 5 0 \/6 \/6 ) 3 -1
-1 0 0 -3
—1
1 ~ 1 1
b4::~7b4:7
[[bal| 2v3 | -1
-3



Somit bilden bo, b3, by eine Orthonormalbasis von F4(4).
Besitzt die Matrix P die Spalten by, by, b3, by, dann ist P orthogonal (d.h. P! = PT) und es gilt

00 00
T 10 4 0 0
PrAP = 0040
00 0 4
Aufgabe 3
a,b) Wir berechnen das charakteristische Polynom
1—A 2 -1 1—A 2 -1
xv(A) =det(M —Alz)=det | -2 5—-X —1 | =det|-34+X 3=\ 0
-3 4 1—X -3 4 1—A
1-X2 3—-Xx -1
=det[-34+X O 0 :(:))—A)det(s;A 1__1A)
-3 1 1—A

=(B3-N\—4r+4)=B-N\-2)>%
[Schritte: erste Zeile von der zweiten abgezogen, erste Spalte zur zweiten addiert, dann nach
der 2. Zeile entwickelt]

Wegen xapr(A\) = 0 <= X € {2,3} besitzt M die Eigenwerte 2 mit zweifacher algebraischer
Vielfachheit und 3 mit einfacher algebraischer Vielfachheit.

Eigenraum zu 2: Wegen

-1 2 -1 -1 2 -1 -1 0 1
M—2I;= -2 3 —1] 2=224 | o 4 Zs—Z3=222, 11
3 4 _1 Z3—73—371 0 _9 9 Z1—Z1+279 0 0 0
ist
-1 1
Ey(2)=Kern(M —2I3)={t|—-1]: teC}=1lin{|1]}.
-1 1
Figenraum zu 3: Eine dhnliche Rechnung ergibt
0 0
Ey3)=Kern(M —3I3)={t|1]: teC}=1lin{|1]|}.
2 2

Da beide Eigenrdume eindimensional sind, haben beide Eigenwerte die geometrische Vielfach-

heit 1.
1 0
c) M besitzt maximal zwei linear unabhéngige Eigenvektoren, etwa: [ 1], [ 1
1 2

d) M ist nicht diagonalisierbar, weil fir den Eigenwert 2 die geometrische Vielfachheit ungleich
der algebraischen Vielfachheit ist.
Alternative Begrindung: M ist nicht diagonalisierbar, sonst miifite M drei linear unabhingige
Eigenvektoren haben. ODER AUCH: M ist nicht diagonalisierbar, weil es keine Basis des C3
aus Eigenvektoren von M gibt (vgl. c¢)-Teil).



Aufgabe 4

Fiir jedes « ist die reelle Matrix A, symmetrisch; nach dem Satz in 16.8 gibt es eine orthogonale
Matrix P so, dass PTA, P Diagonalgestalt hat. Wir wissen zudem: Bei jedem derartigen P stehen
in der Diagonale von PTA, P die Eigenwerte von A. Die Frage lautet also: Fiir welche o besitzt A
die Eigenwerte 1, 2 und 3?7 Die Matrix

1 —14+a 0 1—« 1 —14+a 0 1—«
Aa—1Iz = 0 2 0 Eiéﬁli 0 2 0
l—a 0 —-1+a 0 0 0

ist (unabhéngig von «) singulér; somit ist 1 stets ein Eigenwert von A,. Wegen

—34+a 0 1—«
Aa—213:§ 0 0 0
l-a 0 -3+«

ist 2 stets ein Eigenwert von A, (unabhingig von «). Schliefilich haben wir noch

1 -5+a 0 11—« 1 -S5+a 0 11—«
Ay — 3L = - 0 2 0 ZamZst, 0 2 0
2\1-a 0 —5+a 2\ 4 0 -4

Diese Matrix ist genau dann singulér, wenn die erste und dritte Zeile linear abhéngig sind, wenn
also =5+ a =1 — «a gilt, d.h. « = 3. Somit hat A, nur im Fall « = 3 den Eigenwert 3.
Bemerkung: Nachdem wir gezeigt haben, dass 1 und 2 Eigenwerte von A, sind, kénnen wir bei der
Untersuchung, wann die Matrix A, die Eigenwerte 1,2,3 besitzt, auch auf die Betrachtung von
A, — 313 verzichten und stattdessen mit Hilfe der Spur von A, argumentieren. Da die Spur einer
Matrix gleich der Summe ihrer Eigenwerte (geméifl ihrer algebraischen Vielfachheiten wiederholt,
vgl. Folgerung in 16.9) ist, erhalten wir

3 ist Eigenwert von A, <= Spur(4,) =6 <= 3((1+a)+4+(1+a)) =6 <= a=3.

1 00
Fazit: Genau fiir @ = 3 gibt es eine orthogonale Matrix P mit PTA,P = [0 2 0
0 0 3
Setzen wir o = 3 in die Matrizen ein, die wir oben erhalten haben, so kénnen wir ablesen:
1 0 1
Es,(1)=1lin{| 0]}, Ex(2)=lin{| 1|}, Ea(3)=lin{| 0 |}.
1 0 -1

Die Spalten der Matrix P sind dann normierte Eigenvektoren zu den drei Eigenwerten:

V2 00 3V2

P= 0 1 0
1 1
V2 0 —3V2
Aufgabe 5
5 0 0
a) Setze zum Beispiel A:== | 0 5 0 | € R**3. Wegen
0 0 5

5-X 0 0
det(A—AXlz)=| 0 5-X 0 |=(-XN’=0 <= X=5
0 0 5-A

ist 5 der einzige Eigenwert von A.



a 0 0 0
- 0 b 0O . . .
b) Setze zum Beispiel B := 00 ¢ mit paarweise verschiedenen a, b, c,d € R.
00 0 d
GeméfB Beispiel (2) in 16.1 sind a, b, ¢, d die Eigenwerte der Diagonalmatrix B. Nach Voraus-
setzung sind diese reell und paarweise verschieden.
c) Bsist xc(A) = =X 4+5X3 —4x = - A(A\2=1) (A2 —4) = - AA+1)(A=1)(A+2)(A—2). Wegen
Xc(A) =0<= Xe{0,—-1,1,—-2,2} sind 0, —1,1, —2,2 die Eigenwerte von C.
0O 0 0 0 O
0 -1 0 0 O
Somit hat zum Beispiel C:= | 0 0 1 0 0 | € R>® die geforderte Eigenschaft.
0 0 0 -2 0
0 0 0 0 2
1 10
d) DieMatrix D:=| 0 1 1 | € R3*3 besitzt genau den Eigenwert 1. Der zugehorige Eigen-
0 01
1
raum ist Ep(1) =lin{| 0 | }, so dass D nur einen linear unabhéngigen Eigenvektor hat.
0
Aufgabe 6

Sei V' ein C-Vektorraum und ¢: V' — V eine lineare Abbildung. v € V' \ {0} sei ein Eigenvektor
von ¢ zum Eigenwert A € C, d.h. p(v) = v.

a)

b)

Es gilt (¢ +5idy)(v) = ¢(v) + 5idy(v) = Av 4 5v = (A + 5)v, d.h. v ist ein Eigenvektor von
@ + 5idy zum Eigenwert A\ 4 5.

Es ist p?(v) = ¢(p(v)) = (M) = dp(v) = AMwv = A0, Dass ¢"(v) = A fiir jedes n € N
gilt, zeigen wir mit vollstdndiger Induktion nach n € N.

IA: n = 1. p(v) = v gilt nach Voraussetzung.

IS: Sei n € N beliebig. Es gelte ¢™(v) = A"v (IV). Dann folgt:

P" (V) = 9(9"(v)) = P(A\"0) = Np(v) = A" = X" Flo,
Damit ergibt sich fiir ein beliebiges Polynom p(X) = Zivzo an X"

N N
p(p)(v) = Z anp"(v) = Zan)\nv = p(A)v.
n=0 n=0

(Hierbei ist " := idy gesetzt.) Also ist v ein Eigenvektor von p(¢) zum Eigenwert p(\).
Sei x € V' \ {0} ein Eigenvektor von (? zum Eigenwert y?, d.h. ©?(x) = A?z. Dann gilt
(¢ — pidv) o (¢ + pidy)(z) = (¢ — pidy)((¢ + pidv)(@)) = (¢ — pidv)(p(z) + pz)

= ¢(p(x) + pa) — plp(z) + pr) (1)
= p(p(2)) + p(pz) — pp(z) — P
= ¢’ (x) — pPz =0,

Wir unterscheiden nun zwei Falle:

1. Fall: (¢ + pidy)(z) =0, d.h. ¢(z) + px = 0.

Dann gilt p(x) = —px, d.h. z ist ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert —pu.

2. Fall: (¢ + pidy)(x) # 0, d.h. ¢(x) + px # 0.

Aus (1) folgt p(¢(z) + px) = p(p(z) + px). Daher ist ¢(x) + px (# 0) ein Eigenvektor von

o zum Eigenwert pu.



Aufgabe 7

a) Die Darstellungsmatrix A von ¢ beziiglich der Standardbasis e1, es, eg lautet

2 -1 1
A=10 2 =2
3 -4 0

b) Wegen dim(R?) = 3 bilden die Vektoren cy, c2,c3 genau dann eine Basis von R3, wenn sie
linear unabhéngig sind. Um die lineare Unabhéngigkeit von ¢y, ca, c3 zu zeigen, schreiben wir

1 1 1
cr:=er+ey+es=|(1], coi=e—ey=1|-11, c3=e1+e3=10
1 0 1
1 1 1
als Spalten in eine Matrix | 1 —1 0] und weisen nach, dass diese vollen Rang hat. Dazu
1 0 1
berechnen wir die inverse Matrix:
1 1 1 1 00 1 1 1 1 00
1 -1 00102222109 92 1| -110
1 0 1]oo01) 72772 0o -1 0 | -101
1 0 1 0O 0 1 1 0 0 1 1 -1
I el e I | B | 1 1 —2 | 2222 (g 1 9 10 1
Bl \ g 10 | 1 0 1 Zr s 0 0 -1 1 1 -2
1 0 0 1 1 -1
ol g1 0] 1 0 -1
Ze o001 | -1 -1 2

Da die Matrix mit den Spalten ¢y, co, c3 invertierbar ist, besitzt diese vollen Rang, so dass
c1, c2, c3 linear unabhéngig sind.

Die Darstellungsmatrix A von © beziiglich der Basis ¢y, ¢, c3 erhélt man durch A=S"148 ,
wobei S € R3*3 die Darstellungsmatrix der Identitit idgs: R? — R3 ist, wenn man “vorne”
die Basis cq, ¢3, c3 und “hinten” die Basis ey, e, e3 nimmt, d.h. .S bildet die Koordinaten eines

Vektors v € R? beziiglich der Basis c1, ¢, c3 auf die Koordinaten von v beziiglich der Basis
e1,es,e3 ab.

Die Koordinaten von ¢; beziiglich der Basis ¢y, c2, ¢3 lauten (1,0,0) und die Koordinaten von
c1 beziiglich der Basis ey, e, e3 lauten (1,1, 1). Folglich muss

1 1

S|o]l =11

0 1
1
gelten, d.h. die erste Spalte von S ist gleich | 1
1

Entsprechende Uberlegungen fiir ¢o und c3 fithren auf

1 1 1
S=11 -1 0
1 0 1



Die Inverse von S haben wir bereits zu Beginn bestimmt. Fiir die Darstellungsmatrix A von
© beziiglich der Basis ¢y, ¢, c3 ergibt sich

B 1 1 =1\ /2 -1 1 1 1 3 —6 -2
A=S1t4As=[1 0 -1 0 2 -2 1 -1 0]l=[3 -4 o0
-1 -1 2 3 —4 0 1 1 -4 13 5

Die gesuchte Darstellung der Einheitsvektoren eg, es, e3 lisst sich an der Matrix S~! ablesen,
weil S~! der Darstellungsmatrix der Identitiit idgs : R® — R3 entspricht, wenn man “vorne”
die Basis €1, €2, e3 und “hinten” die Basis ¢, ¢2, c3 nimmt. Deshalb ergibt sich

e1=c1+cy—c3, €2 = ¢ —C3, €3 = —C] — Cy + 2c3.

Aufgabe 8

a) Die beiden Vektoren haben offenbar Norm 1 und stehen senkrecht aufeinander. Das Kreuz-
produkt dieser Vektoren ist orthogonal zu beiden und hat zudem Norm 1 (denn ||a x b|| =
|lal| - [|b]| - sin ¢, wobei ¢ der Winkel zwischen den Vektoren a und b ist). Wir wihlen also

L) (D)2
3V5 \ 9 0 3VE \ 5

als dritten Vektor.

b) Auch hier gilt: Die beiden gegebenen Vektoren haben Norm 1 und sind orthogonal zueinander.
Wir suchen nun einen Vektor z = (z1, 29, 23) € C3 mit

i/\V/?2 1/2
(z||-1/v2])=0 und (z] —i/2 |)=0.
0 (1—1i)/2

Komponentenweise geschrieben (und mit /2 bzw. 2 durchmultipliziert) heifit das
—i21 —29=0 und z1+iz+ (1+14)z3 =0.

Die erste Gleichung kénnen wir mit z; = 1 und 22 = —i erfiillen. Die zweite Gleichung liefert
dann 2 + (1 +4)z3 = 0, also z3 = —2/(1 + i) = —1 + i. Den so gefundenen Vektor z miissen
wir nun noch normieren, also durch seine Norm teilen. Wir ergéinzen daher den Vektor

1 1,
= —1
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Bemerkung: Der zu ergénzende Vektor ist nicht eindeutig bestimmt, denn man kann ihn mit
beliebigen Konstanten ¢ € C, fiir die |¢| = 1 gilt, multiplizieren.



