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In Aufgabe 1 werden wir uns mit linearen DGLen nter Ordnung beschiftigen. Ein
wichtiges Thema, von dem ihr im Laufe eures Studiums nicht loskommen werdet (Physik
— Theo C, D, E, ... Etechnik — Schwingungskreise in der Elektrodynamik), ist die
Entwicklung von Funktionen in eine Basis anderer Funktionen, die den betrachteten
Raum vollstandig aufspannen. Speziell betrachten wir hier harmonische Funktionen als
solche Basisfunktionen (Fourierreihenentwicklung).

1 Lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
- Al

Eine solche lineare DGL hat die Form

y" o+ apoay"Y - pagy = f(z) (%)

Hierbei ist ™ die n-te Ableitung von y. Aufgrund der inhomogenen Seite f(z) wird
die Losung von (*) wieder eine Linearkombination der homogenen und der partikuldren
Lésung sein. Kiimmern wir uns zunéchst um die homogene:

y(n) + an_ly(n+1) +--day =0 (xx)
Der Ansatz y(x) = e? fithrt auf das charakteristische Polynom
AN+ ap A" 4 4 =0.
Sein die Nullstellen dieses CP Aj...\,, mit der jeweiligen Vielfachheit 1 (jede NS kommt

nur einmal vor). Dann ist die Losung von (k)

yn(x) = 1M+ - 4 cpetn”



mit Konstanten (cq,---,¢,). Fiir den Fall, dass eine Nullstelle Ay m-fach vorkommt,
kann man den Ansatz

§(x) = c(a)eM

machen. Man erhélt allgemein fiir ¢(x) ein Polynom m — 1-ter Ordnung in z, d.h. m
linear unabhéngige Losungen

A

e kx’ xe)\k:p7 IE26)\]€I,"'

, xmfle)\kac‘

Die partikulére Losung erhdlt man dann wieder durch Variation der Konstanten oder
einen entsprechenden Ansatz, d.h. durch ,scharfes Hinsehen®.

Bemerkung: Sind die NS des CP komplex, d.h. A = a £ ib, so sind die linear unab-
héngigen Losungen gegeben durch

eaacezba:7 eaxe—sz‘

Da jede Linearkombination eine Lésung ist, sind auch

ecos(bx), e sin(bx)

zwei mogliche Losungen.

2 Die Analogie zur Vektoralgebra - A2

Erinnern wir uns an die Darstellung eines Vektors # im R™. Mit einer Orthonormalbasis
ONB {4y, ...U,} ist der R™ bereits vollstindig. D.h. der Vektor ¥ kann in der ONB
geschrieben werden:

n

n
] =1

=1

Die Komponenten z; des Vektors & in der Basis {u;} ergaben sich durch Projektion,
d.h. durch das Skalarprodukt z; = (4, Z). Die ,Vollstdndigkeitsrelation“ kann hier also
in der Form

n
> i =1
=1



geschrieben werden, wobei 1 die Identitét ist und

n

n
1E =) (0] £) =Y (] @) .
=1

i=1
So, gehen wir jetzt in den Funktionenraum: Ein euklidischer Vektorraum (H, < , >),
der, versehen mit der Norm

vollstandig ist, heiftt Hilbertraum (der obige R™ ist also ein solcher).
Definieren wir nun, wie schon auf einem der ersten Ubungsblitter, das Skalarprodukt SP

(flg) = /deﬁg

Mit f,g aus einem unendlichdimensionalen Hilbertraum H. Beziiglich dem SP ist die

Norm definiert durch
\/ v

Mit diesen Vorraussetzungen kénnen wir eine Funktionenbasis {u;(z), uz(z), ...} kon-
struieren, die der Orthonormalitdtsbedingung geniigen:

(uiluj) = b
Wieder kann eine Funktion f aus H dargestellt werden durch eine diesmal oo-dimensionale

ONB {u1(z),u2(x), ...}

o

@) =3 (wilf) u

=1

Die Vollstandigkeitsrelation ergibt sich durch Betrachten des Skalarprodukts
[e.e]

@) =3 (il f) u

=1

_ /V dz ;u(:r Yui () f(x)

d(z—=a')




Also lautet die Vollstindigkeitsrelation

> (2 ui(x) = 6(x — 2)
=1

Die Dirac-Delta-Funktion §(x — ) besitzt, wie vielleicht schon bekannt ist, die Eigen-
schaft, dass

3 Fourierreihen - A2

Jetzt, nach dieser eher langen aber wichtigen Motivation, ein Spezialfall, die Fourier-
reihenentwicklung. Wir betrachten einen Raum von Funktionen f, die den Dirichlet-
Bedingungen geniigen:

1. fist T-periodisch, d.h. f(z +T) = f(z).
2. fist beschréankt und an abzdhlbar vielen Stellen im Intervall der Lange T unstetig.
3. f hat abzéhlbar viele Extrema im Intervall der Lange T.

4. das Integral iiber |f(x)| ist konvergent.

Wir suchen eine vollstdndige Basis, die eine unendlichdimensionale Orthonormalbasis
darstellt und ebenfalls eine T-Periodizitdt aufweist. Da fallen einem doch direkt der
Cosinus und der Sinus ein. Das Ziel ist es also, eine ONB wie im ersten Abschnitt zu
konstruieren, die aus Sinus- und Cosinus-Termen besteht.

Die Funktionen

und

erfiillen gerade die Orthonormalitétsbedingung



=0 fiir alle m und n €

Wir kénnen also eine periodische Funktion f durch eine Fourierreihe darstellen:

2 27k 2 . 27k
f(z) =ao+ ;ak\/;cos <T‘T> + bk\/;sm <Tx>

Die Koefizienten ergeben sich durch die Projektion von f auf die Basen {u,(z)} und

{on(2)}:

zo+T

o= ulf)= [ ds ﬁcos (Tz) ()
zo+T

=ty = [ o ﬁn (T) ()

xo+T
ap = %dm / f(x)

o

ap kann als eine Mittelung von f iiber die Periode T verstanden werden. Schauen wir
uns die Fourierreihe an und bedenken, dass cos(phi) = 1/2(exp(i¢) + exp(—i¢)) und
sin(¢) = 1/2i(exp(ip) — exp(—ig)), so konnen wir die Reihe auch schreiben durch

[e.e]

fl@) =" crbilx)

k—oo

() = @ew (T“)
xo+T
o = (El) = @ [ e (—2;@:) (@)



Beachte, dass die Verbindung zwischen beiden Darstellungsarten in der Beziehung

1
C — ﬁ(ak — Zbk)
1
c_ = —(ap +ibg)

N

steckt.

Fiir ungerade Funktionen f(—z) = —f(x) ist ar = 0, fiir gerade Funktionen f(—x) =
f(z) ist by, = 0, wie man einfach zeigen kann. Hier eignet sich also besonders die Darstel-
lung in Cosinus- und Sinus-Reihe. Ansonsten finde ich die Zerlegung in die Basis {&,(x)}
eleganter. Ein Beispiel erwiihne ich hier nicht noch. In der Ubung werden wir geniigend
besprechen.
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Aufgabe 1

a)

b)

Die homogene Gleichung 3" —y = 0 besitzt das charakteristische Polynom
pPA)=X—-1=A-1DAN+A1+1)
mit den einfachen Nullstellen A\; =1 und Ay 3 = —% + % 314. Somit ist
b1 (x) = eMT = €%, po(x) = e /2 cos(%\/gx) , p3(x) = e /2 Sin(%\/gx)

ein zugehoriges Fundamentalsystem, und die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
lautet y = c1¢1+coa2+c3¢3 mit c1, ca, c3 € R. Da die rechte Seite der inhomogenen Gleichung
die Gestalt g(x)e® hat, wobei ¢ ein Polynom vom Grad 2 ist, und 0 keine Nullstelle von p
ist, konnen wir eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung mit dem entsprechenden
Ansatz y,(z) = az? + bz + c erhalten (vgl. Abschnitt 17.8). Dieser liefert

ygl—yp:0—(aw2+bx+c)él—i—xQ,

und wir schliefen a = —1, b = 0 und ¢ = —1, bekommen also y,(z) = —2? — 1. Die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung lautet somit

y(z) = =22 — 1+ c1e® + e /2 2 cos(%\/gx) +c3 sin(%\/gx)] (c1,c2,c3 € R).

Hier hat das charakteristische Polynom p(\) = A% —1 die einfachen Nullstellen 1 und —1, d. h.
die homogene Gleichung besitzt die allgemeine Losung y(x) = c1e® +coe™* mit ¢1,co € R. Die
rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist diesmal von der Form ¢(x)e?* mit einem Polynom
q vom Grad 1. Da 2 keine Nullstelle von p ist, machen wir den Ansatz y,(x) = (az + b)e**
fiir eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Es gilt dann

Yp = ae®® 4 2(ax + b)e*® = (2ax + a + 2b)e**
Yp = 2ae?® + 2(2ax + a + 2b)e*® = (4ax + 4a + 4b)e**

und damit ergibt sich
Yp — Yp = (4ax +4a + 4b)e*® — (ax + b)e*® = (3ax + 4a + 3b)e™® = ze?® ,

was auf a = 1 und b= —3 fithrt. Mit y,(2) = (32 — §)e?* erhilt man als allgemeine Losung

der inhomogenen Gleichung schliellich
y(z) = (3z — %)6233 +c1e” + e (c1,c2 € R).

Die homogene Gleichung haben wir schon in b) behandelt. Da die rechte Seite der inhomo-
genen Gleichung diesmal xe'® lautet und 1 eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms p


mailto:peer.kunstmann@math.uni-karlsruhe.de
mailto:matthias.uhl@math.uni-karlsruhe.de

mit Vielfachheit v = 1 ist, reicht es hier nicht, einen Ansatz der Form (az + b)e” zu machen;
vielmehr muss man y,(z) = 2¥(ax + b)e® = (az? + bx)e® betrachten. Dann ist

yh = (2az + b)e” + (ax® + bx)e” = (aa® + (2a + b)x + b)e”

yp = (2az + 2a +b)e” + (az” + (2a + b)z + b)e” =(az® + (4a + b)x +2a + 2b)e”,
d. h. mit diesem Ansatz hat man

Y —yp = (az® + (da + b)z + 2a + 2b — az® — br)e® = (dax + 2a + 2b)e” = we” .

Koeflizientenvergleich liefert a = i und b = —%. Die allgemeine Losung der inhomogenen
Gleichung lautet also

(22 — x)e® 4 c1e® + cpe™® (c1,c2 € R).

=

y(z) =

Damit ergibt sich y(0) = ¢1 4 ¢2 und y'(z) = 3(22 — 1)e® + (2% — 2)e® + c1e” — cze™?, also
y'(0) = —%—i—cl —co. Beides soll = 0 sein, das bedeutet ¢; = —co = é. Das Anfangswertproblem
hat somit die Losung

y(w) = g(a” — o)’ + get — geT" = §(20° 2w + e’ — 5o

d) Das charakteristische Polynom p(\) = A3 —4A2 + 3\ = A(A\2 —4XA +3) = A(A — 1)(A — 3) hat
die einfachen Nullstellen 0,1 und 3, d. h. die homogene Gleichung besitzt

y(x) = c1e% + coe® 4 c3e>” (c1,c2,c3 € R)
als allgemeine Losung. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist von der Form
(2cos(1z) + 4sin(lx))e’.

Da 0 + 17 keine Nullstelle von p ist, kénnen wir als Ansatz fiir eine Losung der inhomogenen
Gleichung y,(z) = acos(lz) + bsin(1z) wiahlen. Es gilt
yl/):—asinerbcosa:, yg:—acosx—bsinx, yg’:asinx—bcosx,

und damit ergibt sich
Yy — 4y + 3y, = (a+4b — 3a)sinz + (—b + 4a + 3b) cos x £ 2cosz + 4sinz.
Dies liefert die Gleichungen
—2a+4b=4 und da +2b =2,

also a = 0 und b = 1. Somit haben wir y,(z) = sinz und als allgemeine Lésung der inhomo-
genen Gleichung

y(z) =sinz + ¢1 + coe” + c3e3® (c1,c2,c3 €R).

Bemerkung: Mit z := 3 kénnte man auch z” — 4z’ 4+ 3z = 2 cosx + 4 sinx betrachten und die
ermittelte Losung z dann noch integrieren.

Aufgabe 2

Die 27-periodische Funktion f1: R — C sei definiert durch f;(x) := 2? fiir alle x € [~, 7). Laut
Beispiel (2) in 18.5 gilt fiir die Fourierkoeffizienten von f;
R 72 R 2(—1)k

f1(0)=—  und  fi(k) = 5 fiir k # 0.




2 J—m T~ J—n
; 1, L ; 1, —1)*
FO =t =" wd  fo)=hm) =" 2) fir ks £ 0.
2 6 2 k
Somit lautet die Fourierreihe von f in komplexer Form
R ike T (_1) ikx
kz f(k)e™ = 3 + k; e
I B0

Die Koeffizienten a; und by in der reellen Darstellung der Fourierreihe

a >
5 + ; ai cos(kx) + by sin(kz))

kann man folgendermafien gewinnen

ar = f(k)+ f(~k) (keNg) und by =i(f(k) — f(-k) (keN).

In unserem Falle ergibt sich by = 0 (k € N) und a; = Q(E)k
S fiir kK # 0

Bemerkung: (1) Da f stetig und stiickweise glatt ist, stellt die Fourierreihe von f nach dem Satz
in 18.8 die Funktion f in allen Punkten x € R dar.

(2) Aus der Linearitit des Integrals folgt: Sind a, 8 € C und fi, fo: R — C 27-periodische Funk-
tionen, die iiber [—m, 7] integrierbar sind, so gilt fiir die Fourierkoeffizienten von a.f; + 3 f2

(afy + Bf2) (k) = afi(k) + Bfa(k)  fiir alle k € Z.

Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir die “reellen” Fourierkoeffizienten von a.f1 + G f

ag(afi + Bfe) = aag(fi) + Bar(f2)  fiir alle k € Ny,
bk(Oéfl + ﬁfz) = Ozbk(fl) + ﬂbk(fg) fiir alle k € N.

Nun zu g: Wegen g(x) =1 fiir z € [, 0) und g(z) = 1 4 2z fiir z € [0, 7) folgt fiir jedes k € Z

~ 1 " —ikx _ 1 0 —ikx " —ikx
g(k) = 277/ g(z)e dx = 5 </_7r e dx +/0 (1+2x)e dx
1 ™ ™ A
_ </ —ikx dr +/ 2$€—zkac dl‘) :
27T T 0

fiir k = 0 ergibt sich hier 5= (27 + 2) = 1 + 17 sonst gilt (partielle Integration)

1 —ikx |T s e—ik:c 1 7.‘.(_1)]{,‘ e—ika:
— il (P _ de) = = _
0+ (x —ik |, /0 —ik x) - < ik (—ik)?
G A I G Vi B G O N (—)F -1
-k T k2 Kk k2

@

ﬂ- >
=0

Damit ist die Fourierreihe von g

o0

_1)k _ )
Z g(k) ikx 1+ + Z < ( :;-)kQ 1)@11696.
k;so

k=—00

Als Koeffizienten in der reellen Form der Fourierreihe 4+, (aj, cos(kx)+ by sin(kx)) erhilt man
ap =2+ mund ay, = §(k) + g(—k) = 2((—1)F — 1)/(7rk:2) sowie b, = i(§(k) — g(—k)) = 2(= 1)k /k.



Nun zur Funktion hA: Zur Abwechslung berechnen wir diesmal direkt die Koeffizienten a, und b
in der Cosinus/Sinus-Darstellung der Fourierreihe. Da h eine gerade Funktion ist (wegen h(—z) =

cos(—3x) = cos(iz) = h(z) fiir alle z € (—m, 7)), gilt by = 0 fiir alle k € N. Fiir k € Ny ist

ap = 1 /7r h(z) cos(kx) dx = 1 /W cos(3z) cos(kz) dz.

™ J_r ™ J—n

Zweimalige partielle Integration liefert

Iy, ::/ cos(3) cos(kz) dx

T
U

= [2sin(iz) (:os(k:ac)]:;:_7r —/ 2sin($2)(—ksin(kz)) do

—T
™

= 2(cos(km) + cos(—km)) + Qk/ sin(3z) sin(kz) dx

—T

= 4(-1)% + 2k<[—2cos(;g;) sin(kz)]™___— /7r —2cos(42)(k cos(kx)) da:)

—T

= 4(-1)% — 0+ 41,

Somit haben wir die Gleichung I}, = 4(—1)* + 4k2I; dies bedeutet I, = 4(—1)*/(1 — 4k?). Damit
kennen wir a = I} /7 und es ergibt sich die Fourierreihe von h in reeller Form

2 A=
7r+; 1—4k2 cos(kx) .

Hieraus kann man die Fourierkoeffizienten iz(k) berechnen

. ap — b ag 2(—1)F .
h(k) = ="=_=2 - d  h(—k)=
(k) 2 2~ 0-4kr " (=F)

ay + iby _ap 2(*1)1C

2 2 (1—4k>)r’

wobei by := 0, k € Ny. Daher lautet die Fourierreihe von A in komplexer Form

Z 1 - 4k2 ikm ]

Aufgabe 3

a) Fiir die Fourierkoeffizienten ¢, von f gilt

1 1 0 A ™ ,
Cp = f( e T dp = — (/ aze "™ dx + / Bre """ dZE> , neEZ.
27 0

2 ). -

Fiir n = 0 ergibt sich wegen e~ =1

wm () ) - (g ) G

und fiir n # 0 liefert partielle Integration

—inx —inx —inx —inx -
_; xe e xe e X 1 .
e "™ dr = — — —dx = — — — = |-+ e e
—in —in —in (—in) n o n

Fiir alle n # 0 folgt damit

1T 1 . 0 s 1 . ™
2men = |a| — + — | + |8 —+— e "™
n n T=—T7 n n =0

—q 1 1 .
:Oé_a(Z?T+2> an_i_ﬁ(”l- Q)e—znw_i’
n n n




wegen €' = 7" = (—1)" also

n n
Wir fassen zusammen:
o0 @B D) (g

Fiir die Fourierkoeffizienten a,, und b, in der reellen Darstellung der Fourierreihe von f gilt
ap = ¢y + c—p und by, = i(c, — c—y), wegen c_, = ¢, (nur, da f reellwertig!) also
an = ¢y + ¢, = 2Rec, und b, =i(cn, —C) = —2Ime, .
Damit folgt ag = 2Recy = (6 — a)m/2 und
_(a=p)a—-(=1)")

an— 2 9 bn:
™

=D+ P)

n

(neN).

b) Die Fourierreihe von f ist genau dann eine reine Sinusreihe, wenn a,, = 0 fiir alle n € Ny sind,
wenn also « = [ gilt.

Alternativ: Die Fourierreihe von f ist genau dann eine reine Sinusreihe, wenn f eine ungerade
Funktion ist, wenn also a = ( gilt.

c) Die Funktion f ist 2m-periodisch und stiickweise glatt, daher wird sie in allen Stetigkeitsstel-
len durch ihre Fourierreihe dargestellt, in Sprungstellen dagegen konvergiert die Fourierreihe
gegen den Mittelwert des links- und des rechtsseitigen Grenzwerts (vgl. Satz in 18.8).

Ist « = =0, so ist f auf ganz R stetig, d. h. die Funktion wird auf ganz R durch ihre Fourier-
reihe dargestellt.

Ist dagegen o« # —f, so hat f in den Punkten z; = (2k + 1)7 (k € Z) Sprungstellen mit
f(zr+) = f(xg) = —am # 81 = f(xp—), ist sonst aber stetig. Daher wird in diesem Falle f
nur in den Punkten x € R\ { (2k + 1)7 : k € Z } durch ihre Fourierreihe dargestellt. In den
Punkten zj, konvergiert die Fourierreihe gegen 3(f(zx+) + f(zr—)) = 3(8 — a)m # f(zy).

Aufgabe 4

a) Eine reine Cosinusreihe ergibt sich fiir gerade Funktionen; also setzen wir f zu einer 27-
periodischen, geraden Funktion F': R — R fort:

_x 0
F(x) := v=% =&l F(x +27) := F(x).
—r—73, x€(-m0),
Fiir die Fourierkoeffizienten a; und b, von F' gilt dann b = 0 und
1 (7 2 [T 2 [T
ap = — F(z)cos(kx) dx = / F(z)cos(kx) dx = / (x — %) cos(kx) dx .
™ J_x ™ Jo ™ Jo

[V

1]

=5

Esist ap= 2 [[(z—5)dz = %[% — (L — %2) = 0 und fiir k£ # 0 haben wir

2
/xcos(k:x) de — :CSlr;C(kw) B / sin(kx) dr — zsin(kx) N cos(kx) '

k k k?
Folglich ist fiir k € N

2 (wsin(kx) = cos(kx) ™ )
ak—< e T T2 /0 COS(ka})dm_;,T 0.

™
Das bedeutet as, = 0 und as,i1 = —4/((2n + 1)%7) fiir jedes n € Ny. Da F stetig und
stiickweise glatt ist, stellt die Fourierreihe die Funktion F' auf ganz R dar, es gilt also

SIE]
SIS

™

=0

™

> —4
T — 5= T;) m cos((2n + 1)x) fiir alle x € [0, 7] .



b) Eine reine Sinusreihe erhalten wir, wenn wir f zu einer ungeraden Funktion F: R — R
fortsetzen:
xr — %a T e (Oaﬂ)a
Flz):=4¢0 x=0oderz=m F(z +2m) .= F(x).
r+7%, z€(-m0),
Dann gilt a; = 0 fiir alle £ € Ny und
1 s 2 ™ ™
by, = / F(z)sin(kx) dz = / F(z)sin(kx) dz = / (x — §)sin(kx) dx
L — ™ Jo 0
fiir alle £ € N. Partielle Integration liefert

/xsin(k:a:) d — _ wcos(kzx) N / cos(kx) 4 x cos(kx) N sin(kx)

k kT k 2

und es folgt

2 i T 4
b= 2 _ wcos(kz) n sin(kx) _/ sin(kz) da
™ k k2 =0 0
2 e eosthe) [F_ 2(00F | (CDF1 (14
Tk k|, k ko K

Also ist by, —1 = 0 und b, = —1/n fiir alle n € N. Da F stiickweise glatt ist, wird die Funktion
F' in allen Stetigkeitsstellen durch ihre Fourierreihe dargestellt; wir erhalten also

=1
— = Z ——sin(2nz) fiir alle x € (0, ).
n

In den Stellen zj, = k7 konvergiert die Fourierreihe gegen 5 (F(04)+F(0—)) = 1(—=2+%) = 0.

Aufgabe 5

Setzen wir in die Darstellung aus 4 b) = 7/4 ein, so ergibt sich

1 1
———Z——Slnmr/Q —1—1—7—54—?——1—

Die erste Reihe hat also den Wert m /4.
Setzen wir in die Darstellung aus 4 a) = = 0 ein, so ergibt sich

oo
T —4 4 1 1 1
T = 14— = =4 ).
2 T;)(antl)%r 77( +32+52+72+ >
Die zweite Reihe ergibt also 72 /8.

Aufgabe 6

Annahme: Es gibt eine 27-periodische, iiber [—7T 7| integrierbare Funktion f: R — C mit reellen
Fourierkoeffizienten a; = 0 (k € Ng) und b, = (k € N). Die Besselsche Ungleichung besagt

.
oo ) 1 -
M IFRP <13 = o |f(x)]? dz < .
k=—00 -7
Daher folgt wegen f(0) = 0, f(k) = 3(ax — iby) = — 51z und f(—k) = F(ax + iby) = 51z (fiir alle
k € N)
o K K 1
C e o " 1
oo>k_§j f (k)| —fﬁlinook;' = hmZ|f )2+ f(— _K@OO_ L

d.h. die Konvergenz der harmonischen Reihe. Dies ist ein Widerspruch! Deshalb existiert keine

2m-periodische, iiber [—m, 7] integrierbare Funktion, welche die Fourierreihe > 77 Suiyix) besitzt.




Aufgabe 7

Wir zeigen zunichst fiir jedes a € R

/ " ) dr = / ey 1)

Sei dazu a € R beliebig. Aufgrund der T-Periodizitét von f gilt f(x) = f(x — T) fiir alle x € R.
Daher erhalten wir mit der Substitution t = x — T, dt = dx

/Mf(:c) do = /a+Tf(:v _T)dr = /O 1(0) d.

T T

Addition von faT f(z) dzx auf beiden Seiten ergibt nach den Rechenregeln fiir (Riemann-) Integrale

/aHTf(:L“)da::/an(a:)dx—k/TﬁTf(a:)dx:/an(x)da:+/0af(a;)da::/OTf(q;)dg;,

r T
also (1). Um die Identitét faajf f(z)dx = [2; f(x)dx fiir ein beliebiges a € R zu zeigen, ersetzen
2 2

wir in der Gleichung (1) a durch a — % (dies ist zulédssig, weil (1) ja fiir alle @ € R gilt) und erhalten

/ " e [ swa @)

Setzen wir in (1) speziell a = —%. so bekommen wir
% T 2) a+%
f(z)de = f(z)dx = f(z)dz.
_T 0 a—T
2 2
Aufgabe 8

Sei f: R — C eine zweimal stetig differenzierbare und 27-periodische Funktion. Bezeichnen
1 " —ikx
= dx, keZ,
k. 5o /_ i} f(x)e x

die Fourierkoeffizienten von f, so gibt es nach dem Satz in 18.8 die Darstellung

f(z) = Z cre®®  fiir alle z € R.

Da f’ stetig differenzierbar und 27-periodisch ist, gilt nach dem Darstellungssatz in 18.8

oo
f(z) = Z Rk fiir alle z € R,

k=—o00

wobei s
M= o f(z)e” " de, ke,

die Fourierkoeffizienten von f’ sind. Zum Nachweis der behaupteten Identitéit, miissen wir also

v, = tkcg fiir alle k € Z zeigen.

Fiir k € Z\ {0} erhalten wir mit Hilfe von partieller Integration

-7

1 T . 1 . - 1 ™ .
=g [ F@e e = o [F@e ™ v [ f@ike ™ do = ika.

=0, da 27-per.

Im Fall £ = 0 ergibt sich wegen der 27-Periodizitdt von f

1 [T 1 7 .
702%/_ﬁf'($)d$:27r[f(5”)]WZOZ“O'CO'



