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Auf diesem Blatt geht es um Funktionen mehrerer Verdnderlicher. Damit verbunden
Begriffe wie Stetigkeit, Differenzierbarkeit und die Parametrisierung von Oberflaichen und
Kurven. In der Theorie A habt ihr sicher schon viel dazu gemacht. Deshalb diirfte es euch
nicht schwer fallen, diese Hilfe zu iiberfliegen.

1 Funktionen mehrerer Veranderlicher

Betrachtet werden nun Funktionen f : D e R* - W € R™. Dabei wird ein Vektor
Z € D auf ein Vektorfeld f € W abgebildet:

) ) f1(Z)
o - f(@) = :

Zn fn(@)

Wie im eindimensionalen heifst D Urbildraum oder Definitionsmenge, W ist der Bildraum.
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2 Stetigkeit

Zur Stetigkeit in einer Dimension (siehe HM I) dndert sich in der Definition eigentlich
garnichts. f : R” — R™ heift stetig in dem Punkt @ € R", wenn fiir ||Z — @|| < § folgt,
dass

= [If(@) = f(@)]| <e.

Oder kurz f stetig in @ < limz_gzf(Z) = f(@). Sei @ € I, so heifit f stetig auf der
Menge I, wenn

lsz—ui'f(f) - f(ﬁ)



in allen @ € I. Die Schwierigkeit besteht nun darin herauszufinden, ob eine Funktion
von allen Richtungen her stetig ist.

Beispiel:
Wir betrachten die Funktion

_ x;iyg ,falls x>0
f(@,y) { 0 falls <0

und tiberpriifen die Stetigkeit in dem Punkt (z,y) = (0,0). Sowohl limgz_of(x,0) =0
(Anndherung auf der Geraden y = 0), als auch limy_of(y,0) = 0 (Anndherung auf der
Geraden x = 0). Ndhern wir uns jedoch auf der Geraden y = x dem Punkt (0,0) an, so
erhalten wir

. . 1
limg o f(z,2%) = limg_g 3= 3

f ist also nicht stetig in (0, 0).

Andere Methode:
Unter Benutzung von Polarkoordinaten im R? kann man den Limes bequem aus beliebi-

gen Richtungen betrachten.
z\ [ rcos(o)
y )\ rsin(o)



Fiir obiges Beispiel erhalten wir

f(rcos(¢), 1 sin(@))lr=0 = cos(¢)sin(¢)

Somit ist der Limes lim,_,o f nicht fiir jeden Winkel, somit jede Richtung gleich null.
f ist demzufolge nicht stetig.'

3 Differezierbarkeit

Eine skalare Funktion heiftt diffbar bei z;, wenn der Differenzenquotient

of(@) _ o o

aml - 82f(x)

= Iimh_,of(wl’ ey Ty T+ h, l’n%— f(.’L‘l, ey gy ,:L‘n)
—Jimy_o ) (Z + é:h) — f(E)

h

existiert. Diese sogenannten partiellen Ableitungen koénnen, sofern sie existieren, in
dem Gradienten

oLf(
D2 f(

)
)

8 8y

grad f(Z) = Vf(Z) := eR"

0nf (%)

zusammengefasst werden. f heifst stetig diffbar in (x¢, ), wenn alle partiellen Ablei-
tungen in diesem Punkt stetig sind (siehe oben). Ist f : R" — R™ ein Vektorfeld, so tritt
anstelle des Gradienten die Jakobimatrix. Sei

f1(Z)
f(@) = :
fm ()

, 80 fiihrt eine Taylorentwicklung von f zu einer Taylorentwicklung der Komponenten

'Die Substitutionsmethode mit Polarkoordinaten ist nicht immer sinnvoll. Hier lagen x und y in gleicher
Potenz vor. Wir konnten also die Relation cos®¢ + sin?¢ = 1 ausnutzen.



= : ¥
fm(Zo) + V fin(Zo)(Z — o)

(V f1(Zo)"

= f(&o) + : (& — Zo) +
(me(fo))T
o1 f1 OnJ1

= f(&o) + : (7 — %o) +
O fm On fm

Jy

Jr heilst Jakobi-Matrix und ist die Verallgemeinerung des Gradienten fiir Vektorfel-
der f.
3.1 Das totale Differential

Wozu ist die Zusammenfassung der partiellen Ableitungen in den Gradienten eigentlich
sinnvoll? Schauen wir uns eine Funktion auf dem R? an:

Sei f(x,y) eine skalare Funktion. Das totale Differential l&sst sich schreiben durch

df(x,y) = Ouf - dx + Oy f - dy

dx
—_———
Skalarprodukt

In der letzten Zeile wurde der Gradient V f = (0, f, 9, f)T als abkiirzende Schreibweise
eingefiihrt. Mehr ist es eigentlich auch garnicht. Eine graphische Veranschaulichung des
Gradienten, wie z.B. die ,Steigung® im 1-D, ist ndmlich nur in Einzelfillen sinnvoll.
Der Beweis der totalen Ableitung ist einfach:



Af = f(z+ Ax,y + Ay) — f(x,y)
= f(z + Az,y + Ay)
— [z, y+ Ay) + f(z,y + Ay) — f(z,y)
_ f(w+AfC,y+AAy)—f(:v,y+Ay)Ax
T
f(ﬂv,y+AAygi f(a:,y)Ay
(Az,Ay — 0) — O, fdx + 0y f dy

+

3.2 Kettenregel und Richtungsableitung

Sei Z(t) eine durch t parametrisierte Kurve (siehe unten). Die Ableitung der Funktion
f(x1(t),...,x,(t)) ergibt sich nach obidem totalen Differential durch:

Y (w(0)) = 0 @0)in(t) + -+ 0, @O0
= VD) - 50

Hier steht nun die Richtungsableitung von f in Richtung der Tangente an die Kurve
Z(t). Was verstehen wir unter einer Richtungsableitung? Sei f(Z(t)) = f(Z + td). Dann
Z(t)

ist die Richtungsableitung in Richtung d definiert als die totale Ableitung nach t, also:

Dyf = Vf(Z(t)) - #(t)

3.3 Satz von Schwarz iiber die Vertauschbarkeit partieller Ableitungen

Fiir jede C?-Funktion® f: I € R” — R, I offen, gilt:

0i(Okf) = Ok(0if)

Der Beweis ist einfach nur die mehrfache Anwendung des Mittelwertsatzes fiir jeweils
eine Veranderliche (sieche Vorlesung oder Lehrbuch). Was hier jedoch wichtig ist, ist
die Offenheit des Gebietes I, damit die Stetigkeit und die stetige Diffbarkeit {iber den
zweiseitigen Limes definiert werden kann.

2also jede Funktion die 2 mal stetig partiell diffbar ist



4 Kurven im R”

Sei #(t) € R™ eine durch den Parameter t parametrisierte Kurve. Ein Beispiel im R? wiire

05

-1.0-

Der Tangentenvektor an solch eine Kurve ergibt sich durch einfache Uberlegung. Der
Abbildung 1 entnehmen wir, dass AZ¥ = Z(t + At) — Z(¢) ndherungsweise der Richtung
der Tangente an die Kurve z(t) entspricht.

Abbildung 1: Tangentialableitung

Im Grenziibergang erhalten wir dann den unnormierten Tangentenvektor durch die
totale Ableitung von Z(t) nach t

dx(t)
dt

Z(t + At) — Z(t)
At

= lima¢—o

= ()



Wollen wir nun wissen, welche Strecke wir zuriicklegen, wenn wir die Kurve Z(t) ab-
fahren, so hilft uns der Tangentenvektor weiter. Ein Wegelement As der sogenannten
Bogenlénge s ergibt sich namlich gerade durch (siehe Abbildung 1)

As = ||Z(t + At) — F(1)]|
— ds = ||Z]|dt

Die Bogenlinge der Kurve vom Punkt Z(tg) bis Z(¢) erhélt man also folgendermafen:

t .
s :/ dt |||
to

Wir konne die Kurve & auch iiber die Bogenldnge s parametrisieren. Dazu geniigt es
s(t) zu kennen und soweit legitim die Umkehrfunktion t(s) zu bestimmen. Wir erhalten
dann Z = Z(t(s)). Betrachten wir

ar _

ds

Aufgrund der Umkehrbarkeit der Funktion s(t) ergibt sich nach Definition der Bogen-
lange s gerade

f(t)‘t:t(s)t/(s)

dF  E()]i—us)

ds
ds &

z

% entspricht also gerade dem normierten Tangentenvektor an die Kurve. Wir nennen

diesen 7.

Interessiert mich die Darstellung dieser Tangente an einen Punkt Zy = Z(to) der Kurve,
so muss ich lediglich eine Tayloentwicklung bis zur ersten Ordnung in t durchfithren. Das
geschieht bei einem Vektor komponentenweise:

Z(t) = Z(to) + Z(to)t + O(t?)

Die Tangente an den Punkt #y lautet also

Z(t) = Z(to) + Z(to)t

Neben dem Tangentenvektor ist noch ein weiterer charakteristisch fiir die Kurve, ndm-
lich einer der Normalenvektoren.



Fiihren wir die gleiche Uberlegung wie bei der Herleitung des Tangentialvektors 7(t)
Z(t)/]|Z(t)|| durch. Den Hauptnormalenvektor N erhalten wir gerade analog (siche Ab-

bildung 2):
AT(t) =7(t + At) — 7(t)
= N(t) = T(fﬁ

T()

AT
T(t+ At)

Abbildung 2: Herleitung des Normalenvektors

Vielleicht noch eine Zusatzbemerkung: Das Kriimmungsverhalten, d.h. die Rate, mit
der sich der Tangentenvektor 7 lings der Bogenlénge s verindert, kénnen wir auch durch

einen Vektor beschreiben, der sich analog zu obiger Uberlegung ergibt:

y AP P T

R(t) nennt sich Kriimmungsvektor. ||£(¢)|| nennt sich Kriimmung. Bei einem Kreis
entspricht die Kriimmung gerade dem reziproken des Radius, 1/R. Bei einer Geraden ist

die Kriimmung gleich Null.
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Aufgabe 1
e Die Niveaulinie N,(f) ergibt sich aus der Gleichung f(z,y) = ¢, also
22 + y2 =c.

Fiir ¢ < 0 erhalten wir die leere Menge, fiir ¢ = 0 nur den Nullpunkt und fiir ¢ > 0 einen Kreis um
(0,0) mit Radius +/c. Dies ergibt die folgende Skizze, wobei der kleinere Kreis den Radius 1 und
der groBere den Radius /2 hat:

T

J |
e Die Gleichung xy = c hat fiir ¢ = 0 die Losungsmenge { (z,y) € R? : x = 0 oder y = 0}. Fiir

¢ # 0 erhidlt man das Schaubild der Funktion y = ¢/z, die Niveaulinien sind also Hyperbeln. Die
Skizze sieht wie folgt aus, wobei Ny aus den beiden Achsen besteht:

y A

N72 1 N2
N,1 1 Nl
T T T x’

e Hier erhalten wir die Gleichung y? = ¢ + 22, also |y| = Ve + 22 bzw. y = £v/c + 22. Es ergibt
sich das folgende Bild, wobei Ny aus den beiden Winkelhalbierenden besteht:
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Bemerkung: Wegen h(x,y) = (y — z)(y + x) erhalten wir das gleiche Bild wie bei der Funktion g,
allerdings gedreht und mit anderen Langen.

Aufgabe 2

a)

b)

c)

Auf R?\ {(0,0)} ist die Funktion f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Im Punkt
(0,0) ist f auch stetig: Mit Hilfe von |zy| < %(:172 + 9?) [Diese Ungleichung folgt aus der
binomischen Formel: 0 < (x +y)? = 22 + 22y +y? = —ay < %(:c2 +12) sowie 0 < (v —y)? =
2?2 —2zy+1y? = 2y < %(mQ + y?)] ergibt sich fiir (z,y) # (0,0)
Faw)l = 22 < Sl =0 i (@) — (0.0)
x? + yQ 2
also gilt lim(, ) _.(0,0) f(z,y) = 0 = f(0,0), d.h. f ist stetig in (0,0).

Alternativ: Es gelte (y,yn) — (0,0) mit (z,,y,) # (0,0) firr alle n € N. Dann gibt es r, > 0
und ¢, € [0,27) mit (2, yn) = (7 COS @n, T sin p,, ). Es folgt

(77, cOS @ ) (T, sin 0y, )2
(rn co8 @r )% + (7 sin py, )2

f(@n,yn) = f(rncoson, rysing,) =

r% COS Py, sin? ©n . 2 n—00
= 2 = T, COS (py, Sin“ ¢, —— 0,
n

weil 7, — 0 strebt und die Folge (cos @, sin? ¢,,) beschrinkt ist.

Die Funktion g ist nicht stetig in (0,0), denn es gilt

nt n—oo 1
St 1) = g = 5 £ 0= (0.0,

Sei nun ¢ € R fest gewihlt. Im Fall cosp = 0 ist g(rcose,rsing) =0 — 0 = ¢(0,0) fiir
r — 0. Im Fall cosp # 0 ergibt sich

3 cos %) sin? © 7 COS Y sin? %) r—0 0

7 CcosS @, rsinp) = = =0=g¢(0,0).
4 7 ?) r2cos? o +risint o cos2p 4 r2sint @ cos? o+ 0 9(0.0)

Wegen h(z,z) =1 — 1# 0= h(0,0) fir z — 0 ist die Funktion h in (0,0) nicht stetig.
Sei  # 0. Dann gilt

x2y? B y? y—o 0
2y +(x-y)? P+ (1 -y/x)? 0+1

h(l’,y) =

Folglich existiert lim,_o(limy—oh(z,y)) = limy—o0 = 0 = h(0,0). Wegen h(z,y) = h(y,x)
fiir alle (z,y) € R? existiert auch der andere iterierte Limes und hat den gleichen Wert.



Aufgabe 3

Eine Funktion f lésst sich in (0,0) stetig fortsetzen, wenn der Grenzwert ¢ := lim, ,y_.(0,0) f (7, )

existiert. Die stetige Fortsetzung fvvon f ist dann gegeben durch

Sy i @) £ (0,0)
fy) = { c fiir (z,y) = (0,0)

a) Diesmal ist f(z,y) nur fiir y # 0 definiert. Wir betrachten daher eine Folge (x,yy) in R? mit
yr 7 0 fir alle k € N und (zg,yr) — (0,0) fiir £ — co. Dann ergibt sich fiir jedes k € N

1 — cos(xryr)
1 — cos(zryk rp ————, T #0,
[z, y) = 1~ coslarye) _ TRYk

Yk 0, 2, =0.

Wegen x,yx £2%, 0 und (1 —cost)/t =90 (Man beachte cost = 1 — 3t + ft1 — 4+,
Alternativ kann man (cost — 1)/t als Differenzenquotient von g(t) := cost in 0 auffassen.
Wegen ¢'(t) = —sint erhélt man dann lim; o(1 — cost)/t = —¢’(0) = 0. Mit Hilfe der
Regel von de I’'Hospital konnte man diesen Grenzwert natiirlich auch berechnen.) erhélt man
1cos@ey) () und damit flxg,yx) — 0 fir k — oo, d.h. f(z,y) konvergiert gegen 0 fiir

TkYk

(z,y) — (0,0). Die stetige Fortsetzung fvon fin (0,0) ist deshalb gegeben durch

- B fla,y) firy #0
fxy) = { 0  fiir (x,y) = (0,0)

b) Fir (z,y) # (0,0) gilt
f(xy)_ 33'2+y2 . ’$2+y2+1+1_(1‘2+y2)( ’x2+y2—|—1+1)
’ V2 + 2 +1-1 a2+ 2 +1+1 (#2+y?+1) -1
=vVa+y?+1+1,

und damit ergibt sich unmittelbar

f(z,y) =00, e 02 4141 =2.

Also lasst sich f stetig in (0, 0) fortsetzen mit

Foy = [ f@0) T @) £ 0.0
T 2 g (@) = 0,0
c) Fiir x #0 gilt
2
F@,00=02%0  und  fz,2) = emf_ : = tim = 1,

d.h. bei unterschiedlicher Anndherung an den Nullpunkt erhilt man verschiedene Werte.
Folglich existiert der Grenzwert lim(, ;). (0,0) f (7, y) nicht, so dass sich f nicht stetig in (0,0)
fortsetzen lésst.

d) Wegen
2% + 9 < |2 + |yI* < max{Ja], Jy[} - [* + max{|z], [y[} - |y]* = max{|z], [y[} - (+* + y?)
erhalten wir fir (z,y) # (0,0)

max{|z], [y[} - (2% +°)

(z,9)—(0,0)
2 + 92

|f(z,y)] <

= max{|z|, [y|} 0,



d.h. lim, v _(0,0) f(%,y) = 0, also ist die stetige Fortsetzung von f in (0,0) gegeben durch

[ Sy i ) £ (0,0)
f(:”’y)_{ 0 fir (z,y) = (0,0)

Alternativ: Es gelte (zg,yr) # (0,0) und (xg,yx) — (0,0). Dann gibt es r, > 0 und ¢, € R
mit (zg,yx) = (rk cos @k, T sin pg); dies ist die Darstellung der Folge in Polarkoordinaten.

Dabei gilt 77 = 72 (cos?py, + sin®py) = 27 + y2, also 1y, = ||(xg, yx)|| — 0. Somit hat man

k—o00

r,?; cos3<,0;C + r,% sin3g0k 3 . 3
= 1y, (cos’g, + sin’pp) —— 0

f(xkvyk) = r2
k

wegen der Beschrénktheit von Sinus und Cosinus. Folglich ist lim, ,y_.(0,0y f(7,y) = 0.

Aufgabe 4
a) Esgilt 4(t) = (1 — cost,sint) und damit
17> = (1 — cost)? +sin®t = 1 — 2cost + cos®t +sin’t = 2 — 2cost
= 2(1 — cos(3t + 3t)) = 2(1 — cos?(5t) + sin’(3t)) = 4sin(3t).
Definitionsgeméf ist also

21 2T 21T
L(+) :/ () dt :/ 2[sin(Lt)| dt = 2/ sin(1t) dt = —dcos(L)[*T, = 8.
0 0 0

T T

™ 2T

Sy

Bemerkung: Diese Kurve heifit Zykloide. Sie ist die Bahn, die ein Kreispunkt beim Abrollen
eines Kreises auf einer Geraden beschreibt.

b) Wegen 1(t) = (¢, |t]) = { G e i - { G e

und fiir die Lénge der Kurve « ergibt sich

1 0 1 1
Lm=/_1|w<t>||dt=/_1|r<1,—1>||dt+/0 ||(1,1)|dt=/_1\@dt:2\/§.

c) Hier befinden wir uns in der komplexen Zahlenebene C, welche wir als R? auffassen. Wegen
e'? = cos ¢ + isin g ist die Kurve 7(¢) = (@ cos g, ¢sinp), ¢ € [0,27], in R? gemeint.



Wegen 7/(p) = (cos p — psin g, sin ¢ + ¢ cos ) ergibt sich

17 () |1* = (cos ¢ — psin @) + (sing + ¢ cos p)?
= cos? Y — 2pcospsiny + <p2 sin2<p + sin? @+ 2pcos psinp + g02 cos? %)
=1 —’—@2

und damit

. 27rﬂ 2 2 1+ 2+ 1+ 3
1) = [ = [ Vizdap= [TATEIVIEE

1/27r< 1+€02 ) 1 2 1 S02
=z ——+ V1+? dgoz/ + +V1+@? | dp
2Jo \1+4¢? 2Jo \V1+¢?2 /1+¢?

1 2T Arsinh 2
:§<Arsinh<p+g0\/1+cp2) :yﬁ—ﬂ'\/l—f-llﬂa.
=0

Y
—W/_\ ™ 27
‘ T
L

Bemerkung: Diese Kurve heifit Archimedische Spirale.
d) Firv(t) = (sin?’(%t) cost, sins(%t) sint) =: (z(t),y(t)) ergibt sich

T (t) = 381n2(%t) cos(3t)% cost — sin3(%t) sint
= sin®(3t) (cos(3t) cost — sin(3t) sin(t)) = sin®(3t) cos(3t),

und genauso y'(t) = sin2(%t) sin( %t). Folglich ist die Liange der Kurve ~

6m 67 61
/0 14(2)| dt = i \/(a;'(t))2+(y'(t))2dt=/0 \/Sin4(%t)0082(%t)+sin4(%t)sin2(%t)dt

6T 1 6T 61 1 61 67
:/0 sin®(3t) dt = 3 (/0 sin®(5¢) dt+/0 cos?(1t) dt) = 2/0 Ldt = = =3n.

-1

Bemerkung: Die Kurve wird bei der gegebenen Parametrisierung zweimal durchlaufen und
zwar entgegen dem Uhrzeigersinn.



Aufgabe 5

Es handelt sich um den Schnitt der Oberfliche der Kugel um (0,0, 0) mit Radius 1 und der Ebene
x + z = 1; dies ist ein Kreis. Setzen wir z = 1 — x in die Kugelgleichung ein, so erhalten wir

2+ +(1—2)?=1, also 2z*—-2z+¢y*=0.
Wir dividieren durch 2 und nehmen eine quadratische Ergénzung vor:
2 2 2
(=12~ (3 + (L9 =0.
Bei dieser Gleichung parametrisieren wir nun wie folgt:

T — 3 = 3cost, %y:%sint (t € [0,27]).

Dann haben wir z = % + %cost, Y= % 2sint und es folgt z =1 — o = % — %cost. Also:

1 1+ cost
~(t) = 3 V2 sint (t € [0,2m7]).
1 —cost
—sint
Der Tangentenvektor im Punkt y(t) lautet §(t) = & | v/2cost | . Fiir die Bogenléinge ergibt sich
sint

t 1 t 1 t
) :/ny(T)|ydT:2/ \/sin27+260327+sin27d7:2/ V3dr—t/VZ  (t€0,2q]),
0 0 0

also gilt L() = s(27) = v/2m. Wegen t = t(s) = v/2 s ist die Darstellung beziiglich der Bogenléinge
(bzw. die natiirliche Parametrisierung) gegeben durch

1 1+ cos(v/2s)
i(s) = (t(s) = 5 V2 sin((?s)) (s € [0,V27]).
1—cos(v2s

Aufgabe 6

a) Fir —1<t<1gilt
1/VI— 2

Y(t) = 1
—t/V1—12

Fiir tg € (—1,1) ist daher

arcsin tg 1/y/1—t3

V(t()) + AW(tO) = tO + A 1 ’ A€ Ra
V11—t —to//1— 13

eine Parameterdarstellung der Tangente im Punkt ~(%p).

b) Fiir ¢t € [-1,1] haben wir

/ oldr= [ /5

Folglich hat die Kurve v die Linge L(vy) = s(1) = v/2 7. Wegen
S
V2
lautet eine Darstellung von v beziiglich der Bogenlidnge (oder natiirliche Parametrisierung)
V25— 35
F(s) =~(t(s)) = | — cos(%x/is) , s€[0,v27].
sin(3v/2 s)

5 dr = \[arcsmT’ V2 (arcsint + 7).

- g = arcsint, also t=t(s) = sin(%\@s —-5)=- cos(%\/is)



Aufgabe 7
a) Die partielle Ableitung von f:R? — R nach z im Punkt 2° = (z,y) € R? ist die Richtungs-
(1,

ableitung von f in 2V in Richtung des ersten Einheitsvektors e; = (1,0), also
of (20 : _of
oz " ey

= lim + (f(z +,9) ~ (z.3).

Fiir festes y € R ist dies ist gerade der Differenzenquotient der Funktion R — R, x — f(x,y).
Um die partielle Ableitung von f nach z zu berechnen, kénnen wir also f(z,y) nach x differ-
enzieren, wobei wir y als eine Konstante betrachten.

(o) = lim (£ + ter) — (o)) = lim 2 (F((w,9) +£(1,0)) — F(x,9))

t—0

Entsprechendes erhalten wir fiir die partielle Ableitungen nach y.

Die partiellen Ableitungen erster Ordnung sind

0 0
a—i (z,y) = 322 — dzy? + 49 und &J; (z,y) = —4x?y + 122y + 497
Daraus ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
*f >’f
ooz (1Y) = 6z — 47, a7 (©Y) = —4a” 4 24wy + 1297,
0 f 0*f

(z,y) = —8xy +12y°, (z,y) = —8zy + 1242

Oy Ox Ox 0y

2 2
Bemerkung: Dass % = (;’Tgy gilt, war wegen des Satzes von Schwarz schon vorher klar,

denn die Funktion f: R? — R ist zweimal stetig differenzierbar.

b) Hier haben wir

0
8—£ (z,y) = 2ze™ + (2 + y?)ye™ = (z%y + 2z + y3)e™
0
ai (z,y) = 2ye™ + (2° + y*)ze™ = (2° + xy® + 2y)e™
Yy
Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung lauten
82
8756]20 (z,y) = (2ey +2)e™ + (2%y +y° + 20)ye™ = (ay® +dwy +y' + 2)e™
32
ay]; (z,9) = 2zy + 2)e™ + (23 + zy® + 2y)xe™ = (2 + 22y* + 4oy + 2)e™
82f 2 2\ xy 3 2 Ty 3 2 3 2\ xy
m(ﬂc,y) = (32" +y7)e™ + (z7 + ay” + 2y)ye™’ = (z°y + 327 + xy” + 3y )e
0*f

Nach Definition gilt fiir die Richtungsableitung von f im Punkt 2 = (z,y) € R? in Richtung
v = (v1,v2) = (1,1)

O (o) = 1 7 (1 4 1) = 1)) = i 7 (f (- o1,y + t02) — ()
_ }g% % <((x o)+ (y + tv2)2>e(x+tv1)(y+tvg) (22 y2)6xy)
= %_H}é % ((:B2 + 2tzvy 4 t20? + y? 4 2tyvy + t2v ) e etlyvrtav) gtfvrvy (2 + y2)ew)
= %i% % ((:U + 7 + 2t(zvy + yv2) + (V] + 03)) ™Y etlyvitav) ptviva (z* + yz)exy)
_ %E)% % <($2 +y?)et (et(yv1+xv2)et2v1v2 — 1)+ 2t(zvy + yv2)ea:y€t(yvl+xv2)et2v1v2

2
+ tz(v% + v%)emyet(ym"’m?)et ”“’2) .

7



2 .
Zur Berechnung von %(et(y“””)et U2 — 1) setzen wir « := yv1 + zve und [ := v1v9 und

betrachten die durch g(t) := e B gegebene Funktion g: R — R. Dann ist g differenzierbar
auf R mit ¢/(t) = (a 4 26t)e 5 Nun gilt

1 1
fim < (el e - 1) — lim = (g(t) — 9(0)) = ¢/ (0) = @ = you + .

Also erhalten wir

(97 (l'a y) = ($2 + y2)ezy(yv1 + LL‘UQ) + 2(33111 + yvz)el’y 140
=™ (22 +y)(y+2)+ 2 +y))
=™z +y)(@® +y* +2).

Die Richtungsableitung % kann man auch eleganter bestimmen: Da die partiellen Ableitungen

%, % von f stetig sind, ist f nach dem Satz in 19.10 differenzierbar. Deshalb gilt nach dem

Satz in 19.9 fiir alle (z,y) € R?

g{; (z,y) = f(z,y)v= (% (z,y) %5 (m,y)) <v1>

U2
. 1
=" (ny +2x+9° 2+ + 2y) <1>

= ewy(ny + 2z + o+ 4 ay? + 2y)
="z +y)(a +y7 +2).

Dies bestéitigt unser obiges Ergebnis.

c) Esgilt

(x,y,2) =yzsin(x +y + 2) + xyzcos(z +y + 2),

of

Ox

of :

7 (z,y,2) = xzsin(x +y + 2) + xyzcos(z +y + z),
of :

5, (z,y,2) = xysin(x + y + 2) + xyzcos(z + y + 2) .

d) Hier sind

Vwyd=atz, Lwya=aofs,  Lyn= a2,
x Y z
Weiter haben wir
o2f o2 f y f y,.3
8562 (mayvz>_07 ayg (x7yaz)_x€ /27 62’2 (x,y,z)—2a:e /Z :

Und schliefilich noch die gemischten Ableitungen zweiter Ordnung;:

>’f oy Of

8y6$ (iU,y,Z)—e /Z_ axay (ZL‘,y,Z),

O f oy Of
Bz(?af(x’y’z)__e /Z _amaz(x7y7z)v
62f _ Yy 2 an

azay (.T,y,Z) = —xe /Z - ayaz (x,y,z).



