Blatt 6

Tutorium HM 2

1. Juni 2009

Diese Zusammenstellung erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit und Korrektheit.
Sie dient lediglich als Hilfestellung zur Bearbeitung der Ubungsaufgaben.

Zu diesem Blatt wurde auf der letzten Hilfe schon einiges gesagt. Deshalb hier nochmal
in Kiirze und mit einigen Beispielen:

1 Differezierbarkeit

Eine skalare Funktion heifst diffbar bei z;, wenn der Differenzenquotient

OF@) _ e
axl - 8zf<$)

= hmh—»()f(xl’ vy Tj T+ h, wn)h— f(xl, R T ,xn)
_ limhﬁof(f + éiZ) — f(@)

existiert. Wir hatten diese partielle Ableitungen fiir die skalare Funktion in dem Gra-
dienten

—

zusammengesfasst. Falls f(Z) eine skalare Funktion ist, fiihrte uns die komponenten-
weise Taylorentwicklung der Funktion auf den Ausdruck



= : +..
fm(Zo) + V fin(Zo)(Z — o)

(Vf1(&0))"

= f(&o) + : (& — Zo) +
(me(fo))T
o1 f1 OnJ1

= f(&o) + : (7 — %o) +
O fm Onfm

Jy

J; heift Jakobi-Matrix und ist die in Aufgabe 1 gefragte Ableitung. Hat man eine

vektorielle Funktion f mit m skalaren Komponenten fq, ..., f, und hingen diese Funk-
tionen von den n Verdnderlichen xq, ..., x, ab, so erhalten wir eine m x n—Matrix als
Jacobische.

Beispiel:

f(z,y) = 2%y’ +y In(x)
O, f = 22y* + 2
x
Oyf = 322y% 4 In(z)
Ji(z,y) = (2:cy3 + g, 322y? + 1n(:v)>
x
Wir nennen eine Funktion f stetig differenzierbar, wenn J; existiert und jede Ab-

leitung 0; f;(Z) stetig ist. Sind sémtliche k-fachen Ableitungen stetig, so sagt man fist
k-fach stetig diffbar. Die Menge dieser Funktionen wird mit C* bezeichnet.

2 Kettenregel und Richtungsableitung

Sei Z(t) eine durch t parametrisierte Kurve. Die Ableitung der Funktion f(x1(t), ..., x,(t))
ergibt sich nach dem totalen Differential durch:



df

L (@(0) = O FEO)1 (1) + -+ O f(F(D) (1)
= V() - #(0)

Hier steht nun die Richtungsableitung von f in Richtung der Tangente an die Kurve
Z(t). Sei f(Z(t)) = f(Z+ td). Dann ist die Richtungsableitung in Richtung d definiert

Z(t)
als die totale Ableitung nach t, also:

Dgf = Vf(&(t)) - &(t)
:vf.j

Sei f(ii) eine Funktion die von einer Funktion @(Z) abhiingt. Allgemein konnte also
der Fall

vorliegen. Dann ist die Ableitung der Funktion f nach dem Argument Z komponten-
tenweise gegeben durch:

O fru(10) = Z%ﬁ ) Ouun (%)
" <J~<u)> (Ja(@)ni

Hierbei haben wir die jeweiligen Komponenten der Jacobimatrizen identifiziert. Das
gleiche kénnen wir fiir die linke Seite machen und erhalten die verallgemeinerte Ketten-
regel:

Sfou(T) = J (@) Ju(T)
Beispiel:

f(u7 U) =’ v; (u,v) = (y +$7y3)

Jfo(u,v) (.%', y) = Jf (u7 U)J(u,v) (1’, y)

B o (11
= (2UU, u ) < 0 3y2
= (2uv, 2w + 3y%u?) = (2(x + y)y* | 2(z +y)y* + 3y (x + v)?)

Das gleiche Ergebnis erhélt man, wenn man die Ausdriicke fiir u und v direkt in f
einsetzt und den Gradienten bzgl. der Variablen x und y bestimmt.



3 Satz iiber implizite Funktionen

Sei g : D — R™ eine C'-Funktion und D C R” offen. Sei weiter x € R"™™ und y €
R™ mit (z,y) € D. Ist (z*,y*) € D Losungspunkt der Gleichung g = 0, d.h. es gilt
g(z*,y*) = 0. Ist die Jacobimatrix

0, 0

i CRUDEEE el G
Jo(z",y") = : : :

9gn Ogn

6%;1(1"*’3/*) 85m ($*7y*)

invertierbar, dann gibt es Umgebungen U von z* und V von y*, wobei U x V C D
ist, in denen eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion f: U — V mit
f(z*) = y* und g(z, f(z)) = O fiir alle x € U existiert. D.h. die implizite Gleichung
g(x,y) lasst sich in diesem Punkt nach y auflosen: y(x) = f(x). Weiter gilt:

Jg(x) = —=Jg(y)J¢(x) (Kettenregel)
Jp(x) = —Jg(y) " Jy(x)

Ohne die Funktion f zu kennen, kénnen iwr also auf die Jacobische von f schliefsen.

Beispiel: Wir haben eine Funktion mit zwei Verdnderlichen x und y vorliegen.

gz,y) =2 +y*—1=0 ()

Eine mogliche Losung wiére (z,y) = (0,1). Das totale Differential der Funktion g nach
x ist gegeben durch:

dg _ 99 990y _

de ~ Oz * Oy oz 0
@ — _(@)—1@
Oz oy’ Oz
2z
I

In Punkten, wo g—g existiert, ist die implizite Gleichung (%) nach y auflésbar. Das sind
hier alle Punkte, die (x) erfiillen aufer der Punkt (z,y) = (1,0).
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Aufgabe 1

a) Sei f: RS - RQ? f(xayvz) = (xyzzBny & 2€y + SiHZL‘) =: (fl(xayaz)afé(xay’z))‘
Da die partiellen Ableitungen von f

2.3
fl (z,y, 2 _y223ezy 28 + a2y 2'3 xy?z y223 :y2z3(1+$y223)€zy z ’

(f)z (2,9, 2)
(f1)y(m,y,2) = 20y2°(1 + 292 )e“’y .
(f1):(z,y,2) = 35Ey ( + xy2z3)ezz”223,
(f2)z(2,y, 2) = 2we? + cos ,
(f2)y(x7y7 ) =X ey
(fQ)Z (l’, Y,z )
auf R3 stetig sind, ist f stetig partiell differenzierbar und damit auch differenzierbar. Fiir die
Ableitung von f ergibt sich

) _ ((f)u(zy,2) (f)y(2y,2)  (f1)=(m,y, Z))
fey2) = <<f2>z<x,y, ) (B)y(@,9,2) (fo)=(2,9,2)
B <y223(1 + 2y223)e™° 20y (1 4 2y223)e™’ % 3my?22(1 + xy223)e$y2'33>

2xeY 4 cosx x2eY 0

b) f:R2 = R3 f(r,y) = (ye“ + xsinhy, y* + 322 siny, 4y — 333)
Auch hier sind samtliche partiellen Ableitungen von f stetig, so dass f differenzierbar ist mit
ye’ +sinhy e® + xcoshy
f(z,y) = 6rsiny 4y +3z2cosy |, (x,y) € R
—3z? 4
c) f:(0,00) x (=m,m) x (—7/2,7/2) = R3, f(r,¢,0) = (r cosg cosb, r sinp cosf, rsinb)

Wiederum ist f stetig partiell differenzierbar und damit differenzierbar. Die Ableitung von f
lautet

cosp cosf —r sing cos —rcosp sinf
f'(r,p,0) = | sinpcos rcospcosf —rsinpsing |, (r,0,0) € (0,00)x(—m,7)x(—7/2,7/2).
sin # 0 rcosf

Bemerkung: Es gilt det f(r, ¢, 0) = r? cos § (— Kugelkoordinaten).
d) f:RX(O7OO)XR2_>R7 f(w,x,y,z):$y

Wegen z¥ = V"% gilt f,(w,z,y,2) = eV ™%y /z und fy(w,z,y,2) = e¥! @ In 2. Folglich ist

f(w,x,y,2) = (0 yr?~1 z¥lnx O) . (w,z,y,2) € R x (0,00) x R%
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Aufgabe 2
a) Bei der Funktion f ergibt sich fiir eine Richtung v = (vy,v2) € R?\ {(0,0)} wegen f(0,0) =0

01 (0,0) = Jiog LOO+10) = FO0) _y,, Sttn:tea),
v 10 P fm ;

Ist v so gewahlt, dass vivy > 0 gilt, dann hat man twv; - tvg > 0 fiir alle ¢ # 0 und damit nach
Definition von f

of ot
7y (00) =lim == =v1.

Ist dagegen vive < 0, so erhélt man tvy - tvg < 0 fiir alle ¢ # 0, also

o tvrttua
%(0,0) —%E}I(l] : =01+ V2.

Fiir die Funktion f existieren folglich alle Richtungsableitungen im Punkt (0,0).

b) Wir bestimmen zunichst f/(zg,yo). Da f in (29, yo) differenzierbar ist, gilt

f(zo,yo0)u = gi (zo,y0) = —1  und  f'(zo,y0)v = g’i f(zo,y0) =2.

Setzen wir abkiirzend o« := fy(xo,y0) und 8 = fy(zo,v0), so ist f'(zo,y0) = (o B), also
' (xo,yo)u = a+ 26 und f'(xg,yo)v = —a + (3. Obige Gleichungen liefern daher

a+28=-1 und —a+p3=2.
Hieraus erhélt man durch Addieren 36 = 1, also 8 = %, und damit o = —%. Folglich ist
' (xo,y0) = (—% %) und aufgrund der Differenzierbarkeit von f in (g, o) ergibt sich

O (o) = o = (-5 ) (D) =4

Wie wir aus der Vorlesung wissen, ist die gesuchte Richtung h gegeben durch

grad f(zo,yo) 1 <—5> '

 lgrad f(zo, %) v26 \ 1

Aufgabe 3

a) Die Funktion f ist auf R?\ {(0,0)} als Komposition stetiger Funktionen stetig; es bleibt noch
der Nullpunkt zu priifen. Ist (z,y) # (0,0) und z := max{|z|, |y|}, so gilt

y’ — %y
x2 +y?

v’ + |2%y| _ 20427

22 +y2 S 22 = 2z = 2max{]z|, [y},

|f(z,y)| =

und damit folgt f(z,y) — 0= f(0,0) fiir (x,y) — (0,0).

b) Fir (z,y) # (0,0) gilt

foley) = ZRE L) = (P —aty)2r | —day?
z\4y ($2 + y2)2 (12 n y2)2 ,

fy(z,y) = By® —2*)(e* +¢*) — (v — 2°y)2y _ —at 4 da?y? 4 gt
a (22 +y2)? @+ 422

Auf R?\ {(0,0)} haben wir also

z\4Ly 1 —4 3
grad f(z,y) = <§ygi’z;) = @127 <_x4 +4§2ny +y4> :



Nun noch zum Nullpunkt: Definitionsgemaf gilt

.. f(04+h,0)—f(0,00 . 0-0
Fo (0,00 = iy h im0
e F0.04h) — f0.0) _ . f(0.h) p
. 0,0+ h)— f(0,0) . 0,h) .. 1 -0
14(0,0) = lim h = ey orme T
Somit ist f auch in (0, 0) partiell differenzierbar mit
fx<0,0>> <0)
rad f(0,0) = = .
aa 100) = (F107) = (3
c) Wegen
—4x? z—0
Je(z, ) = m =-1—>-1#0= f.(0,0),
_334 +0+0 z—0
ist weder f, noch f,, im Punkt (0,0) stetig.
d) Essei v = (v1,v2) # (0,0) eine beliebige Richtung. Dann gilt
hv) — hvi, h
87f (0’0) — lim f((070) + U) f(0,0) = lim f( U1, U2)
v h—0 h h—0 h
— lim l ] (hU2)3 — (hvl)thz — lim M — lim U% - U%UQ _ ’U% — U%Ug
h—0 h (hv1)? + (hvg)? h—0 h3(v% + v%) h—0 v% + v% v% + v%
Dies soll nun mit
0 V1
(grad £(0,0)) - v = ( > . ( ) = Vg
1 V9
verglichen werden. Es gilt
3_,2
’l)22 Ul;}Q = Vg < 'US — ’U%’Ug = UQ(U% +’U§) — 27)%1}2 =0.
v1 + v

Gleichheit gilt also genau dann, wenn v; = 0 oder ve = 0 ist.

e) Nicht fiir alle Richtungen v gilt die Gleichung % (0,0) = (grad f(0,0)) - v. Folglich kann
die Funktion f in (0,0) nicht differenzierbar sein, denn sonst miisste die Gleichung fiir alle
Richtungen gelten. Da die partiellen Ableitungen von f auf R?\ {(0,0)} stetig sind, ist f auf
R2\ {(0,0)} stetig partiell differenzierbar, also auch differenzierbar mit

1

Fx,y) = (grad f(z,y))" = @) (

—dxy?  —at 4 422y? + y4) .

Aufgabe 4

a) Fiir die partiellen Ableitungen von f im Punkt (0,0) gilt

_ 2 ¢ -1y _

£ 0.0) — i FEO = FO.0) L Psin(e ™) ~0
t—0 t t—0 t

weil sin(|t|~1) beschrénkt ist, und aufgrund von f(z,y) = f(y,z) ist f,(0,0) = f,(0,0) = 0.

Die Funktion f: R? — R ist genau dann differenzierbar in (0, 0), wenn es eine lineare Abbil-
dung A: R? — R, also A € R'¥2, gibt mit
[ (h1,h2) = £(0,0) = AGH)| Giy)—(D)
1R = ()l

= limtsin(|t|™!) =
lim sin([t[™") =0,

0. (%)

3



Wegen f,(0,0) = 0 und f,(0,0) = 0ist A= (0 0) unser Kandidat fiir die Ableitung von f in
(0,0). In der Tat ist (x) fiir dieses A erfiillt, denn es gilt f(0,0) = 0 und A( Z;) = 0 sowie

1f(ha, ho)| h1,h2 (Z;) ©)

1
h2 hzsn = sin
jo VT \/1+h2 = G lsin gz,

b) Fiir die partielle Ableitung von f nach x ergibt sich im Fall (z,y) # (0,0)

0.

fol@,y) = 2wsin(a® + y*) 712 + (2% + ¢) cos(a® + y*) V2 (—3) (2% +4P) T 22
= 2zsin(z? + y2) V2 — x(a? + y?) "2 cos(a? 4 y?) V2.
Damit hat man fiir x # 0
fo(z,0) = 2zsin(|z| ™) — z|z| ! cos(|z|7L).

Ist zp := ﬁ, k € N, gesetzt, so strebt z; — 0 fiir & — oo, allerdings konvergiert f,(zy,0) =
2.1 sin(km) — cos(km) = —(—1)* fiir k — oo nicht. Folglich ist f, in (0,0) nicht stetig. Aus
Symmetriegriinden (f(z,y) = f(y,z) fiir alle (z,y) € R?) gilt dies auch fiir f,,.

Bemerkung: Die Funktion f ist ein Beispiel fiir eine Funktion, die differenzierbar ist, jedoch
nicht stetig partiell differenzierbar ist. Wenn man also weif}, dass eine Funktion nicht stetig
partiell differenzierbar ist, dann kann man keine Aussage iiber Differenzierbarkeit treffen.

Aufgabe 5

a) AufR?\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig; wir miissen also nur noch
die Stetigkeit in (0,0) nachweisen: Wegen

22— 2
22 4 y?

gilt | f(z,y)| < |ry| und damit folgt f(x,y) — 0= £(0,0) fur (z,y) — (0,0).
b) Fir (z,y) # (0,0) ist

‘$2_y2| $2+y2
= < =
$2+y2 m2+y2

2 2 2 2 2 2
Tl —y 2z(z* +y°) — (° —y*)2z
fo(,y) =y —5—5 +ay ( 2) (2 5 )
z? +y (22 +y?)
@ -y @ +y?) et ety da?yt -y
(22 + 2)2 (22 + y2)2 22+ y2)2

und wegen f(x,y) = —f(y,x) ergibt sich daraus

h  h—0 h

=1
fy(xvy) hli%

yio + 4y?a® — 2P

(y* + 22)?

= — lim — ° :_fa:(yvx>_

Fiir (z,y) # (0,0) gilt also
4 2,3 _ .5
g ) = (V) - L (),

fu(z,y) x? +y?)? \@° —4z’y” —wy
Fiir die partiellen Ableitungen von f im Nullpunkt erhalten wir
.. f(0O+h,0)—f(0,00 . 0-0
f2(0,0) = fig h = 0
und £(0,0 4 h) — £(0,0) 0-0
. ) + - ) 13 — _
1,(0,0) = limy n = = =0

Somit ist grad f(0,0) = (0,0).



_ 9 o F(h0) = £,(0,0) o fy(h0) 1 B2 —0-0
Fr0,0) = 5y (0.0) = fiuy 22 R = i S =l o -
sowie

_9F o Fe(0.h) = £2(0,0) o fa(0h) L 040—RP
For(0,0) = g (0.0 = fuy Z2m T = g S = o e

d) Wie wir wissen, gilt

1 aty + day? — P
srad (1.1 = (i

(22 +y?)? x® — 4z3y? — zy?

auf R? \ {(0,0)}. Dort existieren also die partiellen Ableitungen erster Ordnung und sind
stetig, d. h. f ist dort stetig partiell differenzierbar. Aus der Vorlesung wissen wir, dass dies
die Differenzierbarkeit von f impliziert. Die Ableitung ist

T
f(z,y) = (grad f(z,y)) = oty +4a?y? — g b —dxdy? — xyt).

et
(22 + 12)2
Weiter ist bekannt: grad f(0,0) = (0,0). Fiir (z,y) # (0,0) sei z := max{|z|, |y|}. Es gilt

LA (x2+y2)2 = (22)2

Damit folgt f.(z,y) — 0 = f,(0,0) fiir (z,y) — (0,0). Genauso sieht man ein, dass f, in
(0,0) stetig ist. Also ist f in (0,0) stetig partiell differenzierbar und damit differenzierbar,
und es gilt f/(0,0) = (0 0).

— 62 = 6 max{|a], [y}

e) Die Funktion f kann nicht zweimal stetig differenzierbar sein, denn sonst miissten f,, und
fzy nach dem Satz von Schwarz iibereinstimmen, was aber nach c) nicht der Fall ist.
Aufgabe 6

Offensichtlich besitzen alle drei Funktionen stetige partielle Ableitungen und sind damit differen-
zierbar.
Fiir f mit den Komponentenfunktionen fi(z,y) := 22 und fo(z,y) := y? gilt

/ _((f)z (fr)y) _ (22 O
ran =G ) = (7 %)
und ebenso ergibt sich

/ _ (ycos(zy) xcos(xy) p _ [(€"cosy —e"siny
g (xa y) - < ex-i-y ez+y und h ((13, y) - COSh:ZI 0 .

Mit Hilfe der Kettenregel kommen wir dann auf

y? cos(z?y?) 22

(go ) (x,y) =4 (f(z,y) - f'(x,y) = ( e ZzgiwyiyZ)) (266 20y>

222 cos(z?y?) 222y cos(x?y?)
= 2xex2+y2 2yex2+y2

Fiir die Funktion h o g erhélt man

(hog)(x,y) =h(9(z,y)) -9 (x,y)

(@) cos(er ) —esn(@) gin(en 1Y)\ (ycos(zy) x cos(zy)
cosh(sin(zy)) 0 ™ty ety 7



und Ausmultiplizieren liefert fiir (h o g)'(z,y) die Matrix

B (y cos(zy) cos(e¥TY) — Y sin(efc+y))esm($y) (95 cos(zy) cos(e¥TY) — Y sin(e“"f+y))esm(xy)
N y cos(zy) cosh(sin(zy)) x cos(zy) cosh(sin(zy))

Wegen
go f(zy) = g(f(z,y)) = g9(z%,1?) = (sin(2*?), e H°) = (i (2, y), ua(z, y))

erhalten wir

(g0 )(z.y) = ((m)x (Ul)y> _ (293?;2 cos(z?y?) 2$chog(w22y2)> .

(u2)z  (u2)y e Y 2ye® Y

AuBlerdem ist

hog(z,y) = h(g(z,y)) = h(sin(zy), e*Y) = (eSin(‘”y) cos(e”*Y), sinh(sin(zy))) =: (vi(z,y), v2(z,y))

und fiir die Ableitung ergibt sich

(o)) = ({17 (1))

_ ((ycos(zy) cos(e*tY) — e* ¥ sin(e™H) ) esn(#Y) (1 cos(zy) cos(e*TY) — eV sin(e”HY))esin(zy)
N y cos(xy) cosh(sin(zy)) x cos(zy) cosh(sin(zy))

Aufgabe 7

a) Der Umkehrsatz liefert die Behauptung, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: Die Funktion
g muss stetig differenzierbar sein, es muss g(In2, %) = (0, %) gelten, und die Matrix ¢'(In2, %)
muss regulér sein. Uberpriifen wir diese Voraussetzungen: Die stetige Differenzierbarkeit ist
offensichtlich. Weiter ist

g(In2,3) = <Z(1)§}118E§; :ﬁf 7;27 ) - <sinh(()ln 2)) - (3?4) ’

denn sinh(In2) = 1 (e? — e~ 2) = 1(2 — 1) = 3. SchlieBlich gilt

1o

2

sinhx cosy —coshx siny
coshx siny sinhz cosy

und damit ist o)
0 —cosh(ln 2
/ Ty
g (n2,3) (Cosh(ln 2) 0 )
regulédr, denn cosh(In2) = %(2 + %) = % £ 0.
Nach dem Umkehrsatz gilt

-1
(9_1)/(032)2(gl(g_l(o»i)))_lz(g’(ln2,g))‘1:<5(/)4 —%/4> :<_2/5 4(/)5>.

b) Die Funktion g ist iiberall stetig differenzierbar und fiir alle (z,y) € R? ist
det ¢'(x,y) = (sinhx cosy)? + (coshz siny)?.

Diese Determinante wird also nur dann 0, wenn sinhx cosy = 0 und coshx siny = 0 gilt.
Fiir x > 0 ist dies gleichbedeutend mit cosy = 0 und siny = 0, kann also nie eintreten.
Folglich ist fiir # > 0 die Matrix ¢'(x,y) stets regulir. Der Umkehrsatz liefert nun die lokale
Invertierbarkeit.

Die Funktion g ist aber nicht injektiv wegen g(x,y + 27) = g(z,y).



Aufgabe 8

a)

b)

Die behauptete Auflosbarkeit folgt mit dem Satz iiber implizit definierte Funktionen, wenn
wir

of
0z

fiir die stetig differenzierbare Funktion f: R3 — R, f(x,y,2) := 23 + 22% — 3zyz + 23 — o3,
{iberpriift haben. Es gilt (0,0, —2) = (—=2)3 +2(—2)? = 0 und

£(0,0,—2) =0  und (0,0,—2) # 0

0 0
8—‘£ (z,y,2) = 32° + 4z — 3zy, also —i (0,0,—-2) =3(-2)* +4(-2) =4 #£0,
womit die Behauptung bereits bewiesen ist. Fiir die Ableitung gilt
of b oof
! — -
g'(z,y) = (82 (z.y,9(z, y))> Cx) (z.9,9(=,y))

=— 5 ! (=3yg(z,y) +32* —3zg(z,y) — 3y*) .
39(x,y)* + 4g(z,y) — 3vy

Wir miissen zeigen, dass in der Nihe von (0,0, 1,1) durch die Gleichung
2 2 2, .2

= . L Yy —u"+v

f(x7y7u7v)_07 mit f(l”yaUv’U) e (:c2+2y2—3u2+4v2—1>

implizite Funktionen u und v definiert werden. Offenbar ist f: R* — R? stetig differenzierbar;
zudem sieht man sofort, dass f(0,0,1,1) = 0 gilt; die ersten zwei Voraussetzungen des Satzes
iiber implizit definierte Funktionen sind also erfiillt. Jetzt miissen wir nur noch priifen, ob die

Matrix % (0,0,1,1) regulér ist. Wegen
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und damit % (0,0,1,1) = (~2 2). Diese Matrix ist tatsichlich regulir, denn det( "2 2) =
—440.

Bilden wir in den beiden Gleichungen z? + y? — u? +v? = 0 und 22 4+ 2y> — 3u® + 40> =1
die partielle Ableitung nach x, wobei wir u = u(x,y) und v = v(z,y) jetzt als die implizit
definierten Funktionen auffassen, so ergibt sich

2x — 2uug + 2vv, =0 und 2x — 6uuy, + 8vv, =0.
Einsetzen von x = y = 0 liefert wegen u(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—2uy(0,0) +20,(0,0) =0  und  — 6uy(0,0) + 8v,(0,0) = 0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur u,(0,0) = v,(0,0) = 0.

Um die partiellen Ableitungen nach y der implizit definierten Funktionen v = u(z,y) und
v = v(z,y) zu berechnen, gehen wir analog wie eben vor. Wir bilden in beiden Gleichungen
22 +y? —u? 4+ 0% = 0 und 22 +2y? — 3u® +40? = 1 die partielle Ableitung nach y und erhalten

2y — 2uuy + 2vv, =0 und 4y — 6uuy + 8vv, = 0.
Einsetzen von z = y = 0 liefert wegen u(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—2u,(0,0) + 2v,(0,0) =0 und — 6uy(0,0) + 8v,(0,0) =0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur w,(0,0) = v,(0,0) = 0.



