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Diese Zusammenstellung erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit und Korrektheit.
Sie dient lediglich als Hilfestellung zur Bearbeitung der Ubungsaufgaben.

Auf diesem Blatt findet sich viel neues: Taylorentwicklung von Funktionen mehrerer
Verdnderlicher, Bestimmung von Extrema einer Funktion ohne und mit Nebenbedingun-
gen, Differentialoperatoren Divergenz und Rotation.

1 Taylorentwicklung - Al

Nehmen wir eine Funktion f : R? — R her, wobei (x,4)” € R? sei. Wir wollen nun die
Funktion um den Punkt (2%, %) Taylorentwickeln.

F(@) = f@) + (V@) (@ - 2°)

L . Ocaf Ouyf \, =
+2!(:L'—f0)T< Oyo f ayzf )(x—:?:’o)—i—Rest (%)

Hy

Der Beweis dieser Reihe ist analog dem in einer Dimension. Dort hatten wir fiir eine
Funktion f: R — R eine Taylorentwicklung um den Punkt zy wie folgt:

1
f(@) = f(x0) + f'(w0) (& — 20) + 5 " (w0) (x = 20) + Rest
Wie wir im letzten Tutorium gelernt haben, ist die Ableitung einer Funktion mehrerer

Verdnderlicher gerade die Jacobimatrix. Aus dem eindimensionalen Fall folgern wir also
folgende Zuordnungen fiir eine skalare Funktion, definiert auf dem R? (s.0.):

f'(x0) — J5(To) = (Vf(T))"
f”(l'o) — JJf (CZ"()) = Jvf(fo) = Hf(fo)



Letztere Matrix identifizieren wir gerade als die Hessematrix Hy.

Der Rest in (x) beginnt mit dritter Ordnung in (Z — 7). Die dort auftauchenden dritten
Ableitungen 0;0;0k f konnen nun nicht mehr in gleicher Weise in eine Matrix, wie die
Hessematrix H; gepackt werden. Was immer geht, ist die Schreibweise in Indizeschreib-
weise:

1

+ g7 2 0i00k () (i — ) (; — 2 (ax — 2})
T ijk

+ Rest

Wie man leicht erkennt, tauchen hier Terme mehrfach auf. Ein Anliegen wére also, die

Reihe nach Termen (77 — 29)7t ... (7, — 22)7" zu ordnen, d.h.

o
F@=> Y. cg(m—a)) (g —al)n
k=0 j1+jo+...4jn=k
Die Koeffizienten cj, . j, gilt es nun zu bestimmen. Das geschieht einfach durch Be-
trachten der Ableitungen 8{' - -- 3" f(7°). Mit |# — 7°| << 1 ist offensichtlich:

O - f(Z) = ¢y, (G1)dn!) + O((& — ©°))

Damit erhalten wir insgesamt

o
~ 1 . C . .
F@=3 > =y (- o B f (o)
=0 j1-+jottin=k It gnt
Oft braucht man sich aber nicht dieser Gleichung bedienen. Es reicht meist die Kennt-
nis der Tayolentwicklung im Eindimensionalen.

Beispiel: Entwickle die Funktion f(x,y) = e*sinh(y) nach zweiter Ordnung um den
Punkt (0,0):

f(z,y) = e*sinh(y)
2

T 1

=y+ay+O?



2 Extrema - A2,3

X f(Xo,y0)

Man nennt ¥y € R einen stationdren Punkt, falls Vf(Zp) = 0, mit f : R® — R.
Néamlich dann sind offensichtlich alle Tangentialvektoren waagerecht. Entwickeln wir die
skalare Funktion um den stationidren Punkt Zp, so erhalten wir

f(@) = f(Zo)
+ Vf(&o) - (¥ — Zo)
=0
) onf - Owmf
+§(f—fo)T : C (@ —T0) + -
Of - Ounf
Hy

Uns interessiert nur die Differenz |f(Z) — f(Zo)|. Diese ist groker Null, wenn die Hesse-
matrix Hy positiv definit ist (lokales Minimum) und kleiner null, wenn sie negativ
definit ist (lokales Maximum). Ist die indefinit im Punkt &, so liegt ein Sattelpunkt
vor. Sucht ihr das globale Maximum oder Minimum einer Flédche, so sind natiirlich auch
die Rénder in Betracht zu ziehen.

3 Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen - A5

Im Fall, dass der Punkt @ bestimmt werden soll, fiir den f(&) unter der Nebenbedingung
9(Z) = 0 extremal wird, gibt es mehrere Losungsmoglichkeiten.



3.1 Explizit

Wir 16sen die Nebenbedingung g¢(x1,...,x,) = 0, falls moglich, nach einer Variablen
x; = h(xy1,...x5-1, Tit1, ...2y) auf und 16sen das Problem

flz1, . h(xy, i1, Tig1,y Ty - Ty) = extremal!

3.2 Parametrisierung

Kénnen wir die Nebenbedingung z.B. durch eine Kurve Parametrisieren: ¢(Z) =0 = ¥ =
Z(t), so reduziert sich das Problem aufs Eindimensionale:

F(E@1)) = f(t) = extremal! — f(t) =0

3.3 Lagrange-Multiplikatorregel

Sei g(#) = 0 die Nebenbedingung, unter der f(Z) extremal werden soll. Sei g nach einer
Variablen z,, lokal umkehrbar: =, = h(z1,...z,—1). Dann gilt es nur noch das Problem
f(z1, ..., xpn1,h(z1,..0n—1)) = extremal!
zu lésen. Das Maximum sei in (21, ...2p—1) = (a1, ...an—1) Anwendung der Kettenregel
liefert fiir eine Komponente des Gradienten:
0=0,f(a@) + 0nf (@) Oih(ay,...,an—1)

Mit 0 = 49 = 0;g + Ong O;h folgt

dr; —
dig(a)
0=0;f(a) —onf(a =
D=0l 5.4@)
Sei \ 1= —In/(@ Dementsprechend miissen nur noch die Gleichungen

Ong(a@)
&f(c?) - )@-g(&):() 1= 1, 2,

9(@)=0

gelost werden. Das sind n Gleichungen fiir n Variablen. Die Lagrange-Multiplikatormethode

ist auf beliebig viele Nebenbedingungen ¢;(Z) =0 (I = 1...k) erweiterbar. Sei



k
H(Z{N}) = f() + ) M)
=1

, dann gilt es das Gleichungssystem
k
OH = Of(&)+Y Ndig(E) =0
=1

oH = 0

k

zu lGsen.

4 Rotation und Divergenz - A7

Diese Begriffe sind sicherlich schon in der Elektrodynamik gefallen, spétestens durch die
Einfiihrung der Maxwellgleichungen:

V.-E=52
€0
ﬁXE_::—até
V-B=0

6 X é = Moj—l— 60,&0(9155

Wir fassen zunichst deren Definitionen zusammen:

3
V -7 = 01v1 + Oqvg + O3v3 = E 0;v;
1=1
——
Skalarprodukt
[V X 77]1 = E Eijk({“)jvk
jk
—_———
Kreuzprodukt

Was hat es anschaulich mit den Operatoren Rotation V x und Divergenz V- auf sich?.
Sei ¥ z.B. ein Geschwindigkeitsfeld, so fithrt V x ¥ = 0 zu der Bedingung, dass das Feld



U wirbelfrei ist.
Beweis:

Die rechte Seite beschreibt aber gerade die Wirbelstirke des Geschwindigkeitsfeldes.
Nehmen wir lokal (d.h. die Flache o sei klein) eine rotierende Fliissigkeit an, so kann
v=wr und o = 712 gesetzt werden. Das Wegintegral fiihrt dann zu

1
ﬁ.vmzfdf.v

o

= —227r7“-w7“
Tr

= 2w

Ist also V x ¥ = 0, so ist auch die Winkelgeschwindigkeit des lokalen Wirbels gleich
Null. Somit existieren keine Wirbel in der Stréomung.
Die Divergenz kann ebenfalls anschaulich in der Stromungslehre behandelt werden. Und
zwar schauen wir uns an, welche Menge an einem bestimmten Medium mit Dichte
p = V%Zﬁfn = 2—]‘\; pro Zeiteinheit durch ein Volumenelement AV fliekt. Dazu ist es
notwendig, den Fluss durch die Oberfliche des Volumenelements zu betrachten. Der

Fluss durch ein Oberflichenelement AA ist gerade ﬁ—ﬁ] = p - ¥. Also ergibt sich die
Gesamtmenge des durch die geschlossene Flache tretenden Mediums durch

N:yfdAﬁ-p-U:/dvv-(pU).

Im letzten Schritt wurde der Satz von Gauk (kommt spéter in der VL) verwendet.
Danach tritt fiir V - (p7) = 0, d.h. N = 0 (Teilchenzahl konstant), genauso viel des Me-
diums durch die Oberfliche ein, wie austritt. Das bedeutet aber nichs anderes, als dass
innerhalb des Volumenelements nichts weiteres hinzukommt bzw. weggenommen wird.
Also gibt es bei V - (pt)) = 0 weder Quellen noch Senken.
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Aufgabe 1
a) Das zweite Taylorpolynom von f in 20 = (1, —1,0) ist gegeben durch
Ty o) = £(2%) + V£(2°) - b+ LT Hy(")h.
Fiir die Funktion f: R? — R, f(z,y,2) = xe* — 32, ergibt sich
Loy s) =, fop2) =2y, filoy2) = o
Damit erhalten wir f;(1,—1,0) =1, f,(1,—1,0) =2 und f.(1,—1,0) = 1. Weiter gilt
fea =0, fay=0, faz=¢€, [fyy=-2, [f2=0, f[fo.=ze.

Insgesamt ergibt sich

1 0 0 1
f@ =0, V") =1[2|, Hi")=[0 -2 0
1 1 0 1

Folglich ist
Ty 40(h1, ha, hs) = 0+ hy + 2hy + hy + 3 (—2h3 + k3 + 2h1hg) = hy + 2ho + hy — h3 + 3h3 + hihs .
Schreibt man h = (z,y,2) — 2" = (x — 1,y + 1, 2), so erhiilt man
(- +2y+1)+2—(y+1)>+122 4+ (z - 1)z.
b) Fiir die Funktion f: R? — R, f(z,y) = cos(z) sin(y) e* ¥, gilt

f(z,y) = e Ycosxsiny = f(0,0) = 0
fa(z,y) =" y(cosxslny —sinzsiny) = f2(0,0) = 0
fy(z,y)  =e"Y(cosxzcosy — coszsiny) =  fy(0,00 = 1
fuslw,y) == ¥(~2sinasing) = Fa(0,0) 0
foy(z,y) =€ Y(sinasiny —sinxcosy —coszsiny +cosxcosy) = fry(0,0) = 1
Jyy(z,y)  =e"Y(—2cosxcosy) = fu(0,00 = -2
Jozz(zyy) = €Y (—2coszsiny — 2sinzsiny) = fr2z(0,0) = 0
Jrazy(x,y) =€"Y(—2sinzcosy + 2sinzsiny) = fay(0,0) = 0
foyy(x,y) =€ 7Y(2sinasiny — 2cosx cosy) = fay(0,0) = -2
Jyyy(z,y) =€e""Y(2cosxsiny + 2 cosx cosy) = fy(0,0) = 2
Damit ist fiir A = (hq, ha)

T3 00)(h) = £(0,0) + 3 (h- )f(O 0) + %(h-V)Qf( ) + g1 (- V)?£(0,0)

2 1 2 P f
+]Z;h (0,0) + = ]%: hihk 5—>— (0,0) + Gj,g;h]hkhl 5 5 O (0,0)

=0+ hy + 2 (hiha + hohy + h3(=2)) + %(hlhm( 2) + hahyho(—2) + hohohy (—2) + h32)
= hy + hihy — h3 — hih3 + 3 3.
Schreiben wir (z,y) = h + 2° = h, so erhalten wir

Ts,0.0)(2,y) =y + a2y —y> —ay” + 59°.
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Aufgabe 2

a)

b)

Es gilt grad f(z,y) = (y + 1,2 — 2) = (0,0) genau dann, wenn (x,y) = (2, —1) ist. Somit ist
(2,—1) der einzige kritische Punkt von f. Wegen det H¢(2, —1) = det < (1) (1) ) =—-1<0ist
die Hesse-Matrix H(2, —1) indefinit, so dass f in (2, —1) einen Sattelpunkt besitzt.

Der Gradient von f lautet grad f(z,y) = (622 — 3y, —3z + 6y?). Die erste Komponente ist
= 0 genau dann, wenn y = 222 ist. In diesem Fall ergibt sich fiir die zweite Komponente
—3z + 242" = 3x(82® — 1). Die kritischen Punkte sind also (0,0) und (3, 3).

Die Hesse-Matrix von f ist gegeben durch H¢(x,y) = ( 13? 1_23 )

0
-3
ist (0,0) ein Sattelpunkt.

Da Hf(0,0) = _?) ) die Eigenwerte —3 und 3 besitzt, ist H¢(0,0) indefinit. Deshalb

Da Hf 55 2 ( ) die Eigenwerte 3 und 9 besitzt, ist Hf(%, %) positiv definit.

Somit hat f in ( % % ein lokales Minimum.

Wir bestimmen zunéchst die kritischen Punkte von f. Es gilt
fa(z,y) = 27"V 4 (2x + 2y + 3)6_””2_3/2(—2:6) = (—4x? — day — 62 + 2)6_’”2_

Wegen f(z,y) = f(y,x) ergibt sich daraus f,(z,y) = fu(y, ) = (—4y* —4day —6y+2)e —a?—y?
Kritische Punkte von f sind solche mit grad f(x,y) = 0, also mit

—42? —day — 62 +2=0 und —4y? —dzy—6y+2=0. ()
Wir ziehen die erste von der zweiten Gleichung ab und erhalten
4(z* —y*) +6(x—y) =0, also (z—y)(4(z+y)+6) =0.

Dies ist gleichbedeutend mit z —y = 0 oder 4(x + y) + 6 = 0. Im ersten Fall, also fiir z = y,
folgt aus (x) die Gleichung

822 —62x+2=0, also x2+%x—%:0.
Diese hat die zwei Losungen x1 2 = —% + (% + %)1/2, d.h. z1 = i und zo = —1.
Im zweiten Fall (fiir y = —2 — 3) wird die erste Gleichung in (*) zu
—42” —dz(—z—3) —62+2=0, also 2=0.

11)

Es gibt folglich genau zwei kritische Punkte: (=1, —1) und (g, 7).

Nur dort konnen lokale Extrema von f sein, doch ob tatséchlich Extrema vorliegen, miissen
wir noch untersuchen. Dazu betrachten wir die Hessematrix von f. Es gilt

Foa(,y) = (=87 — dy — 6)e™> ¥ — 20(—4a? — dzy — 6 + 2)e "~
= (82° + 82y + 122° — 122 — 4y — 6)6*12*?/2 7

fyy(z,y) = (8y> + 8xy? + 12y% — 4o — 12y — 6)671271’2 ’

foy(@,y) = —dze™™ ™" — 2y(—4a® — day — 62+ 2)e "
= (82%y + 8zy” + 120y — 4o — dy)e > V'

- 6e 2 4e 2
T \de 2 6e72)

2

Folglich ist

_ (fea(=1 =1 fry(<1 -1

2



Wegen frz(—1,—1) = 672 > 0 und det Hp(—1,—1) = 20e~* > 0 ist diese Matrix positiv
definit. Somit besitzt f im Punkt (—1,—1) ein lokales Minimum. Weiter ist

_9671/8 _671/8
) = <_€—1/8 _96—1/8> :

Wegen fm(%,i) = —9¢ /8 < 0 und det Hf(4, 4) = 80e~1/* > 0 ist diese Matrix negativ
definit. Im Punkt (1, 1) hat f daher ein lokales Maximum.

Hy(4,

N

Aufgabe 3

Da @ abgeschlossen und beschrankt ist und f auf @ stetig ist, nimmt f nach dem Satz in 19.18
auf () Maximum und Minimum an.
Wir betrachten f zunéchst im Inneren von @, also auf (0,5) x (0,5). Es ist

20y — 4y — 4a:>

gradf(x,y): < $274$+4

Gilt grad f(x,y) = (0,0), so liefert die zweite Komponente (z — 2)? = 0, d.h. x = 2. Fiir z = 2
lautet die erste Komponente —8. Diese ist stets # 0, so dass es keine kritischen Punkte von f gibt.
Daher besitzt f keine lokalen Extremstellen in (0,5) x (0,5) und die Extrema von f werden auf
dem Rand von @ angenommen. Wir untersuchen f auf dem Rand von Q:

x =0: f(0,y) = 4y — 2. Dies wird maximal fiir y = 5 mit f(0,5) = 18 und minimal fiir y = 0 mit
f(0,0) = —

x =D5: f(5,y) = 9y — 52. Dies wird maximal fiir y = 5 mit f(5,5) = —7 und minimal fiir y = 0 mit
f(5,0) = —52.

y=0: f(z,0) = —22% — 2 =: g1(x). Wegen ¢} (z) = —4z < 0 fiir z € [0,5] ist g1 auf [0, 5] monoton
fallend. Daher sind 0 und 5 die Extremstellen von g; = f(+,0) mit f(0,0) = —2 und f(5,0) = —52.
y=5: f(z,5) = 32 — 20z + 18 =: ga(x). Wegen gh(z) =62 —20=0 <= z =1 € (0,5) miissen
wir f(0,5) =18, f(12,5) = %6 und f(5,5) = —7 berticksichtigen.

Insgesamt erhalten wir

max f(x,y) =18 und min T —52.
(w)le( Y) (y)le( Y) =

Aufgabe 4

Die Funktion f ist auf der Menge B stetig. Da B abgeschlossen und beschréinkt ist, besitzt f auf B
sowohl ein Maximum als auch ein Minimum.
Wir betrachten zuerst alle Punkte im Inneren von B, in denen f differenzierbar ist. Das sind alle

7= (z,9,2) € R mit ||7]? = 22 + y?> + 2% € (0,1). Nimmt f an solch einer Stelle ein lokales
Extremum an, so muss gelten

0\ | 1 (22 — 1)z
0] =VfO) == (2 =1y
0 191l 22|72 + 23 — 2

Wegen 22 < 1 sind die ersten beiden Zeilen genau fiir z = y = 0 erfiillt. Mit diesen Werten von z
und y ist [|7]|? = 22 und damit 2z||7]| + 23 — 2 = 2(32% — 1). Also gilt die dritte Zeile genau fiir
z =1/v3 oder z = —1/4/3 (Beachte: + = y = z = 0 wird in diesem Fall nicht beriicksichtigt).
Daher miissen wir im Inneren die Punkte (0,0,1/4/3) und (0,0, —1/4/3) untersuchen sowie den
Nullpunkt, den wir zuvor ausgeschlossen haben:

£(0,0,0)=0,  £(0,0,—1/v3) = f(0,0,1/v/3) = 2\[

Nun bleibt noch der Rand 0B von B zu untersuchen. Dort gilt 22 + 32 + 22 = 1 und damit
f(x,y,2) = (22 = 1) =: g(2) fiir z € [~1,1]. Wir sehen sofort, dass die Funktion g fiir z = —1 oder
z = 1 ihr Maximum 0 und fiir z = 0 ihr Minimum —1 annimmt, welche damit auch die Extrema
von f auf dem Rand von B sind. Es folgt: —1 ist das Minimum von f auf B und 0 das Maximum.



Ohne die Vereinfachung kénnten wir auch folgendermafien vorgehen:

Ist h: R? = R, h(z,y, 2) := 22 + 9% + 22 — 1, definiert, so gilt 9B = {(z,y, z) € R3: h(z,y, z) = 0}.
Wir berechnen die Extrema von f auf B unter Verwendung der Multiplikatorenregel von Lagran-
ge: h ist auf R3 stetig differenzierbar, f hingegen nur auf R3\ {6}, allerdings erfiillt 0 die Neben-
bedingung h(0) = 0 nicht. Weiter gilt &' (z,y, 2) = (2¢ 2y 2z), damit ist rgh/(x,y, z) = 1 fiir alle
(z,y,2) € OB. Setzen wir L(x,y,z,A) := f(x,y,2) + Ah(z,y, 2), so gibt es nach der Multiplikato-
renregel von Lagrange fiir jeden Punkt ¢y = (z¢, y0, 20), in dem f ein Extremum auf 0B hat, ein
Ao € R mit

0 Jz + Aohe (25 — D)zo/||Tol| + 2X0w0
0 fy + Aoh (25 — D)yo/l1To]l + 200
= VL(z0,Y0, 20, o) = | °Y V| = o .
0 (@0, 30:20,: %) = 1 xohe | = | 220010l + (28 — 20)/ 1701l + 2002
0 h 4+ yd+5-1

Dieses Gleichungssystem in xg, yo, 20, Ao muss man nun lésen. Die globalen Extrema erhélt man
durch Vergleich der Funktionswerte an den Punkten (zg, yo, 2z0), die das Gleichungssystem erfiillen.

Aufgabe 5

Aquivalent zur Mini- bzw. Maximierung des Abstandes ist die Mini- bzw. Maximierung des Ab-

standquadrates
san=|(2) () e w2

Die Nebenbedingung ist durch die Kreislinie
ha,y)=a® + 9" =2+ 2+ 1= (@~ 1)+ (y+1)> = 1=0

gegeben. Um die Multiplikatorenregel von Lagrange anwenden zu kénnen, muss fiir die in Frage
kommenden Punkte

!

rg B (z,y) =rg (2(x—1) 2(y+1)) =1

iiberpriift werden. Dies ist nur im kritischen Punkt (1,—1) (Kreismittelpunkt) nicht erfiillt, der
wegen h(1,—1) = —1 nicht auf der Kreislinie liegt und somit nicht Extremalkandidat ist.

Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch L(z,y,\) = f(z,y) + Ah(z,y), und die notwendige Be-
dingung fiir Extrema lautet

2+ 1)+ 2\(z - 1) (0
grad L(z,y,\) = 2y —1)+2X(y+1) =10
(z—12+(y+1)2-1 0

Aus der ersten Gleichung folgt A # —1. Daher erhalten wir aus den ersten beiden Gleichungen

A—1 A—1
242\) =2\ —2<¢ = = —— 242\) =2 - 2)\<¢ = y=———.
(24 2X) A T N1 und  y(2 + 2)\) A Yy ]

Also ist y = —x. Dies eingesetzt in die dritte Gleichung ergibt 222 — 42 + 1 = 0, also

1 1
Ti9 =14+ — und damit Yo =—T19=—1F —.
) ) ) f

V2 2

Folglich sind P, = (1 + %, -1- %) und P, = (1 — %, -1+ %) Kandidaten fiir Extrema.
Da Maximum und Minimum der stetigen Funktion f auf der abgeschlossenen und beschrankten
Menge {(x,y) € R? : h(z,y) = 0} angenommen werden und auBerdem /f(P;) = 1 + 2v/2 und
Vf(Py) = —1 +2v/2 gilt, wird im Punkt P; der maximale Abstand 1+ 2v/2 und im Punkt P, der

minimale Abstand 1 — 2+/2 angenommen.



Aufgabe 6

Da die Menge S beschriankt und abgeschlossen ist, nimmt die stetige Funktion f dort ihr Minimum
und ihr Maximum an; die Existenz der globalen Extrema ist also gesichert. Definiere

_ (hi(z,y,2)\ r+y+z
h(x’y’z)_<h2(m,y,z) T\t 421

Dann ist S = {(x,y,2) € R3: h(x,y,z) = (0,0)}. Zur Bestimmung der globalen Extrema von f
auf S verwenden wir die Multiplikatorenregel von Lagrange. Zunéchst iiberpriifen wir die Voraus-
setzungen: Sowohl f als auch h sind auf R? stetig differenzierbar. Wegen

, (1 11
h(xay72)_<2x 2y 2 .

gilt rg b/ (z,y, 2) < 2 genau fiir x = y = z; solche Punkte kénnen jedoch nicht die Nebenbedingungen
hi(x,y,z) = 0 und ha(z,y, z) = 0 erfiillen, denn aus = + y 4+ z = 0 folgte dann =z = y = z = 0 und
damit wire 22 4 y? + 22 = 1 nicht erfiillt. Also erhalten wir simtliche Kandidaten fiir Extremstellen
durch Anwenden der Multiplikatorenregel von Lagrange: Wir setzen

L(z,y,z,A\1,\2) := f(z,y,2) + AMhi(z,y, 2) + Aeha(z,y, 2)
=b5r+y—3z+M(z+y+z2)+l@+y*+2°-1)
und I6sen dann das Gleichungssystem VL(z,v, z, A1, A2) = 0, also die fiinf Gleichungen
54 A +2X2x =0, 14+ A +2Xy =0, =3+ A1 +2M2=0,
z+y+2=0, x2—|—y2—|—z2—120.
Addition der ersten drei Gleichungen liefert
3+3M +20(z+y+2)=0,

wegen x+y+2z = 0 also \; = —1. Damit wird die erste Gleichung zu 442Xz = 0, was insbesondere

Ao # 0 bedeutet. Die zweite Gleichung lautet 2Aoy = 0, woraus mit Ay # 0 sofort y = 0 folgt. Aus

x4y +2z = 0 ergibt sich dann z = —z und in 22 4+y% + 22 = 1 eingesetzt folgt 222 =1, d.h. z = %\/5

oder z = —%\/ﬁ Die extremwertverdéchtigen Stellen sind damit
(3v2,0,-1v2)  und  (=1v2,0,1v2).

Die Funktionswerte dort sind f(%\/i,o, —%\/ﬁ) = 4/2 bzw. f(—%\/i,o,% 2) = —44/2. Folglich
besitzt f auf der Menge S das Maximum 4v/2 und das Minimum —4+/2.

Aufgabe 7
Schreibe § = fv mit
T
g =Sdv =2 L2 =y
(1.2 +y2 +22>2 .Z'Q +y2 +22 (%'2 +y2 +Z2)2 .

Mit der Produktregel aus 19.21 erhalten wir rot§ =V x § =V x (f0) = f(V x 0) + (Vf) x ©.
Offenbar ist V x @ = 0 und 81 f(x,y, 2) = —2z(2? + y* + 2?) 72 + 8x(2? + y? + 2%)73; die anderen
partiellen Ableitungen berechnet man genauso und erhélt

8 —2(x? + 92 + 2?)
(12 +y2 +Z2)3

x
Vf(z,y,2) = yl, also (Vf)xﬁzﬁ.
z

Folglich ist rot § = 0. Fiir die Divergenz ergibt sich
divg=V.-g=V-(f7)=f(V-7)+(Vf) U

8 —2(2? + y* + 2%)
(22 + 42 + 22)3

2?2+ 2+ 2242

=3 .
I+ (22 +y? + 22)?

(x2 —l—y2 -1-22) =



Aufgabe 8
a) Firr>0und ¢ € (—m,7) gilt
v(r, ) = u(rcos g, rsing) = u(g(r, ¢)) = wog(r,¢)
mit g: (0,00) x (=7, 7) — R2, g(r,0) = (rcos p,rsin ). Anwendung der Kettenregel ergibt

/ . o _ _[cosp =7 sin
V(r0) = ol o' r0) = (uslalrp)) wlatron) - (Gof T Te).
Mit v'(r, @) =: (vr(r, @) vy(r, p)) erhilt man fiir die partiellen Ableitungen

U (7, ) = €Os Y Uy (1 cos @, rsin ) + sin g u, (1 cos @, rsinp),

Vo (7, p) = —rsin g ug (1 cos @, rsin @) + 1 cos @ uy(r cos ¢, rsin ).

b) Es gilt

Upp (1, ) = €08 ¢ (Ugg (1 COS p, 78I Q) €OS P + Uy (1 COS p, T 8IN ) sin )
+ sin g (uxy(r coS @, 78I ) €08 @ + Uyy (1 cos p, rsin ) sin gp)

= €08 Uy (T COS @, 78N ) + 28I P COS P Uy (T COS P, 7511 ) + 5in? P U,y (1 cos @, r sin )

sowie
Vo (1, ) = —7 €08 Y Uy (1 cOs @, rsin @)
— 18I0 @ (Uga (7 cOS @, 78N @) (=7 8In ) + Uye (1 cOS @, T sIn @) 7 COS )
— rsin@u,(rcos g, rsing)
+ 108 ¢ (Usy (7 cOS @, 7 sin ) (=7 Sin ) + wyy (r cos p, rsin @) r cos )
= —7 €08 @ Uy (7 cOS p, 7 sin ) — 7 sin Y uy(r cos @, rsingp)
+ 12 8in% 0 Uy (1 COS p, 7 8IN @) — 217 SN P COS P Uy (T COS P, T SIN )
+ 12 cos? P uyy (r cos ¢, rsin ).
Daher ist
d*v 19v 1 0% 1 1
W (7’, 90) + ;E (7", 90) + ﬁa(pg (T7 SO) = '07»7»(7’, 90) + ; UT‘(Ta 30) + ﬁ v@@(rv SD)

= (sin? ¢ + cos? p) (U (7 cOS @, 78I @) + Uy (r cos @, 7 sin p))

= umc(ZUa y) + Um(l“,y) = Au(:n,y)
mit x = rcosp und y = rsin .

Aufgabe 9

Fiir & = (21,...,%,) € R"\ {0} definiere r(Z) := ||Z|| = /22 + 23 +... +22. Dannist f = For
und fiir jedes k =1,...,n gilt

or (@ 2xy Tk
— (X)) = = T
Wi+ ai+.. . +22 |7

Damit erhalten wir

of .
aTgk(fU)—

T



Weiter ist

2

Q
~

1'2
(&) = F"([1#) ﬁ + F'(I171) 7= + F (1) - (=1)

2 2
1 T
— F(|2]) —k — — kA E()|12])).

Dies fithrt auf die Gleichung

X

Q
N

n 82
Af(#) =D o5 (#)
k=1 """k
2,2 2 2, .2 2
+25+...+x n ri+x5+...+x
— () 2 n no 2 n )\ f (17
) ="z * {1z Gk (1)
S n—1 S
= F" (1) + - F(171)-



