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Aufgabe 1

a) Wir zeigen zuerst: Ist n € Ny, dann ist die Funktion f,(¢) := t" von exponentieller Ordnung
fiir jedes beliebig vorgegebene ¢ > 0.

Sei € > 0 und n € Ny. Stellen wir die Exponentialfunktion als Potenzreihe dar, erhalten wir

et :i (i;)k =1+4et+ (627?2 +...+ (?n +...> (5;)”
k=0
fiir alle t > 0. Folglich ergibt sich mit M := % die Abschitzung
t" < Me®
fiir alle £ > 0. Also ist die Funktion f,, von exponentieller Ordnung €.

Gegeben seien nun n € Ny und sg € C mit Re(sg) > 0. Wir wollen die Existenz von .Z{ f,, }(so)
nachweisen.

Wie eben gesehen, ist f,, () = t" von exponentieller Ordnung ¢ fiir jedes beliebig vorgegebene
£ > 0. Insbesondere ist dann f,, von exponentieller Ordnung g := Re(sg)/2. Nach Satz 23.4
konvergiert daher das Integral [ fn(t)e™*! dt (sogar absolut) fiir alle s € C mit Re(s) > eo.
Aufgrund von Re(sg) > ¢ existiert demnach Z{ f,}(so).

b) Die Behauptung zeigen wir durch vollstdndige Induktion nach n € Nj.

IA: n = 0. Fiir alle s € C mit Res > 0 gilt
1
L{fo}(s) = L{t°}(s) = L{1}(s) = .

IS: Sei nun n € Ny. Fiir dieses n gelte: Z{fn}(s) = S,?% fiir alle s € C mit Re(s) > 0 (IV).
Mit partieller Integration erhalten wir fiir jedes s € C mit Re(s) > 0

b —st b n+1 b
g _ 1 —sttn—‘,—l dt _ l |:e_ tn+1:| 1 —Sttn dt
(neab(e) = im [ R TR
n+1 ) n+1 nl (n+1)!
=0+ . L{fn}(s) = s gntl s(n+1)+1"

Aufgabe 2
Sei @ > 0. Da f von exponentieller Ordnung +y ist, gibt es eine Konstante M > 0 so, dass
[f(z)] < Me™™
fiir alle x > 0 gilt. Setzen wir in diese Ungleichung at fiir « ein, dann erhalten wir
|f(at)] < M

fiir alle ¢ > 0. Damit ist ¢ — f(at) von exponentieller Ordnung ~a, und deshalb konvergiert
Z{f(at)}(s) (absolut) fiir alle s € C mit Re(s) > ~ya. Mit Hilfe der Substitution 7 = at erkennen wir

b ab
LU @)}s) = tim [ e flayde =~ im0y ar= 245y (2).
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Aufgabe 3

a)

b)

d)

Mit g(t) := t? + bt + ¢ erhilt man nach Aufgabe 1 aufgrund der Linearitit von &

ZL{g}(s) = L{t*}(s) + b ZL{t}(s) + c L{1}(s) = 3—3 + S% + g fiir Re(s) >0,

und wegen f(t) = e*g(t) gilt dann nach der Dampfungsregel

2 b c
fiir R .
(s—a)3+(s—a)2+s—a iir Re(s) > a

L{f}(s) = ZL{g}(s —a) =

Wir benutzen die Darstellung cos(wt) = %(em + e~ %), Nach der Dampfungsregel ist

Plcos(wt)}(s) = %(X{ei“t}(s) —|—${6_M}(5)) - %(X{U}(s —iw) + Lo} (s + iw))

1 1 1 1(s+iw)+ (s —iw) s )
:5( + >:§ R = ar fiir Re(s) > 0.

§—iw S+ iw
Bemerkung: a) Mit sin(wt) = & (™! —e~™!) erhilt man £ {sin(wt)}(s) = Py
b) Alternativ kénnte man .£{cos(wt)} im Fall w > 0 auch mit £ {cos(t)}(s) = %7 und dem
Skalierungsresultat aus Aufgabe 2 berechnen: Hiernach gilt némlich fiir jedes Re(s) > 0

fiir Re(s) > 0.

S

ZL{cos(wt)} = é.f{cos(t)}(;> _ 1 s/w s

w(s/w)? +1 T 2 tw?

Es ist sinh(wt) = $(e*! —e~*!). Da die Laplacetransformation linear ist, bekommen wir nach
der Dampfungsregel fiir s € C mit Re(s) > |w|

2{1)5) = 5 (1)) - L4 ) = 5 (210} s — )~ L{o}(s +w))
11 1 1t w) - (s—w)  w
_i(s—w_s—i—w)_i §2 — w? g2 — w2

Wir mussten hier Re(s) > |w| fordern, damit sowohl .Z{e“*}(s) als auch Z{e *“*}(s) exis-
tieren. Bekanntlich liegt Konvergenz von .#{e“!}(s) nur fiir Re(s) > w vor, entsprechend
konvergiert #{e “'}(s) nur fiir Re(s) > —w. Beide Bedingungen an s sind fiir s € C mit
Re(s) > |w] erfiillt.

Wir driicken die Funktion f zunéchst mit Hilfe der Exponentialfunktion aus: Es ist

eth — 24 €—2wt

ewt _ e—wt 2
f(t) = sinh?(wt) = < 5 ) = T

Damit folgt fiir Re(s) > 2|w| (analoge Begriindung wie zuvor im c)-Teil)

1 2 1

s—2w § s+2w’

4L{f}(s) = L{e*"}(s) — L{2}(s) + L{e*"}(s) =

und als Endergebnis erhalten wir fiir Re(s) > 2|w|

1 1 1 1 s 1 2w?
g{f}(s):1<s—2w+s+2w>_2_8:2(82—4012)_2_3:3(32_4“)2).

Diesmal verwenden wir die Definition der Laplacetransformierten: Es gilt

0o 5 0o
z{f}(s):/ e_Stf(t)dt:/O %te—stdt+/5 (6 —t)e " dt.

0
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f)

g)

h)

i)

Konvergenz liegt offenbar nur fiir Re(s) > 0 vor. Fiir solche s liefert partielle Integration

/5 I (t6—8t> ‘5 /5 e—st gt Fe—9s (e—st> ‘5 _ e~ 98 e 95 _ 1
5L€ = - = - 2 == - 2
0 —5s / lt=0 o —OoS —5s 954 / lt=0 S 5s

Beim zweiten Integral hilft uns die Substitution 7 = ¢ — 5 weiter

00 b b—5
/ (6 —t)e™*'dt = lim [ (6—t)e "' dt= lim (1—7)e 59 gr
5

6_58 6_58

S S

= / oo(1 —)e ST dr = e7 L1 — t}(s) = e P L{1}(s) — e P L{t}(s) = >
0

Insgesamt erhalten wir fiir Re(s) > 0

L) = <_6—55 - o—55 _ 1) . <6—55 - e—5s> 1= Ge—5° |

s 552 s 52 552

Mit Hilfe der Verschiebungsregel und des b)-Teils (mit w = 1) sehen wir fiir Re(s) > 0

e S5
L{f}(s) = e L{cos(t)}(s) = EEE

Fiir Re(s) > 0 gilt Z{sin(t)}(s) = ﬁ Mit g(t) := e’ sin(t) liefert die Dampfungsregel

ZL{g}(s) = L{sin(t)}(s — 1) = fiir Re(s) > 1.

(s—1)2+1
t—1 o _ >
Wegen f(t) = (119)(t) = { € smO(t b i g []b 1) haben wir nach der Verschiebungsregel
e*S

L{f}s) = e 1 L{g}(s) = fiir Re(s) > 1.

(s—1)2+1

Nach Definition ist

[ee) 1 2
L) = /O e~ F(1) dit = /O ettt + /1 =12 — 1) dt.

Diese Integrale sind fiir alle s € C (absolut) konvergent. Wir unterscheiden zwei Fille:
Fir s =0 ist

=1.

1 2
gﬁﬂ@ZAtﬁ+[@—wﬁ:%+%

Im Fall s € C\ {0} liefert partielle Integration
1 2
ZL{f}(s) = / e St dt +/ et 2 —t)dt
0 1
—st 1 1 —st —st 2 2 —st
:<6 t)‘ —/ ¢ dt+<e (2—t))‘ —/ C _a
—s Jlt=0 Jg —s -5 t=1 J1 s

L G e (e
s 52 t=0 S 52 1

Fiir Re(s) > a gilt nach der Dampfungsregel und der Bemerkung a) im b)-Teil

b

Z{f}(s) = L{sin(bt) }(s — a) = (RO



Aufgabe 4
a) Fiir f(t) := e ergibt sich Z{e%}(s) = L.

s—a

b) Wir definieren zunichst g(t) := e~2. Dann gilt .Z{g}(s) = ﬁ fiir alle s € C mit Re(s) > —2.

6_2(t 3) t>3
Ist f(t):= (139)(t) = ’ gesetzt, dann gilt nach der Verschiebungsregel
0, teo,3)
= T 2lg)s) = ZUIN)
il g}(s) = s).
c) Aufgrund von Z{cos(2t)}(s) = 5 und L{sin(2t)}(s) = 82+22 bekommen wir mit Hilfe

der Linearitdt von . und der Dampfungsregel
s+3 _ s+1 n
(s+1)2+4  (s+1)2+4 (s+1)
= Z{cos(2t) + sin(2t) } (s + 1) L{e " (cos(2t) + sin(2t))}(s).

= ZL{cos(2t)}(s + 1) + L{sin(2t)} (s + 1)

Demnach gilt Z{f}(s) = (sjfrifi fiir f(t) := e '(cos(2t) + sin(2t)).

Aufgabe 5

a) Wir betrachten zuniichst den Spezialfall {5 = 0 und iiberlegen uns den allgemeinen Fall
anschlieflend.

Die zu ty = 0 gehorige Funktion bezeichnen wir durch fy. Es ist also

Jo(t) A
AN
9 1 Y

Hieraus kann man sofort
1+1¢ te[-1,0)
fo)=< 1-t tefo.l)
0 sonst
ablesen. Diese Fallunterscheidung wollen wir mit Hilfe des Einheitssprungs o ausdriicken. Wie
man sich anhand der Graphen

A A A
U(t) o(t+1) o(t+1)—o(t
] 1 _J ot -0
-2 -1 1 2t -2 -1 1 2t -2 -1 1 2t

leicht iiberlegt, gilt

— 1 € [_17 0)
olt+1)—o(t) = { 0 sonst
Analog erhilt man
1 tel0,1
oft) —olt-1)= { 0 sons[t )

Hiermit lasst sich fp in dem geschlossenen Ausdruck

folt)=(c(t+1)—c@®)A+t)+ (c(t) —o(t—1))(1—¢t) firalleteR
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schreiben. Die urspriingliche Funktion f gewinnen wir durch Verschiebung von fo um #g
zuriick. Deshalb folgt fiir jedes t € R

f@) = folt—to) = (c(t—to+1)—c(t—to))(L+t—to)+ (c(t—to) —o(t—to—1)) (L —t+to).

te[-1,1)

Ein etwas eleganterer Weg wiire, fo(t) = (o(t+1)—o(t—1))(1—t]) = { 1 _O‘t‘ sonst

zu schreiben und wie eben zu verschieben.

b) Wir haben fiir alle t € R

(2 te[-1,0)
1 te[l,2)
) 2t-3 te€[2,3)
9W=3 te[3,4)
6—t t € [4,5)
0 sonst

und damit

g(t) =2(c(t+1)— o)) + (ot —1) —o(t —2)) + (2t = 3)(c(t —2) — o (t — 3))
—(o(t—=3)—o(t—4))+ (6—1t)(c(t —4) —a(t—5)).

c) Zuerst geben wir die Funktion h mit Hilfe des Einheitssprungs o in einem geschlossenen
Ausdruck an. Fiir t € R ist

h(t)=2(c(t—1)—o(t—2)) + (ot —2) —o(t —3)) + 3(c(t — 3) — o (t — 4))
— (o(t—4) —o(t —6))
=20(t—1)—0o(t—2)+20(t—3)—4o(t—4)+0o(t—6).

Nach der Verschiebungsregel gilt fiir jedes a > 0 und s € C mit Re(s) > 0

efas

L{o(t —a)}(s) = L{1a0}(s) = e L{o}(s) =

Hiermit ergibt sich aufgrund der Linearitdt von %
1
ZL{h}(s) = —(2e7° —e > + 2% —4e " +e7%)  fiir Re(s) > 0.
s

Aufgabe 6

Das Polynom p: [0,00) — C lisst sich durch p(t) = amt™ + apm_1t™ "' + ... + a1t + ag darstellen
mit m € Ng und ag, aq,...,a, € C.

Sei n € Ny beliebig. Wie im Beweis von Aufgabe 1 a) gesehen, ist die Funktion ¢ +— ¢" von
exponentieller Ordnung ¢ fiir jedes (auch noch so kleine) € > 0. Daher reicht es, die folgende
Aussage nachzuweisen:

Seien € > 0 und a, § € C. Sind die Funktionen f: [0,00) — C und g¢: [0, 00) — C von exponentieller
Ordnung €, so ist auch af + B¢ von exponentieller Ordnung .

Da f und g von exponentieller Ordnung ¢ sind, existieren Konstanten M, M, > 0 mit

1f()] < Mpe®t  und  |g(t)] < Mye® fiir alle t € [0,00).
Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich
(1) + Bo(0)] < lal LF0)] + 18] 9(0)] < (JalMy +|81M, ) fir alle t € [0, 00),

d.h. af + Bg ist von exponentieller Ordnung €.



Aufgabe 7

Um eine Funktion y: [0,00) — C mit
t
y(t) =13 —i—/ y(T)sin(t —7)dr furallet >0

0
anzugeben, schreiben wir die rechte Seite mit Hilfe der Faltung

y(t) =7+ (y *sin)(t)
und wenden die Faltungsregel 23.9 an. Fiir hinreichend grofie Re(s) gilt

L{y}(s) = L{t°}(s) + L{y xsin}(s) = L{t°}(s) + L{y}(s) L{sin}(s).

Hieraus folgt wegen .Z{t3}(s) = sgg’il = S% und Z{sin}(s) = ﬁ

= 21 -m) = >

LLyMs) = S% + Z{y}(s) “ei1) 7

s2+1

bzw. ,
241 6 6 6
LyHs)=—F5—5=3+3%

2 st st 8
Schliefllich erhalten wir mit £{t°}(s) = 85—(')

6
L{y}(s) = L{E}(s) + 5 L{7}H(s) = L{E° +£7/20}(s),
d.h. y(t) =3 + 2i0t5, t > 0, 16st die gegebene Gleichung.

Aufgabe 8

Sei u: [0,00) — C stiickweise stetig und exponentiell beschrénkt. Definiere v := u + o * u.

Da u und der Einheitssprung o stiickweise stetig und exponentiell beschréinkt sind, ist die Faltung
o * u und damit auch v stiickweise stetig und exponentiell beschréinkt. Deshalb existiert Z{v}(s)
fiir alle s € C mit hinreichend grolem Re(s). Die Faltungsregel liefert fiir solche s

L{v}(s) = L{u}(s) + L{o xuj(s) = L{u}(s) + L{o}(s) L{u}(s)

= Z{ubs) + 3 L{ubs) = T2 2{uls)
bzw.
s 1 1
Z{u}(s) = 7 20} = (1= 57) 200}s) = L{0}(s) - 7 L)),

Nach der Dampfungsregel gilt

1

o) = ZL{o}(s+1)=ZL{e ot)}(s).

Ist g(t) = et fiir t > 0 gesetzt, dann folgt mit der Faltungsregel

Llu}(s) = L{o}(s) — L{g}(s) L{v}(s) = L{}(s) — L{g * v}(s) = L{v— g ¥ v}(s).

Also ist u = v — g *x v, d.h.

w(t) = v(t) — (g + v)(t) = v(t) —/0 g()o(t — 1) dr = v(t) —/O ot — 1) dr, 0.



