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Aufgabe 1

a) Den Graphen von f bzw. g entnehmen wir

1 firtel0,2) 2 firte(0,2)
= = >
f(t) { 0 firt>?2 und  g(t) { 0 firt> 2 (t >0).

Die Faltung von f und g ist nach Definition gegeben durch

(f % g)(t /f gt —7) t>0.

Zur Berechnung dieses Integrals unterscheiden wir mehrere Fille:

1. Fall: Fiir t € 0,2) ergibt sich mit der Substitution r :=¢ — 7

(f*g)(t):/Otl'g(t—T)dT:/Otg(’l“)dT:/Oth’l“ZQt.

2. Fall: Fiir t € [2,4) ergibt sich abermals mit der Substitution r :=¢ — 7

2 t 2
(f*g)(t):/o 1-g(t—7')d7':/2g(r)dr:/t22dr:8—2t.

t—

3. Fall: Fiir t > 4 ergibt sich

2
(f*g)(t)z/o L glt—1) dr=0.

——
=0, da t—72>2
Insgesamt haben wir also
ot fiir t € [0,2) )
’ —2t—2| f 4
(fxg)(t) =3 8—2t fiirte[2,4) :{4 -2 fartefod) o
0 sonst
0 sonst
fxg(t)
4 +4
2 +4
2 4 t




b) Hier sind

1 firtel0,1) 1 fiirt € [3,4)
_ _ >0).
) { 0 firt>1 und  g(t) { 0 sonst (t>0)
Um die Faltung
( +9)( / F(rglt —7) 120,

zu berechnen, fithren wir wiederum eine Fallunterscheidung durch:

1. Fall: Fiir ¢ € [0,3) gilt

(f*g)t /f gt—T) dr=0.

=0, dat T<E<3

2. Fall: Fiir t € [3,4) ergibt sich mit der Substitution r :=¢ — 7

(f*g)(t):/Oll-g(t—T)dT:/tlg(r)dr:/;ldr:t—?).

t—

3. Fall: Fiir t € [4,5) ergibt sich erneut mit der Substitution r :=¢ — 7
1 t 4
(f*g)(t):/ 1-g(t—7')d7':/ g(r)dr:/ ldr=5—t.
0 t—1 t—1
4. Fall: Fiir t > 5 ergibt sich

1
(f*g)(t)z/ L glt—1) dr=0.
0 =0, da t—7>4

Zusammenfassend haben wir

t—3 firte[3,4) ;
(fxg)t) =4 5—t fiirte[4,5) :{ L-lt—d] farte3,5) 5,
0 sonst
0 sonst
frg(t) A
1 /\
1 3 5 t
c) Esseien a,b € C. Nach Definition der Faltung ist fiir ¢ > 0
t t ted fiira=10b
_ at b(t—T) _ bt (a—b)T _
(f*9)(t) /0 e e dr =e /0 € dr { ebt [m ela— b)’T‘] - fiir a # b
B tedt fir a =5
T e —e) fira#b



Mit Hilfe der Laplacetransformation lasst sich f * g auch berechnen:

Die Faltungsregel 23.9 liefert fiir Re(s) > max{Re(a), Re(b)}

1 1
s—a s—b’

LS+ g}(s) = ZL{[}(s) L{g}(s) =

Im Fall a # b ergibt sich mit Partialbruchzerlegung

g{f*g}(s):sia.sib:aib<sia_sib> a—b <${eat}() g{ebt}(s)>
= 2{ @ ),
also
(f+9)(®) 1b(a“t—e”t), t>0

Im Fall a = b gilt )
L{f*g}(s) = a2

Wegen Z{t}(s) = S% und der Dampfungsregel ist in diesem Fall

1
(s —a)?

L{f +g}(s) = = L{e"t}(s)

also

WV
o

(fg)(t) =te™, ¢

Aufgabe 2

Erinnerung an die geometrische Reihe: Seiw € Cmit |w| < 1. Dannist )2, wF absolut konvergent,
und es gilt > o0 wk = 1.

Es seien T' > 0 und s € C mit Re(s) > 0. Setze A := fOT e St f(t) dt sowie w := e~5T.
Zu zeigen ist also Z{f}(s) = = A.

w

Fiir jedes N € N gilt aufgrund der T-Periodizitdt von f

(N+1)T k+1)T kT
[ a3 [ S [ g
0

f( )
N T N N
:Ze_SkT/ e_srf(r)dr:Zka:AZwk.
k=0 0 k=0 k=0

Fiir N — oo ergibt sich wegen |w| = e~ BT <1

oo e T
.,Sf{f}(s):/o e_Stf(t)dt:AZwk: 1A = 1_ /0 e f(t) dt
k=0

—w 1—eT

Aufgabe 3

a) i) Der Ansatz fiir eine Partialbruchzerlegung richtet sich nach den Nullstellen des Nenner-
polynoms z3 — 22 — 22 = (2% — x — 2). Diese sind —1,0,2. Jede dieser Nullstellen ist
einfach. Demzufolge lautet der Ansatz der Partialbruchzerlegung

24ar—1 24r—1 A B C

23 —22-22 z(z+1)(z—2) :;+x+1+x—2'

Um die Koeffizienten A, B, C' zu ermitteln, haben wir verschiedene Moglichkeiten.



1. Méglichkeit: Wir multiplizieren obige Gleichung mit dem Hauptnenner x(z+1)(x —2)
2+ —1=A+1)(z—2)+ Bx(z — 2) + Ca(z + 1)

und setzen die Nullstellen des Nennerpolynoms ein

r=0: -1=-24 <<= A=1)2
x=-1: -1= 3B <~ B=-1/3
r=2: b= 6C <= C(C=5/6
2. Méglichkeit: Um A, den Koeffizienten des zur Nullstelle A = 0 gehérenden Terms %,
zu ermitteln, multipliziert man % mit z — A = z und bildet dann den Grenzwert

x — A, also x — 0. Formal ausgedriickt bedeutet dies

. 22 4+ax—1 . 22 4+x—1 -1 1
A= lim x| = —
z—0 Z’($+1)<$—2) :BHO(

D@+ )@-2 -2 2
Entsprechend kann man fiir B und C' verfahren

> +ax—1
B = li . 1))=lm ———— =—-
xim1<x(x+1)<x_2) (@ + )> o a(z — 2) 3’
?4+z—1 5
C=1 (x—2)) =lim —FF—— = —.
x1—>H12<£C(:E—|—1)(SC—2) (@ )> s x(z+1) 6

Mit den Koeffizienten A = 1/2, B = —1/3 sowie C' = 5/6 ergibt sich

24r—1 24r—1 1 1 5

w3 —22-20 ax+1)(z-2) 2 3(x+1)+6(x—2)'

Wiederum miissen zunéchst die Nullstellen des Nennerpolynoms bestimmt werden. Durch
“scharfes Hinsehen” erkennen wir, dass —1 eine solche ist. Polynomdivision liefert
3422 —x—1= (22— 1)(z +1), und wegen (2> — 1) = (z — 1)(x + 1) ergibt sich

B —z—1=(x—-1)(z+1)>%.
Damit ist 1 eine einfache Nullstelle und —1 eine doppelte Nullstelle des Nennerpolynoms.

Der Ansatz fiir eine Partialbruchzerlegung ist daher

x T A B C

Bra—z—1 (z—1)(x+1)2 _x—1+(m+1)+(x+1)2'

Nach Multiplikation mit (x — 1)(x 4+ 1)2 ist
r=Alz+1)?+Ba+1)(z-1)+Clx—-1)=A@*+22+1)+ B> -1)+C(z —1).
Setzen wir die Nullstellen —1 und 1 hierin ein, erhalten wir
x=-1: —1=-2C — (C=1)2
z=1: 1= 44 — A=1/4
Um B zu bestimmen, kénnen wir einen beliebigen anderen Wert fiir x einsetzen. Wir

wihlen z = 0, weil dann die linke Seite der Gleichung verschwindet:

1 1 1
0=A-B-C=--B—- <+— B=-—-.
4 2 4
Alternativ konnten wir zur Bestimmung von A, B, C' auch einen Koeffizientenvergleich

durchfiihren, der auf ein lineares Gleichungssystem fiihrt

2% 0= A+ B
T =2A + C
1: 0= A-B-C



beziehungsweise geschrieben als

1 1 0 0 1 00 1/4
2 0 1 1 |~...~ | 01 0| —-1/4
1 -1 =110 0 01 1/2
Jedenfalls liefern beide Alternativen A =1/4, B = —1/4, C = 1/2. Folglich ist

z 1 1 1
C-DE+1? de-1 1zt 2@+0?

iii) Offenbar ist z = 2 eine Nullstelle des Nennerpolynoms 8 — x3. Mit Hilfe der Polynomdi-
vision (=22 + 8) : (z — 2) sehen wir

§— a3 = —(z—2)(z* +22+4).

Das Polynom 22+ 22 + 4 hat die beiden nichtreellen Nullstellen —1 + v/3i und —1 — v/3i.
Damit lautet der Ansatz fiir die komplexe Partialbruchzerlegung

x —x A n B n C
82 (@-2)(@— (1 +VE)@— (-1-v30) -2 z—(-1+3) z—(-1-3)
(In der Notation aus Abschnitt 23.11 der Vorlesung ausgedriickt, liegt die folgende Si-
tuation vor: P(z) = —z, Q(z) = 2% — 8, A\ =2, Ao = —1++/3i und A3 = —1 — /34,
k1 = ko = k3 = 1 sowie agl) =A, ag2) = B und ozgs) =C.)
Nun miissen wir die Koeffizienten A, B, C' bestimmen. Hierzu multiplizieren wir obige
Gleichung mit dem Hauptnenner (z — 2)(z — (=1 + v/3i))(x — (=1 — v/34)) durch
—x = Alz—(=1+V30)) (2—(—1—/30))+B(z—2) (z— (= 1-V/3i))+C (2 —2) (z— (—14+V/37)) .
Nun setzen wir fiir  die Nullstellen des Nennerpolynoms ein und erhalten

r=2: —2 = A(3 —/3)(3 4+ /3i) = 124,

r=—-1+3i: 1-+3i=B(-3+3i)(2V3i) = —6B(1 +/3i),

r=—-1-3i: 1+3i=C(-3—3i)(-2V3i) = —6C(1 — /3i).

Hieraus folgt

A=-1/6,
1 1-+3i 1 (1—+/3i)? 1+\/§,
—_ —— . —_ e = = —
6 1++/3i 6 1+3 12 127
1 1++/3i 1 (1+v3)2 1 V3.
= - = —— —— = — — —
6 1—+/3i 6 1+3 12 12
Als Endergebnis fiir die komplexe Partialbruchzerlegung erhalten wir
1 1, V3, 1 _ V3,
T o __ 8§ 1t -1t
8—a3 -2 - (-1+V3i) - (-1-/3i)

Reelle Partialbruchzerlegung: Wie oben gesehen, besitzt das Polynom 22 + 2z + 4 keine
reelle Nullstelle. Der Ansatz fiir die reelle Partialbruchzerlegung ist daher

T — A §x+C~'

§—a3 (v —2)(x2+2x +4) x—2+x2—|—2x—|—4'
Beispielsweise nach Multiplikation mit (z — 2)(x? 4 2z +4) durch Koeffizientenvergleich
oder durch Einsetzen beliebiger Werte fiir = ergibt sich
A=-1/6, B=1/6, C=-1/3.

Insgesamt haben wir

1 1
L% 3
2 x242x4+4°

T —T

8—a3 (1 —2)(a2+ 2z +4) x

| o=



b) i) Wegen (z+1)2(2% +1) = (4 132 — 2+ 1) = (z + 1)3(z — 139 (2 — 1=03%) sind
—1 eine dreifache Nullstelle und HT\/& bzw. I*T‘/gz jeweils eine einfache Nullstelle des
Nennerpolynoms. Deshalb lautet der Ansatz fiir die komplexe Partialbruchzerlegung

1 A B C D E

(x+1)2(23 4+ 1) x+1+(x+1)2+(x+1)3+x_1+5/§i+x_175/§i'

(In der Notation von Abschnitt 23.11 geschrieben: P(z) = 1, Q(z) = (x + 1)%(z® + 1),
)\1:—1,)\2:14'7‘/‘3”und)\gzl_T\/gi,kl:3,k2:kzgzlsowiea§1):A,agl):B
) =0, = Dund oY) = E.) Ergebnis: A= 2, B=1, c=1 D=-1 F=—
Der Ansatz fiir die reelle Partialbruchzerlegung ist

1
g

1 1 A B C Dz + E

(x+1)2(23+1) (z+1)3@2—2+1) :m+1+(x+1)2+(x+1)3+x2—m—|—1'

Ergebnis:A:%,B:%,C:%’ﬁ:_%’E:%_

ii) Esgilt: 26 —22 = 22(2* —1) = 22(2? = 1)(22 +1) = 22(z — 1) (z+ 1) (x —i)(x +1). Also ist
0 eine doppelte Nullstelle, wihrend die Nullstellen 1, —1,7, —¢ jeweils einfach sind. Der
Ansatz fiir die komplexe Partialbruchzerlegung ist

1 A B C D E F
a3 --t+t=3t + + -+ -
b —x T x r—1 x+1 x—1 x+1

Ergebnis: A=0,B=-1,C=% D=-1 F=-Li F=1i

Fiir die reelle Partialbruchzerlegung erhalten wir

1 A+B+ C D  Ez+F
26 —a22 o 22 x—1 z+1 22 +1 -

Ergebnis: A=0,B=-1,C=1,D=-1 E=1 F=0.

Aufgabe 4

a) Partialbruchzerlegung liefert

1 1 1 1
s2—1 _5(8—1 _s+1)'
Wegen Z{e!"}(s) = -L; fiir Re(s) > 1 und Z{e(=V}(s) = == fiir Re(s) > —1 erhalten wir

s+1
fiir Re(s) > 1

5 L - = %(z{el-t}(s) = 2{eV(s)) = 2{ (e — e f(s) = 2 {sinh(t) } (5).

Alternativ: Nach der Faltungsregel gilt fiir Re(s) > 1

111
2—-1 s—1s+1

= 2{e'}(5) L{e"}(s) = L{g1}(5) L{g2}(s) = L{g1 * 92}(5)

wobei gi(t) := e und go(t) := e™! gesetzt seien. Also fanden wir mit der Faltung g1 * go eine
Funktion mit £ {g;1 * g2}(s) %_1 Nun miissen wir noch g * go berechnen. Fiir ¢t > 0 ist

t t t
(g1 % g2)(t) = / g1(t —u)ge(u) du = / ellem du = et/ e 2 du
0 0 0

1 t 1
¢ 2u t t i
=e < 5¢ > = 2(6 e ") = sinh(¢).

u=0



b)

d)

Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

1 112 1)2

52425 s(s+2) s s+2
erkennen wir fiir Re(s) > 0

1

1 1 —2t 1 —2t
g = 52 6) - 521 ) = 25— e} s).

Alternativ: Wir kénnen den b)-Teil auch 16sen, indem wir die Dampfungsregel auf das Resultat

des a)-Teils anwenden. Es gilt némlich fiir alle Re(s) > 0

1 1 a . 1t .
71 % = GTIZ-1 2) g{SIDh(t)}(S +1)= Z{e 1 smh(t)}(s)
_ f{e_l't%(et —es) = z{%u —e?)h(s).

Der Ansatz
s+3  s+3 _A+B+ C
s3+4s2  s2(s+4) s s2 s+4
fiihrt auf ) 5 1
A=—, B=-, C=-—
16 4 16

Damit gilt fiir Re(s) > 0

s+3 1 1+3 1 1 1
s3+4s2 16 s 4 s2 16 s+4

- z{% + %t— 1—166*“}(5).

Es sei a > 0 fest gewéhlt. Hier hilft uns reelle Partialbruchzerlegung weiter:

s+a A Bs+C
s(s2+a2) s s24a?’

Hieraus schlielen wir

A=-, B=——, (C=1
a a
und damit
s+a 1 1+—s/a+1
s(s24+a?) a s s2+a?
1 1

Nun erinnern wir uns an

Z{cos(at)}(s) =S s (Re(s) > 0),
Z{sin(at)}(s) :ﬁ (Re(s) > 0)

und erhalten schlieBlich fiir Re(s) > 0

S+ a

S+ a) 23{1}(3) — %.,Sf{cos(at)}(s) + %X{sin(at)}(s)

= 3{2(1 — cos(at) + sin(at))}(s) .



Komplexe Partialbruchzerlegung fiihrt natiirlich auch zum Ziel. Hier lautet der Ansatz

s+a s+a A B C

s(s2 +a?)  s(s—ia)(s+ia) s AP s+ia

bzw. N N
s+a=A(s —1ia)(s +ia) + Bs(s +ia) + Cs(s —ia).

Einsetzen der Nullstellen des Nennerpolynoms liefert

s=0: a=  Ad? — A=1/a,
s=1a: ia +a= —2Ba? = B:_%a
s =—ia: —ia+a = —2Ca? = C:—g—j.
Demzufolge ist fiir Re(s) > 0
s+a  1/a 1+4+i 1 1—4 1
s(s2 +a?) s 2a s—ia  2a s+ia
= LP)(s) — o (Y (s) — T e )
a 2a 2a
_ L1444 11 fiat}
- g{a 2a ¢ 2a © (s)
— ,,Sf{l(l o l(eiat + efiat) + i(eiat o efiat))}(s)
a 2 21
1
= .,2”{— (1 — cos(at) + sin(at)) }(s) .
a

Aufgabe 5

a) Aus der Vorlesung kennen wir die Identitét

LMY (s) = s"L{fH(s) — s"TL(0) — s"2f(0) — ... — f7D(0)

fiir eine exponentiell beschriankte, n-mal stetig differenzierbare Funktion f und hinreichend
grofie Re(s). Insbesondere haben wir also

Ly} (s) = s L{y}(s) —y(0)  und  L{y"}(s) = s>L{y}(s) — sy(0) — y'(0).
Fiir die Losung y mit den Anfangswerten y(0) = 7 und y’(0) = 1 bedeutet dies
L{yYs) =sZL{yHs) =T und  L{Y"Hs) = L{y}(s) —Ts — 1.

Somit ergibt sich fiir die Losung y des Anfangswertproblems

% = 2{12}(s) = L{y" + 4y + 3y} (s) = (s"L{y}(s) = Ts = 1) + 4(s L{y}(s) = 7) +3.L{y}(s)

= (s> +4s +3)L{y}(s) —Ts — 29,

also )
12 7s“ + 29s + 12
Z{yHs) = )-

——| 7 294 — )| =—"F77—+.
32+4s+3<$+ R s(s+1)(s+3)

Nun wollen wir eine Partialbruchzerlegung durchfiihren; wir machen den Ansatz

7 +29s+12 A B C

s(s+1)(s+3) §+s+1+s+3'




b)

Multiplizieren wir diese Gleichung mit s und setzen s = 0 ein, so folgt A = 1—32 = 4. Multipli-

kation mit s+ 1 und Einsetzen von s = —1 liefert B = =19 = 5, und ganz analog erhilt man

2
schliellich noch C' = %2 = —2. Damit gilt

4 ) 2

L) = S+ g~ g = L)+ L5 s) - L2 5)

=Z{4+5e" - 26_3t}(8) ,

und wir haben die Lésung y gefunden: Es ist

y(t) =4+ 5e7" — 2e73t,

Wegen y(0) = 3/(0) = 0 erhiilt man hier Z{y'}(s) = s Z{y}(s) und Z{y"}(s) = s>.Z{y}(s)
fiir hinreichend groBe Re(s), und mit y”(0) = 1 ergibt sich

f{ym}(s) _ s3${y}(s) _ 32y(0) — Sy'(O) _ y'/(O) - 33${y}(s) —1.

Insgesamt hat man also
= 2{H ) = LU 3+ 3 0} o)

= (s>2{y}(s) = 1) = 35°L{y}(s) + 3s L{y}(s) — L{y}(s)

(7 = 352+ 35 — 1.2 yH(s) — 1 = (s — 1P L{y}(s) — 1,

und dies fithrt auf

1 1 1
Zi(s) (5—1)3( +577) Go1P T =)t
Fiir jedes n € Ny gilt bekanntlich

LU (s) = 2 (Re(s) > 0),

Sn+1

und mit der Dampfungsregel folgt

1

e LN D = L) (Re(s) > 1),

Hiermit bekommen wir

L)s) = 5 L) + 5 L{P) ) = Z{ (/2 + 8 [6))(5),

d.h. die Losung des Anfangswertproblems ist
y(t) = e'(t*/2 + t/6).
Man erhélt mit ¢ := y'(0) fiir hinreichend grofie Re(s)
L{y}(s)=sL{y}(s) =6 und  L{y"}(s) = > L{y}(s) — 65— c.

Damit ergibt sich

wﬂvszfWﬁ;ﬂM+w+w@

= (s"2{y}(s) = 65 — ) + 2(s L{y}(s) — 6) + L{y}(s)
= (s> + 25 +1).Z{y}(s) — 65 —c — 12.



Fiir die Losung y der Differentialgleichung mit y(0) = 6 und y’(0) = ¢ hat man also

1 6(s+1)+ct6 6
ZAyHe) s2+25+1<65+c+ +(5+1)2> G112 G+ 1P
6 n c+6 n 6
s+l (s+1)2 0 (s+ )4

Unter Verwendung von

I 1 e _ Lt _
(s + 1)+ = ZL{t"H s+ 1) = o L{e "t"}(s) (Re(s) > —1,n € Ny)
schliefit man
__6 c+6 6 _ —t bt 43—t
f{y}(s)—S+1+(s+1)2+(8+1)4—.Z{Ge + (c+6)te™" + e }(s),

d.h. es ist y(t) = (6 + (c + 6)t + t3)et. Bei dieser Funktion gilt (1) = (13 + c¢)e~!, und fiir
¢ = 0 wird die Bedingung y(1) = 13/e erfiillt. Die Losung des Problems ist demzufolge

y(t) = (6 + 6t +t3)e ",

Aufgabe 6

1 A Im{s} F I 6 A Im{s} G l

Re{s} ! ¥ Re{s}

2 A Im{s} A [ 7 A Im{s} c 'y

Re-fs} t ® Re?s} \j
3 A Im{s} J l J 8 A Imis} D A

)

Re’[s} T Re'{s}

~¥

RE:r"LS } ) -T: Re?.s} v :
5 | Im{s} E 10 <A Im{s} I l'
Rjgs} f Re:_{_.s} L :“_

10



Folie aus der Ubung zur Sprungantwort

Das Verhalten eines Systems sei beschrieben durch eine lineare Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten

: (S)

any™ + any" Y+ tary +ay = f(t), t>0,
y(0) = Y1, yTH0) = Yoz, oo y(0) = w1, 9(0) = yo

wobei ap, ap—1,...,a0 € R und a, # 0. Die Sprungantwort h des Systems ist die Lésung y von (S)
mit f(t) = o(t) (Einheitssprung) sowie den Anfangswerten y,—1 = yp—2 = ... =y = yo = 0.

Wende .Z auf (S) an [mit f = o]. Dann gilt fiir hinreichend groie Re(s)

anZ{Y"}(s) + an 1 Ly V) + -+ arZ{y Hs) + aoZ{y}(s) = L{o}(s). (1)
Benutze fiir k= 1,...,n

L{y W} (s) = " L{y}(s) — 8" 1y(0) = 52y (0) — ... =y TV(0) = 55 Ly} (s),
weil Yn_1 = Yn_z = ... = y1 = 4o = O sind. Hieraus folgt mit (1)

1
(ans" + an—15""" + ...+ a1s +ag) L{y}(s) = 3

bzw. dquivalent dazu

1 1

ApS" + 18" L+ +ais+ay s

Z{y}(s) =

=:G(s)

Die Polstellen von G (also die Nullstellen von a,s"™ + Ap_18" 1+ ...+ a1s + ap) sind im sog.
Poldiagramm dargestellt.

Welche Aussage liasst sich bei Kenntnis der Polstellen von G iiber die Sprungantwort treffen?
Vereinfachende Annahmen: n = 2 und die Polstellen von G seien verschieden.

Bezeichne die beiden Polstellen von G durch A, As.

— komplexe Partialbruchzerlegung

1. Fall: G hat nur reelle Polstellen # 0.

A B C
Llyis) = — Tt L{AM! + Be?t + C)(s).

2. Fall: G hat nur reelle Polstellen, eine davon ist Null, etwa Ao = 0.

A B C
L{y}(s) = Tt T e L{AM + B+ Ct}(s).

3. Fall: G hat eine nicht-reelle Polstelle, etwa A; € C\ R.
Wegen as,a1,ag € R ist dann auch \; eine Polstelle von G, und es gilt
A A C - 3
L{y}(s) = + = — = L{AeM L AN £ CY(s).
S—A s—)\ s

In diesem Fall ergibt sich eine Schwingung:
Aet +Z€m _ |A|6Re(A1)t [ei(arg(A)Hm(,\l)t) + efi(arg(A)JrIm()\l)t)]

= 2| AleRe)t cos(arg(A) + Im(\;) t).
—_—— ——
Amplitute Frequenz
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Aufgabe 7

a) Da die gebrochenrationale Funktion (HZ)Q(**;L)S e——o f(t) die einfachen Polstellen —2, —1,0
besitzt, ist f(t) eine Linearkombination von e 2!, et €% = 1. Hieraus folgt, dass f stiickweise

stetig ist und dass tlim f(t) existiert. Der Endwertsatz liefert
—00

lm f(t) = lm s2{f}s) = tm —>+L 1
Jim 7(6) = Jim s2{F}(s) = lim o F =

(s+2)(s+1)
' ‘ (s2+1)s
kombination von €%, e~% 1 (komplexe PBZ) bzw. von sint, cost, 1 (reelle PBZ) ist. Deshalb

existiert lim f(¢) nicht.
t—o0

b) Nach einer Partialbruchzerlegung von e—o f(t) sehen wir, dass f(¢) eine Linear-

c) Mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung von mgj(it}u)s und der inversen Laplacetransformation

erkennen wir, dass die Funktion f mit f(¢) o—e (séj(iﬁlﬂ)s
beschréankt ist. Mit dem Anfangswertsatz schlielen wir
s2+1 1+1/s

I T =lim ——=1lim ———— =1
i f) = lim sZ4F}s) = Nim ey — I T ey

stiickweise stetig und exponentiell

d) Wir zeigen, dass der Grenzwert tli%l-i- f(t) nicht existiert. Wiirde ndmlich tli%l+ f(t) existieren,

dann miisste nach dem Anfangswertsatz

tlirgl+f(t) = lim sZ{f}(s) = lim 2y/s < 00

gelten. Dies ist ein Widerspruch! Demzufolge existiert tlir&_ f(t) nicht.

Aufgabe 8

a) Da die Exponentialfunktion exp und z +— —z~* auf C\ {0} holomorph sind, ist f als Ver-
kettung holomorpher Funktionen auf C\ {0} holomorph, also auch komplex differenzierbar.
(Dort sind folglich die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (CRD) erfiillt.) Nach
der Kettenregel gilt

4671/z4

= (z#0).

Nun zum Punkt zg = 0: Die Funktion f ist in 0 nicht einmal stetig, denn

fiz) = e V5 (4270) =

fre™*) = e T/t = et 120, o
Folglich ist f in zg = 0 nicht komplex differenzierbar und damit erst recht nicht holomorph.

b) Die Funktionen u(z,y) := sinx siny und v(z,y) := — cosz cosy sind offensichtlich auf R?
stetig differenzierbar. Es gilt

ug(z,y) = cosz siny, uy(z,y) =sinx cosy,
vy (z,y) = sinz cosy, vy(x,y) = cosx siny.
Wir priifen die CRD nach: u, = v, ist immer erfiillt. u, = —v, gilt genau dann, wenn

sinz cosy = 0 ist, also wenn z = k7 mit einem k € Z oder y = (m + )7 mit einem m € Z.
Genau in diesen Punkten ist f komplex differenzierbar. Da die Menge

M :={z€C: Rez=kr fiir ein k € Z oder Imz = (m + %) fiir ein m € Z}
nicht offen ist, liegt nirgends Holomorphie vor. Fiir z = x + ity € M mit x,y € R ergibt sich

f(2) = ug(z,y) + ive(x,y) = cosx siny + isinz cosy = cosx siny.

=0,dazeM
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c)

d)

Fiir 7,y € R gilt f(z +iy) = (z + iy)r = 22 + izy =: u(z,y) + iv(z,y). Die Funktionen
u,v: R? — R sind stetig differenzierbar mit

ul,(x,y):Qa:, uy(mvy) :07 'I}J;(l',y) :y7 Uy(x7y):x~
Wegen

uz(z,y) =vy(z,y) <= 2= <= z=0,
uy(z,y) = —ve(z,y) = 0=-y <<= y=0

sind die CRD nur fiir (z,y) = (0,0) erfiillt. Deshalb liegt nur in z = 0 komplexe Differenzier-
barkeit vor. Da {0} C C nicht offen ist, ist f nirgendwo holomorph.

Hier ist f: C\ {0} — C. Fiir (z,y) € R?\ {(0,0)} gilt

) TH+iy T —1y x + iy)? r—iy)? 222 —2y?
[z +iy) = — - :(2 )2 (2 )2: 212
r—1y T+ e +y re+y ¢ +y
Wir definieren u: R?\ {(0,0)} — R, u(z,y) = ziz_ﬁf;, sowie v: R2\ {(0,0)} — R, v(x,y) = 0.
Dann erhalten wir fiir (x,y) # (0,0)

f(x +iy) = u(z,y) +iv(z,y) = u(z,y).

Offenbar sind v und v auf R? \ {(0,0)} stetig differenzierbar; die Quotientenregel liefert

i Az +y?) — (227 — 29722 8ay?
«(2,y) = (22 + 2)?2 T @2+ 2)2
und genauso
uy(2,y) = 8ty
y\ T (2 + y2)2°

auflerdem gilt
vz (x,y) = vy(z,y) =0.
Damit sind die CRD genau dann erfiillt, wenn
8 2 -8 2
i =0 und Ty

_— _— = O,
(22 + y?)? (22 + y?)?

also wenn x = 0 oder y = 0 gilt. Die Funktion f ist somit auf der imagindren und der reellen
Achse komplex differenzierbar (natiirlich mit Ausnahme des Nullpunktes, wo sie gar nicht
definiert ist). Hier lautet die Ableitung

f(z+iy) = up(z,y) +ive(z,y) = 0.

Da {z € C\ {0} : Rez =0 oder Imz = 0} nicht offen ist, liegt Holomorphie nirgends vor.
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