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Aufgabe 1

a) Fiir die gegebene Parametrisierung gilt v/ (¢) = _iei(ﬂ—t)’ und es ist
F(y(t)) = W(ei(ﬂﬂf))z _ milm—t) Q2i(n—t) _ gi(r—t)

Nach Definition des (komplexen) Kurvenintegrals ergibt sich damit
w/2 /2 -
[ree= [ Fa@y @i = [ e i) a
v 0 0

=—i62m//262itdt:—z’ 622.'57r :6”—60:—1—1:_1.
0 —2i |, 2 2

b) Die Kurve v durchléuft den Rand des Quadrates mit den Ecken 0, 1, 1 + ¢ und 4, setzt sich
also zusammen aus den vier Teilkurven

n@)=t, pt)=1+it, plt)=1-t+i,  y@)=il-1),
wobei jeweils ¢ € [0, 1] gilt. Somit folgt

4 4 1 4 1
_ Ndz = / — 2./
AF(Z) dz = ,;: /% F(z)d ,; 1/0 F(yi(t))vi.(2) dt ,;:1/0 vk (8) " (2) dt
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Aufgabe 2

a) Wir verwenden bei diesem Integranden die Partialbruchzerlegung

1 1 i/2 Q)2

22—|—1:(z—|—i)(z—i) z+i z—1i

Da die Punkte —i und i im Inneren der Kreislinie |z| = 2 liegen und die Funktion z + 423 /2
im konvexen Gebiet G = C holomorph ist, ergibt sich mit der Cauchyschen Integralformel

23 iz3/2 i23/2
/ 22+1dZ:/ z—(—i)dz_/ z—id
|z|=2 |z|=2 |z|=2
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= —m(—i)? + 7i® = —2mi.

z=1

z=—1



b) Der Integrand lisst sich hier wie folgt umschreiben

e? e

22422 z2(z+2) _5(?_2—1—2)'

Der Punkt 0 liegt im Inneren des Integrationsweges, der Punkt —2 dagegen im AufBeren.
Folglich liefern die Cauchysche Integralformel und der Cauchysche Integralsatz

/ 26 dzz—(/ e—dz—/ ¢ dz)z—(2m’ez‘z_0—0):m'.
|2]=1 Z + 2z 2 l2|l=1 # |2]=1 % + 2 2 =

c) Fiir die durch F(z) := ze'* definierte, in C holomorphe Funktion gilt

F'(2) = €% 4 2(ie”) = (1 4+ iz)e”*, F"(2) = ie” + (1 + iz)(ie”®) = (2i — 2)e**,
und wegen |7| < 4 erhalten wir mit der Cauchyschen Integralformel fiir Ableitungen 24.10 (a)

ZeiZ .F/l(ﬂ') . . . . . ‘
/Z:4 m dz = 2mi TR = i (2z — Z)62Z|z:7r = i (2Z _ 7r)(—1) — o+ in2.

d) Die Nullstelle zyp = 7 des Nenners des Integranden liegt auerhalb der Kreislinie |z — 2| = 3,
denn |7 — 2| = 5 > 3. Der Integrand ist also holomorph in dem konvexen Gebiet G :=
{z€C:|z—-2| <5}, in welchem auch der geschlossene Integrationsweg verlduft. Aus dem
Cauchyschen Integralsatz folgt somit

/ et Zgin(z? + 1) — 2 ds = 0
2=0.
|z—2|=3

(z=7)%
Aufgabe 3
Anhand einer komplexen Partialbruchzerlegung erkennen wir
144 . .
F(z) = i =+ zecC\{1,i}.

22—z—iz+i z—-1 z-—i
Nun erweitern wir den zweiten Summanden mit ¢ und verwenden fiir |z| < 1 zweimal die Formel
der geometrischen Reihe

i 1 1 1
F = — _9
(2) o e R g
|—iz|=|2|<1 - - -
PRI iy Y (i) =) (i (—i)R) AR
k=0 k=0 k=0
Aufgabe 4
a) Die Funktion
(z +1)2
F(z) = — 2
(2) (z—1)2

hat in zgp = 1 eine Polstelle zweiter Ordnung. Geméaf 24.13 (a) lésst sich das Residuum von

F in zg = 1 bestimmen durch
i) = (£ (=177 ) )| = (F(e+17))| = (26+)

Alternativ kénnen wir auch die Laurententwicklung von F' um zg = 1 berechnen

=4,
z=1

z=1

(21?2 +22+1 222241 4z
FO=Cor = o = G Teoiy

A1+ 4 4

! (z—1)2 _1+z—1+(z—1)2

und hieran res(F;1) = 4 ablesen.



b) Die Funktion

Zeaz

(z—1)

besitzt in zg = 1 einen Pol zweiter Ordnung. Fiir das Residuum von F' in 1 ergibt sich
d

P = (£ (- 07@) )| = ()| = (e e

c) Die Funktion F(z) = ~%~; hat in 2y = 1 einen Pol der Ordnung 4. Mit Hilfe der Formel aus

(z—1)*
24.13 (a) sieht man
_&
. 6\d? c

d) Da F in zy = 1 eine wesentliche Singularitéit besitzt, kénnen wir nicht wie zuvor vorgehen.
Wir bestimmen stattdessen die zugehorige Laurentreihe um 1 und lesen das Residuum ab

1 > n 0 _1\k
oot S (L = e 3
n=0

F(z) = (a € C fest)

= (1+a)e”.

z=1

res(F;1) = %((j—; <(z — 1)4F(Z)>>

z=1 z=1

k=—o00
0 0
Y =)
_ kz_:oo ] (z — 1)k ¢ kz_:oo = (z— 1)F
1 0
R O
2 oy e 2 e

0 _1)k-1 _1)k
- > (gt ) e A

Das Residuum von F in 1 ist der Koeffizient von (z — 1)}, also

(—1)72 N -1 1

res(F;1) = 51 T =3

Aufgabe 5

a) Der Integrand F(z) := % besitzt in 1 eine einfache und in —3 eine doppelte Polstelle
und ist holomorph auf C\ {1, —3}.
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b)

d)

Da innerhalb des Integrationsweges |z| = 2 nur die Polstelle 1 liegt, liefert der Residuensatz

F(z)dz = 2mires(F;1) = °n ,
|2]=2 8

denn fiir das Residuum von F' in 1 gilt
ez

res(F;1) = (z = 1)F(2) =1 (24 3)2

z=1 16 '

Nun liegen die beiden Polstellen —3 und 1 innerhalb des Integrationsweges |z| = 9. Deswegen
gilt nach dem Residuensatz

5e~3

F(z)dz = 2mi <res(F; 1) + res(F; —3)) = 2m’(% BT > =

(e — 5e=3)mi
8 )

|z|=9

da

res(F; —3) = (% (z + 3)2F(z)>

z=-3
_ —5e3
16
Schreibe F'(z) := —Z. Der Nenner von F'(z) wird genau dann 0, wenn z = 2km mit einem

k € Z gilt. Von diesen Punkten liegt nur z = 0 im Inneren des Kreises |z| = 1. Daher ist
/ F(z)dz = 2mires(F;0).
|z|=1

Nun sieht man anhand der Darstellung

F() Z z z 1
z = - = =
e —1 (L4iz+a(iz)24-)—1 dz—32+- i—3dz4.-

dass in z = 0 eine hebbare Singularitét vorliegt. Deshalb gilt res(F;0) = 0 und das Integral
hat den Wert 0.

z

Sei F(z) := e1-=. Hier liefert der Residuensatz

/ F(z)dz = 2mires(F;1).
|z|=2

Um das Residuum res(F’; 1) zu berechnen, betrachten wir die Laurententwicklung von F' um 1

F(z) = ex 2 )= -1 ! = le7V/E = *100 (=" -1k,
= exp T = exp +1—z =e e =e Z o (z )7

k=0

der Koeffizient von (z — 1)~! lautet —e~!. Also ist res(F;1) = —e~! und damit

/ < z ) 2mi
exp dz=——.
\z\:2 1—=z2 €




e) Der Integrand F(z) := Wm besitzt in 1, —2 und —i jeweils einen Pol erster Ordnung
und ist holomorph auf C\ {1, -2, —i}.

Y

Re

Da sich alle Polstellen innerhalb des Integrationsweges |z| = 3 befinden, ergibt sich nach dem
Residuensatz

/|Z|:3 F(z)dz = 2mi <reS(F; 1) + res(F; —2) + res(F; —z)) .

Wir berechnen nun die Residuen von F' in den (einfachen) Polstellen

2z

1 .
reS(F,l):(z—l)F(Z)221:mz:1:3(1+1’):g(l—l),
res(F=2) = (+2F Q)| _ =2 12)?2 i) lemma 3(—§+ ) —1i5 2+19),
. . 2z 21 1 )
I‘GS(F; —Z) = (Z + Z)F(Z) e = m e = m = g (1 + 37,) .

Hiermit ist

1 ) 4 . 1 .
/Z:3F(2)dz:27rl (5(1—1)—_(2+1)+5(1+32)> —0.

15
Aufgabe 6
b Im
R
V3 Yo
> .
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a) Im konvexen Gebiet C ist F(z) := e holomorph, und durch Aneinanderhéngen von v;, v2
und —~3 erhélt man eine geschlossene, positiv orientierte Kurve . Fiihren wir die Schreibweise
I(T) := [ F(z)dz ein, so liefert der Cauchysche Integralsatz

0=1(y) =1I(m1) +1(v) +I(—=v3) =I(71) + I(72) — I(73)-

Damit ergibt sich I(v3) = I(y1) + I(72), also die behauptete Gleichung.



b) Esgilt v5(t) = (R +it)? = R? + 2iRt — t? und ~4(¢) = i. Damit erhalten wir

f 2t) 1 R R?—2iRt+t? f t2—R?
/ e 20N (1) dt g/ | FF 2R z‘\dt:/ e R
0 0 0

[ (72)| =

Wegen der fiir alle ¢ € [0, R] giiltigen Abschiitzung t?> < Rt bekommen wir folglich

_p2
t=0 R

Rt—R2 R
] 0’

()| < /R Ri-F? gy — | ©
B € =
Y2 ; R
und damit ist I(7y2) — 0 fiir R — oo bewiesen.
Man beachte: Die Standardabschétzung fiir Kurvenintegrale hétte hier nicht ausgereicht, denn

es gilt L(y2) = R und max{|F(2)] : = € 7a([0, B])} = 1.
c) Wir betrachten nun noch I(v;) und I(v3). Fiir das erste Kurvenintegral erhalten wir
R R 0
I(m) = / e_ﬁ(t)*yi(t) dt = / et dr B2, e dt = ‘/_E ’
0 0 0 2
und wegen 72 (t) = t2(1 + )% = 2it? und v4(t) = 1 + i gilt
R 2 R % 2 R—oo o0 2 2
I(ys) = / e Oy(t) dt = / e 2% (14 a)dt B2 (14 i)/ e 2t gt
0 0 0

(Dieses uneigentliche Integral muss wegen der Konvergenz von I(1) und I(2) sowie der in
a) bewiesenen Gleichung existieren.) Mit der Substitution x = /2t ergibt sich
—’i$2 dl‘ 1 + Z o0

V2 V3 o

Beim Grenziibergang R — oo folgt also mit b) aus der in a) bewiesenen Gleichung

[COS(&;Q) - isin(xQ)] de = ? +0.

oo, 1 c>Oe cos(z?) — isin(z?)] dz .
o) == 1+ [ [cos(a?) — isin(a?)] d

14i [
V2 Jo

Fiir die beiden Integrale C := [ cos(¢?) dz und S := [ sin(z?) dz hat man somit

(144)(C —iS)=3v2r, dh  (C+S)+i(C—8)=1vor.

Hieraus folgen die Gleichungen C' + S = % 2rund C — S =0, alsoist C' =5 = %\/ 2.

Aufgabe 7
Es sei
F(s) = ——
(s 1)(s—2)2
fiir Re(s) > 2. Die Funktion F': C\{—1,2} — C, F(s) := m, ist holomorph auf C\ {—1,2}
und besitzt in a1 := —1 eine einfache und in as := 2 eine doppelte Polstelle. Auflerdem stimmen

F(s) und F(s) fiir s € C mit Re(s) > 2 iiberein.
Sei ¢ > 2. Wir wollen den Wert von

1 c+iA 1 c+iA .
lim —/ e F(s)ds = lim —/ S F(s)ds

A—oo 2T c—iA A—oco 271 c—iA
bestimmen. Um das Integral
1 ct+iA _
— e F(s)ds
210 Je—ia
zu berechnen, betrachten wir den folgenden einfach geschlossenen, positiv orientierten Integrati-
onsweg



Im A
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Y
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24
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(hierbei ist nach Pythagoras R? = ¢+ A?; v bezeichnet den (gesamten) Kreisbogen, wihrend ’y]l;
bzw. ﬁ;r nur diejenigen Teile des Kreisbogens vg sind, die sich 1. bzw. 4. Quadranten befinden)
und wenden den Residuensatz an
1 c+iA " 1 " 2 "
— e F(s)ds + — / e F(s)ds = Zres(eStF(s); aj).
YR j=1

21t Jo_ia 2mi

Wir zeigen jetzt
lim / et F(s)ds = 0.
YR

R—o0

Dazu weisen wir die Voraussetzungen des Jordanschen Lemmas 24.16 nach. Zum einen ist F auf
{z € C: |z| > 2} holomorph, zum anderen gilt fiir jedes z € C mit |z| = R > 2 nach der
umgekehrten Dreiecksungleichung (diese lautet: |a 4 b| > ||a| — |b|| fiir alle a,b € C)

- 1 1 1
FE = A o ST =00 =22~ B=1) (R=27

= C(R)— 0 (R—00).
Das Jordansche Lemma liefert

/eStﬁ(s)ds—>O (R — 00),
TR
T 3w

wobei 75 () := Re'?, ¢ € [5,2F] (g ist also der Teil des Kreisbogens vz mit Realteil < 0). Es
verbleibt zu begriinden, dass die Kurvenintegrale

/ e'F(s)ds baw. / e F(s) ds
TR Ve
R R

fiir R — oo ebenfalls gegen 0 konvergieren. Da |F(z)| < C(R) fiir |2| = R und C(R) — 0 fiir
R — oo gilt sowie die Langen der Kurven 'y};r bzw. 7?; beschriankt sind (mit einer Schranke, die
allein von ¢ abhéngt), verschwinden die entsprechenden Kurvenintegrale im Limes R — oc.

Fiir A — oo (und damit auch R — oo) haben wir also (vgl. auch Folgerung nach 24.16)

1 c+iA . .
Algréo 5 /c—z'A *F(s)ds = ;res(es F(s);a;)
Mit
oS s est 1 i
res(e® F(s);—1) = (s + 1)e* F(s) T TEDH =3¢




und

d BSt

:Es—i—l

_tef(s+1) — e
s=2 (S + 1)2

1
s=2 9

res(e*t F(s);2) (3te? — &)

erhalten wir schlie3lich

1 cHiA 1
o = 1 st _ —t 2t ot
& {m}(t)—jggo% e F(s)ds = 5 (7 +3te — ¢*)

d.h. fiir f(t) = §(e7 +3te* — '), t > 0, gilt

1

GiDeTaE R >2

L{f}(s) =

Aufgabe 8

a)

e Mit Log(1 +4) = In|1 44| + i Arg(1 + i) = In v/2 4 i /4 ergibt sich
(1 + Z)Z _ eiLog(1+i) _ ei(ln\/§+i7r/4) _ eiln\/ﬁfw/4 _ efw/4 (COS(]H\/i) + isin(ln\/i)) )

Man liest ab: Re((1 +14)%) = ™™ cos(3 In2) und Im((1 +14)*) = e~™/*sin(3 In2).
e Wegen Logi = In|i| + i Argi = in/2 gilt i* = €!(7/2) = ¢=7/2 also

i@ = 4™ = exp(e™™? Logi) = exp(%ﬂe_”pi) = cos(%ﬂe_”ﬂ) + isin(%we_W/Z) .

Man sieht: Re(i(i")) = cos(3me~™/?) und Im (i) = sin(4me"/2).

e Wegen Logi = im/2 ergibt sich
Log(Logi) = Log(in/2) = In|iw /2| + i Arg(in/2) = In(7/2) + in/2.
Damit erhalten wir
(Log i) = ¢ Loglogd) — iln(r/2)=m/2 _ o=7/2 cos(In(7/2)) + ie /2 sin(In(7/2)) ,

und Real- und Imaginérteil kénnen unmittelbar abgelesen werden.

b) Die Gleichung el/z = i = ¢'% ist genau dann erfiillt, wenn
1 7 . (1 +4k)m _ 2
Z 22+ m =1 5 <~ z l(1+4k)7r
mit einem gewissen k € Z gilt, d.h. {z € C: e'/? =i} = {ﬁ c keZ}
Aufgabe 9

a)

Auf C\ (—o0,0] sind die verschiedenen Zweige des Logarithmus gegeben durch

logy(z) = In|z| + i(Arg(z) + 2km) , wobei Arg(z) € (—m,7) und k € Z.

Hierbei ist logj: C \ (—00,0] — C holomorph und injektiv. (Fiir & = 0 ergibt sich der
Hauptzweig des Logarithmus. Nach der Bemerkung in 24.17 ist dieser holomorph und in-
jektiv. Addiert man fiir £ # 0 die Konstante 2k7i, so bleiben diese Eigenschaften erhalten.)

Es gilt
logy, (i) = Inli| + i Arg(i) + 2kmi = 0+ 4% + 2kmi = (2k + 3)mi.

Somit ist die Forderung logy (i) = 27 genau fiir k = 1 erfiillt; also ist log;: C\ (—00,0] — C

der gesuchte Zweig des Logarithmus.



=}

Fiir z € G durchlduft |z| das Intervall (1,e), also Relog;(z) = In|z| das Intervall (0,1).

Da Arg(z) das Intervall (47, 37) iiberstreicht, muss Imlog,(z) = Arg(z) 4+ 27 das Intervall

(%77, %77) durchlaufen. Insgesamt bedeutet dies

—

log,(G) = {z € C: Rez € (0,1), Im(2) € (3, m)}.

Im 4 Im
el -,
Yy 1@
ZT”
G
> 79
/)
1 Re 1 Re

i) La. ist die Aussage falsch! Wihle beispielsweise a = ¢ und b = —1 + ¢. Dann gilt

Log(ab) = Log(~1—i) =Inv2 —ifnm,
Log(a) + Log(h) =i % +InvV2+idr =Inv2+i3n.

Offenbar ist hier Log(ab) = Log(a) + Log(b) nicht erfiillt.

ii) Die Aussage ist richtig, denn mit der Funktionalgleichung der (komplexen) Exponenti-
alfunktion ergibt sich fiir jedes a € C\ (—00,0] und 21,29 € C

z1+22) Loga z1+22

21,22 = el

a?ta®? = ! Log ap?2 Loga

— *1 Loga+z2 Loga

=a

iii) La. ist die Aussage falsch! Wir betrachten das Gegenbeispiel aus i), also a = i und
b= —1+1i. Auflerdem sei z = i. Dann ist
a?b? = ezLogaezLogb _ 6z(LogaJrLogb) 2 6i(ln V2+i %7‘() _ 6—%7r+iln\/§

)

(ab)z _ ezLog(ab) 2 ei(ln\/ﬁfi %w) _ e%eriln\/ﬁ.

Offenbar stimmen diese komplexen Zahlen nicht iiberein.

iv) La. ist die Aussage falsch! Wihle beispielsweise a = e und b = 2mi. Dann gilt

Log(a®) = Log(e*™) = Log 1 = 0 # 27i = 2miLoge.



