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Aufgabe 1
Die Funktion f: R — R ist gegeben durch

1 firt <0

f(t) = { 2cos(t) fiirt>=0 (t €R).
a) i) FirteR\ {0} ist

1 0 fir t <0,

Ft) = { —2sin(t) fir ¢t > 0.

ii) Da f’ beschriinkt ist, ist f’ von exponentieller Ordnung 0. Somit gilt fiir Re(s) > 0

. —2
L{f'}(s) = L{-2sin(t)} = Pl
Die Formel aus Abschnitt 23.12 liefert
LAY) = s LA Hs) — F04) = 5 2= o
5) =93 5 _832+1 2417

b) Nun betrachten wir die Distribution T, d.h. die lineare Abbildung Tf: 2 — C mit

0

Tf(go):/oo F()p(t) dt:/ gp(t)dt+2/ooo cos(p(t)dt, e .

—00
i) GeméiB Definition gilt fiir jedes p € Z
0

DIy(e) = Ty(~¢) =~ | el (1) dt = /

— 00

@' (t)dt — 2 /OOO cos(t)¢’ (t) dt .

Mit partieller Integration folgt

b
DTy(p) = — lim [gp(t)]gza — 2 lim <[cos(t)gp(t)]f:0 - /0 —sin(t)p(t) dt>

a——00 b—o0

= —l0)+20(0) =2 [ " sint)o(e)
=(0) — 2Tsin, (¢) = (do — 2Tsin+)(90) )

wobei sing (t) := o(t) sin(t), t € R, gesetzt ist.
Alternativ kann man die Formel aus Abschnitt 25.3 verwenden

Ty =Ty + (£(0+) = F(0-))d0 = Ty + (2 = 1) = =2Tin, + 0.

(Hierbei ist f’ im Sinne von 24.14 zu verstehen.)
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ii) Wegen
fiir
0 =000 ={ yooy trsy  (ER

ist die Distribution T}, gegeben durch
oo
Tp.(e) =2 [ costiipttydr,  pe 2.
0
Fiir die distributionelle Ableitung von T, ergibt sich

D(Ty, ) = Tiy,y + (f(04) = 0)do = —2Tin, + 200 -

+
( er)(’) / ())() 7(:)

iii) Da sowohl T, als auch dy von exponentieller Ordnung 0 mit positivem Tréger sind
(vgl. Beispiele 25.4 (1) bzw. (2)), gilt dies auch fiir D(T}, ) = —2T4n, + 209. Daher ist
Z2{D(T s) fiir alle Re(s) > 0 definiert mit

I+

L{D(T,)}(s) = —2L{Tsin, }(s) + 2L{00}(s) = —2Tgin, (t — €~*") + 200(t — ")

o0
—2
= —2/ e tsin(t) dt + 2¢° = —2.Z{sin(t)}(s) + 2 = - +2
0 sc+1
- 252
o241

Die Ableitungsregel fiir die Laplacetransformation von Distributionen aus Abschnitt 25.6
liefert fiir Re(s) > 0

2s 252
= S = .
241 s2+41

L{D(Ty, )} (s) = sZL{Ty, }(s) = sL{2cos(t)}(s)
iv) Die verallgemeinerte Ableitung f von f ist gegeben durch

f = D(Tf+) — f(O—)(SO 11:) (_2Tsin+ + 250) —1-09 = —2T31n+ + g .

Ferner gilt

, i) 252 21
LAfY = L{DT)}s) — F0-) L)) 2 g —1= 5y
Aufgabe 2
Seien )
g(t) == { tgl iﬁi \Z [ md h()=o(t-1)  (t€R).

a) Um DT, = T}, nachzuweisen, muss man DT,(¢) = Tj(p) fir jedes ¢ € P zeigen. Ist p € 2,
so gibt es b € R mit (t) = 0 fur alle t > b. Nach Definition der Ableitung von Distributionen
gilt

DTy(p) = Ty(—¢") = —/ g(t)¢'(t) dt = — /Ioo(t —1)¢'(t) at

—0o0

:—[%—nwwﬁ”@m—Qu—mmM—ﬂ%@ﬁ)

b [e%e) (%)
= [ewar= [ ewa= [ at-new i =T,

—00



b) Hier muss man D(DT,)(y¢) = 01(y) fiir jedes ¢ € & nachrechnen. Ist ¢ € Z und b € R mit
@(t) =0 fur alle t > b, so gilt

D(DT,)(¢) 2 D(T)(¢) = Th(—¢) = — / T ot 1)) di
[e%s) b * b
. / Sty dt = — / Sty dt = —[o(8)]) = —(0(b) — p(1)
1 1
= (1) = 01(p) -

Aufgabe 3

a) Da die Impulsantwort g die distributionelle Ableitung der Sprungantwort T} mit h(t) =

Lot)(1- e T b), t € R, ist, erhalten wir fiir die Impulsantwort des Systems g = Tt e B
=0 €

b) Wegen G(s) = 3 52+L22 = Z{3sin(2t)}(s) ist g(t) = 30(t)sin(2t), t € R, die Impulsantwort
des Systems.

c) Ein System mit Input v und Output y sei durch die Differentialgleichung
y//+4y/+3y:u/+u

gegeben. Die Impulsantwort g des Systems ist der Output des Systems, wenn man als Input
u = dp anlegt. Nach 25.6 erhalten wir fiir s € C mit hinreichend grofiem Re(s)

(s + 45 +3)L{g}(s) = (s + VL {o}(s) = s + 1.
Damit ergibt sich fiir die Ubertragungsfunktion des Systems
s+1 s+1 1

T 2+45+3 (s+1)(s+3) s+3’

G(s) = Z{g}(s)

so dass g(t) = o(t)e™%, t € R, die Impulsantwort des Systems ist.
Die Sprungantwort h geniigt der Gleichung

(52 +4s + 3) ZL{h}(s) = (s + 1) L{0}(s)

bzw.
LUNS) = o 2o Hs) = Gls)

Wegen
1 1 1 1/3 1/3

O Rt P FR) (O

lautet die Sprungantwort des Systems: h(t) = $o(t)(1 —e™3"), t € R.

Aufgabe 4
a) Firw #0 gilt

Fir w =0 ist



b)

Definitionsgemaf gilt fiir alle w € R

00 ) . ' 0 '
9]"((,()) = / eithf(t) dt = / teftefu‘n‘/ dt + / teteflwt dt .
0

—0o0 —00

Wegen [ te® dt = te®/a — [ e/ adt = te®/a — e*'/a? erhilt man fiir ¢ > 0

c c —t(14iw —t(14+iw) 7€
0 0 —(I+iw)  (1+iw)? ],

Ce—c(1+iw) e—c(l—i—z'w) 0 1 oo 1
_<—(1+iw)_(1+iw)2)_< _(1+iw)2) (14 iw)?

wobei man |e 1Jru")| = ¢ ¢ beachten muss. Fiir das zweite Integral ergibt sich analog
fi) tet(1=) dt — IS (= e "1=) dr = —(1 — iw)~2, d.h. wir haben
1 1 (1= iw)? = (1 +iw)? —4diw
Fflw) = N2 N2 2 = 2)2
(14 iw)? (1 —iw) (1+w?)? (1 +w?)

Alternativ: Da t — te~ "l absolut integrierbar ist, ist .#{e~"} nach 26.3 (e) differenzierbar

und fiir jedes w € R gilt

FLe W) = F{(=ie M} w) = —iF {te ) w)

bzw.

Bsp.in26.2 . d 2 — 44w

F{te” (W) :i%y{e_m}(w) "ol tw? (1+ w?)2

Wegen cos(t) = 3(e +e~™), t € R, ergibt sich fiir jedes w € R

71'/2 /2 ‘ .
ff(w)z/ e cos(t) dt = 2/ (=)t 4 i)ty gy

—7/2 /2

Fiir w # =1 bekommen wir

yf<w) _ 1 1 ei(l—w)t o 1 e—i(l-i—w)t m/2
C2]i(1 —w) i(1+ w) M
1 1 - ™ ) x 1 1 ) x ) "
- - i(l-w)Z —i(l-w)Z) _ * —i(l4+w)Z  i(l4w)Z
2i(1—w)<6 Foe 2) 2i(1+w)(e P 2)

— } 1 (efiw% + eiwg) . 1 1 (_efiw% - eiwg)
21 —w 214w

(Lt w)(e ™2 +¢¥%) — §(1 —w)(—e ™7 —ev3)

1—w?
_ 2%(67”}% +e7) _ 2 cos(wh)
1—w? 1—w?
Im Fall w =1 ist
1 [7/2 . r 111 17/2 0
ﬁ 1 — 1 —2it dt:* 7|:7 21t:| ———
1) 2/_7r/2( ) 2 T2l t—emj2 2
und fiir w = —1 gilt
1 (/2 1r1 ,.,77/2 T 0w
s =t [Py L T
F(=1) 2/_7T/2(6 +1) 212i¢ e rp 273



d)

Wir verwenden das Resultat 26.3 (b) der Vorlesung. Ist

t fir —Z2<t<Z
o(t) = { cos(t) fiir 5 5 (teR)
0 sonst

gesetzt, dann gilt fir alle ¢ € R (vgl. Additionstheorem des cos)

0 sonst 0 sonst

gt —m/2) = {

cos(t —m/2) fur —ggt—ﬂ/Qgg:{sin(t) fir0<t< 7

= f(t).
Mit der Rechenregel 26.3 (b) folgt fiir alle w € R
Ff(w) = F{g(t - 7/2)}(w) = e 2 Fg(w).
Gemif c) gilt fiir w # +1

L
Ffw)=e ™2 Fgw) = e”gw = e (o 1 o)
—Ww
1

1 — w?

— (1 + e—imu)

und

Fi1) =TI Fg(1) = ~ig,

Ff(-1) ="V 2Zg(-1) =i

b 3

Fiir jedes t € R gilt

1 1
IO = rmys = aropsr  9UH2
mit ]
t)i=——  (teR).
()= (ER)

Wir berechnen zunichst .% ¢ und argumentieren zur Bestimmung von .% f mit der Verschie-
bungsregel 26.3 (b) der Fouriertransformation.

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass fiir die Funktion h: R — R, h(t) := eIt gilt

2

ﬁh(w):m,

w € R.

Gesucht ist also Fg = %ﬂ {Fh}. h ist stetig, beschrinkt und absolut integrierbar. Ferner ist
Fh absolut integrierbar, denn [ | Fh(w)|dw = 2 [° 75 dw = 2limy_ o [arctanw]f = 7.
Damit sind die Voraussetzungen der Fourierinversionsformel fiir A erfiillt. Diese besagt

1 [ . 1
hi) = o / G F(w) o = o FLFRY(1) fir jedes 1 € R
T T

—00

Zusammenfassend haben wir
1 1
Fg(w) = 5 F{Fh}(w) = 3 omh(—w) =me ¢ = eIl weR. (%)
Schliefilich liefert die Verschiebungsregel 26.3 (b)

Ffw) = Flgt +2)}w) = e @D Zg(w) D w2l LR,



f) Fiir jedes t € R gilt

IO — .
THr2r+1 . 2(2+1)2 2

wobei g wie im e)-Teil definiert ist.

Da g stetig, differenzierbar und absolut integrierbar sowie ¢’ stetig und absolut integrierbar
ist, gilt nach 26.3 (d)

1 1 1
Fflw)=— Eﬂg/(w) = —inﬁg(w) © —§iw7ref|w| .
Aufgabe 5
Zu o > 0 definiere ) ,
Ya: R=R, @qt)= e % .
2o

Wie in Beispiel 26.4 der Vorlesung gesehen, ist
Fle PP w)=V2re @2, WweR,

bzw. mit ;(t) = \/% e /2t € R, ausgedriickt

Fo(w)=e2, weR.
Fiir jedes a > 0 gilt

1 +2 1 1 (t/v/a)? 1
t) = ——e€ 2a = ———¢ 2 = — t/v/a), t e R.
Soa() e \/a\/% \/asol( /\/>)

Mit den Rechenregeln der Fouriertransformation folgt fiir jedes w € R
1

Fpaw) = 7o F{ei(t/Va)Hw)

= For(Vaw) = e 2.

Fiir alle o, 8 > 0 sind ¢,, g stetig, beschriankt und absolut integrierbar. Nach 26.6 ist damit auch
Yo * Qg stetig, beschrénkt und absolut integrierbar, und es gilt fiir alle w € R

F (o * 95) (W) = F(pa) (W) - F(pg)(w) = e/ 52 = o= (02 = Z (0, 5) (w).

Sowohl ¢, * g als auch a4 3 sind stetig, beschrénkt und absolut integrierbar. Da ferner .7 (¢4 *¢g)
sowie .7 (pq+p) absolut integrierbar sind, sind die Voraussetzungen der Inversionsformel 26.8 fiir
die Funktionen ¢, * pg bzw. ¢,y g erfiillt. Diese liefert fiir jedes t € R

263 (a) 1 1

wivar o)

puroal®) = 5o [ T pas g = 5o [ P () @) de = paialt)
27 2 J_
Aufgabe 6
. 1 fir |¢ . e e s . :
Sei f(t) := 0 fiir [t > 1° Wie in Aufgabe 4 a) gesehen, gilt fiir die Fouriertransformierte von f

9 sin(w) fis 0,
=T il

Wir verwenden den Satz von Plancherel: Ist f: R — C stiickweise stetig, absolut integrierbar und
gilt [ |f()]*dt < oo, so ist

/ If(t)?dt = / W) dw.

6



Fiir die oben definierte Funktion f sind die Voraussetzungen erfiillt; also gilt

! 0 1 [ 2 [ sin?(w)
_ _ 2 g, _ 2, _ 4
2—/11dt—/ |f ()] dt_27r/ |7 f(w)| dw—ﬂ/ 2 dw

bzw. s
/ sin gw) do — .
o W
Da w — Smj# eine gerade Funktion ist (denn Si?iij);") - = Szlg“’))2 = Sinjg“’)), ergibt sich
00 Lin2 00 12
/ sin gw) deQ/ sin gw) o
—c0 w 0 w
und damit .o
/ sin gw) do — ™
0 w
Aufgabe 7

a) Da f(t) =0 fiir alle t mit 2> > 1 <= |t| > 1 gilt, erhalten wir fiir jedes w € R

1 1
Ff(w) = / F(t)e=t dt = / (1= 2)e=! dt
-1 -1
Speziell fiir w = 0 ergibt sich
! 1 4t 2 2\ 4
y‘f(O)—/ (1—t2)dt:{t—7t3] —f—(—f):f.
-1
Fiir w # 0 liefert zweimalige partielle Integration
e—iwt 1 1 e—iwt
=|(1-1%)- — [ 2t dt
Fro =0t | - w5
e—iwt :|1 1 e—iwt
=0— |2t ——— + / 2———dt
[ —(w)?|—y S —(w)?

. . . 1 . .
e zw_|_ezw |:€ zwt:| 4 cosw W _ oW

_— 2
(iw)3],_ 4 w? + —iw3

4cosw 4sinw —4wcosw + 4sinw
- 7 T 3 3 :
w w w

b) Fiir jedes n € N gilt

26.3 (a)

Fhhw) =n-F{fn)}(w) ="n-—ZFflw/n)=Ff(w/n), weR.

S

Unter Verwendung der in a) gefundenen Ergebnisse erhalten wir .% f,,(0) = .% f(0) = 4/3 und

—4(w/n) cos(w/n sin(w/n —4n?w cos(w/n n3 sin(w/n
thﬁz4(/) L%y4 (w/n) _ —4 (/:;4 (w/n)

fiir w # 0. Da f (stiickweise) stetig und absolut integrierbar ist, ist .# f nach dem Lemma
von Riemann-Lebesgue stetig. Daher ergibt sich fiir jedes w € R

lim 7 fp(w) = lim ZFf(w/n)=.2f0)=-.

n—00 n—00 3
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