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Aufgabe 1

Mittels Zeilenumformungen bringen wir A auf Zeilennormalform; die Zeilen werden dabei jeweils
mit Zy, Zs und Z3z bezeichnet:

0 -2 2 4 _ -2 0 1 yoag (10 =5 =3
4 -6 4 —5| Zln [ g _9 92 4 1—j—i 0 1 -1 -2
9 o 1 7 ) twschen \ y  _g 4 _5) Z—=3%22 \4 _¢ 4 —5
R 1o -1 -]
Z3—Z3—471 0 1 _1 -9 Z3—2Z3+672 0 1 —1 -2
0 -6 6 9 00 0 -3
1 7 1
Z:;—>—%Z3 L0 22 Z—Z1+% 73 10 2 0
D7TEB g 1 -1 -2 | 2R 1 -1 0
00 0 1) %2225 \go o0 1

In der Zeilennormalform von A gibt es drei nichtverschwindende Zeilen, also hat A Rang 3. Daher
ist dim Bild(A) = 3, so dass Bild(A) = C? folgt. Eine Basis von Bild(A) = C3 ist etwa gegeben

1
1 1
durch (€1, €2, €3). Der Zeilennormalform von A lesen wir ab Kern(A) = Lin( :1 ), also ist ( 5 )
0 0
eine Basis von Kern(A).
Nun zur Matrix B:
1 -4 3 -2 0 1 0 1 2 2
1 -2 1 4 2| Z—52s |1 -2 1 4 2
2 0 2 4 4 Zh 25 1 -4 3 -2 0
1 0 -1 a B 1 0 -1 a 8
1 0 1 2 2 1 0 1 2 2
Zj_>Zj_Z1 0 —2 0 2 0 Z3—2Z3—279 0 1 0 —1 0
_ _
(j=2,3,4) 0 —4 2 —4 —2 Zo——12, 0 0 2 -8 —2
0 0 -2 a—-2 B-2 00 -2 a—2 pB-2
1 01 2 2 1 00 6 3
Zy—Z4+ 723 0 ]. 0 —]. 0 1 —Z1—2Z3 O 1 0 _1 0 =~
_— _— =B
Zeoiz, |00 1 -4 -1 001 —4 -1
0 00 a—10 p—-4 000 a—-10 -4

Fall 1: a = 10 und 8 = 4. In diesem Fall steht die Zeilennormalform von B bereits da:

100 6 3
010 -1 O
001 —4 -1
000 0 O
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Da hier genau 3 nichtverschwindende Zeilen existieren, hat B in diesem Fall Rang 3. Wegen
dim Bild(B) = rang(B) = 3 miissen wir zur Angabe einer Basis von Bild(B) drei linear un-
abhéngige Vektoren aus Bild(B) finden. Der Zeilennormalform von B kénnen wir entnehmen, dass
der erste, zweite und dritte Spaltenvektor von B, d.h. Bé}, Bés, Bés € Bild(B), linear unabhingig
sind. Somit ist eine Basis von Bild(B) gegeben durch

1 —4 3
1 -2 1

( 21710 |7 2 )
1 0 -1

(Die Basis von Bild(B) ist keineswegs eindeutig bestimmt, wir kénnten beispielsweise auch die drei
linear unabhéngigen Vektoren Bé}, Béy, Bés als Basis von Bild(B) nehmen.)

6 3
-1 0
Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir der Zeilennormalform von B ab, dass (| =4 | , | =1 |)
-1 0
0 -1

eine Basis von Kern(B) ist.
Fall 2: @ = 10 und 8 # 4. Dann erhalten wir

100 6 3 100 6 0
g Z4—>(,3—4)71Z4 0 1 0 —1 0 Z14>2173Z4 0 1 0 —1 0
RN L1221 =32,

0 01 —4 —1| z3—2z3+2z4 0 01 —4 0

000 O 1 000 0 1

und lesen ab: In diesem Fall hat B Rang 4. Wegen dim Bild(B) = 4 gilt Bild(B) = C%, so dass eine
Basis von Bild(B) etwa durch (€, €3, €3, €4) gegeben ist. Der Zeilennormalform von B entnehmen

6 6
-1 -1
wir Kern(B) = Lin(| —4 | ), also ist (| —4 |) eine Basis von Kern(B).
—1 —1
0 0

Fall 3: a # 10. Dann setzen wir ¢ := (8 —4)/(a — 10) und erhalten

1 0 0 6 3 1 0 00 3-60
3 Zy—(a-100"1zy |0 1 0 =1 0 Z1—Z1—6Z4, Zo—Za+Zs |0 1 0 0 )

0 01 —4 -1 Z3—Z3+474 0 01 0 —1+46

000 1 ¢ 0 0 01 0

Die Matrix B besitzt somit auch in diesem Fall Rang 4. Wegen dim Bild(B) = 4 gilt Bild(B) = C*,
so dass eine Basis von Bild(B) etwa durch (€7, €2, €3, €4) gegeben ist. Der Zeilennormalform von B

3—60 3—60
5 0
lesen wir ab Kern(B) = Lin(| —1+446 |), also ist (| =1+ 44 |) eine Basis von Kern(B).
5 J
-1 -1

Aufgabe 2

a) Das lineare Gleichungssystem

T +x9+2x4 = 3
r3+4ry =
Irs = 2



liegt bereits in Zeilennormalform vor:

1102 03
001 4 0|1
000 0 1|2
(Stellen wir uns hier das Endergebnis beim Losungsalgorithmus vor, so waren hier womoglich
noch Nullzeilen). Nun verwenden wir den (—1)-Ergénzungstrick (Dafiir muss die Zeilennor-

malform vorliegen!). In jeder Spalte der Koeffizientenmatrix sollte eine neue Stufe anfangen.
Dies erzwingen wir, indem wir zwei Zeilen der Form 0...0 —1 0...0 einfiigen:

1 1 0 2 0]3
0 -1 0 0 0|0
0 0 1 4 0|1
0 0 0 -1 0]0
0 0 0 0 1]2

Jetzt konnen wir die Losung ablesen: die beiden Spalten mit den neu hinzugekommenen Stufen
(an den —1-en erkennbar) sind eine Basis des homogenen Losungsraums und die letzte Spalte
ist eine spezielle Losung des inhomogenen Gleichungssystems. Fiir die allgemeine Losung des
inhomogenen Gleichungssystems ergibt sich

3 1 2
0 -1 0

g=|1]+x| 0 [+u] 4 (A 1 € R).
0 0 ~1
2 0 0

Das Einfiigen jener —1-Zeilen ist nichts anderes als das Setzen von freien Parametern. Be-
trachten wir das urspriingliche Gleichungssystem mit Variablen

T+ T2+ 214 = 3
r3+4xy = 1
rs = 2 5

setzen zwei Parameter (aber mit Minuszeichen)

1+ x2+2x4 = 3
To = —A
r3+4ry = 1
Ta = —H
T3 = 2,

lassen in jeder Zeile nur eine Variable stehen

1 = 3+A+2u
Tro9 = —)\
r3 = 1+4u
Ty = —M
Iy = 2
und schreiben vektoriell
3 1 2
0 -1 0
Z=|1|4+A| O | +ul| 4 (A € R).
0 0 -1
2 0 0



b) Um das lineare Gleichungssystem

rKT — 2x9 + r3 — T4 + 5= 0
4y — 8x9 4+ 3x3 — 3y + T5 = 2
—2x1 + 4x9 — 2x3 — x4 + 4dx5= -3

r1 — 2x9 — 3x4 + 4dz5= -1

zu 16sen, bestimmen wir die Zeilennormalform der zugehorigen erweiterten Matrix

1 -2 1 -1 1|0 Ty — Zy — 47, 1 -2 1 -1 1 0
-8 3 -3 1] 2 Z3 — Z3 + 27 o 0 -1 1 -=-3| 2
-2 4 -2 -1 4|-3 Za—Z4—71 0 0 0 -3 6 |-3
1 -2 0 -3 4|-1 O 0 -1 -2 3 |-1
o — — 7 1 -2 1 -1 1 0
Zs — —173 0o 0 1 -1 3 |-2
Za—Z4—Z 0O 0 0 1 -2|1
0O 0 0 -3 6 |—-3
1 21 -1 1 0
Z4—Za+373 O 0 1 -1 3 |-2
0O 0 0 1 -—-2|1
0O 0 0 O 0 0
1 -2 00 -2 2
Z1—Z1—Zs 0O 0 10 1 |-1
Zo—Za+23 0O 0 01 —-2|1
0O 0 0 0 O

und verwenden den (—1)-Ergénzungstrick, d.h. wir lassen Nullzeilen in der Zeilennormalform
weg und erginzen Zeilen mit —1 und sonst Nullen, so dass auf der Diagonalen nur +1 steht:

1 -2 0 0 —-2| 2
0 -1 00 0O01]O
0 0 1 0 1 |-1
0 0 01 —2]1
0 0 00 —-1]0
Nun kénnen wir die allgemeine Losung & = (1, 22, 73,74, 75) € R® des Gleichungssystems
ablesen:
2 -2 -2
0 -1 0
Z=|-1]14+XAX] 0 | +p] 1 (A, p €R).
1 0 -2
0 0 -1
Aufgabe 3

a) Wir verwenden die Kirchhoffschen Gesetze, um das Gleichungssystem aufzustellen: Die Kno-
tenregel liefert die Gleichungen

I=0L+1 und Iy =13+ 14.
Die Maschenregel liefert zwei weitere Gleichungen, néamlich

R3ls = Ryly und R = Rols + R3ls.



b)

(Die Maschenregel liefert auch noch R1I4 = Rols + R4l4, aber diese Information ist in den
beiden anderen Gleichungen bereits enthalten.) Insgesamt ergibt sich mit den gegebenen
Werten das lineare Gleichungssystem

L+ =1
ILh—I3—-1,=0
0413—61420

Oé[l —0512—0413 =0

Wir betrachten nun die zugehorige erweiterte Matrix:

1 1 0 0 1 1 0 1 1 1
0o 1 -1 -1 0 Z1— 21— 0o 1 -1 -1 0 Za—Za+207s
—_—— T —_—
0 0 o -0 0 Zy—Zs—aZ; 0 0 a -0 0
a —a —a 0 0 0 20 —a 0 —a
1 0 1 1 1 1 0 1 1 1
O 1 —1 —1 0 Zy—Z4+373 O 1 _]. _1 0 . B
00 « —p 0 0 0 « —p3 0 '
0 0 3o —2«a -« 00 0 —-2a-38 |-«
Fall 1: Fiir 6 := 2 + 38 # 0 erhalten wir
1 0 1 1 1 10 1 O 1—a/d
Za——2Z4/8 o1 -1 -1 0 1 —Z1—2Z4 01 -1 0 06/5 —. B
00 a -3 0 Zo—Zotzs | 0 0 a O ag/s | !
00 0 1 |ap) #7524 \oo0 0 1 /b
Fall 1.1: Ist zusétzlich o # 0, so geht es weiter wie folgt:
10 1 0 [1—a/ 1000 |[1-(a+p)/s
Zs—Zs/a 01 -1 0 a/d Z\— 71— 73 0100 (a+0)/
s _
00 1 0 B8/ Zo— Zo+23 0 010 B/
0 0 1 /b 000 1 /s
Das Gleichungssystem ist folglich eindeutig 16sbar; man hat
a+ 0 o+ 203 a—+ 0 I5] «
11:1_ = ) 12: ) 3= 5 a9 I4:7~
0 2a0+ 306 2a0+ 30 2a0+ 30 2a0+ 303
Fall 1.2: Ist dagegen o = 0, so haben wir
1 0 1 O 1
01 -1 0 0
Bi=190 0 0o |o
00 0 1 0

Sédmtliche Losungen dieses inhomogenen Systems erhalten wir, indem wir I3 = A wéihlen.
Dann ergibt sich I; =1 — A, Is = A und I = 0. Die allgemeine Losung lautet folglich

I 1—A 1 -1
I | A |0 1
Ll= \ =0l A 1 (AeC).
1 0 0 0
Fall 2: Gilt 2a+ 36 =0, also 8 = —%a, so ist
10 1 1 1
01 -1 -1 0
B= 00 a 2« 0
00 0 O -



Fall 2.1: Fiir a # 0 folgt wegen der letzten Zeile: Das Gleichungssystem ist nicht 16sbar.
Fall 2.2: Ist dagegen o = 0, so haben wir

1 0 1 1 1
01 -1 -1 0
B= 00 0 O 0
00 0 O 0

Wir kénnen Is = A und Iy = p beliebig wihlen; dann folgt I; =1 — A — pund Ir = A + pu.
Die allgemeine Losung ist daher in diesem Fall

L 1 -1 -1
L| |o 1 1
Ll = 1o + A A R A\ peC).
o 0 0 1

(Alternativ hétte auch der (—1)-Ergénzungstrick auf dieses Ergebnis gefiihrt.)

Aus physikalischer Sicht sind nur Werte «, 8 > 0 sinnvoll. Dann haben wir stets Fall 1.1 und
damit eindeutige Losbarkeit.

Aufgabe 4
a) Wir untersuchen, fiir welche A1, A2, A3 € R man A1b; + Aaba + Agbs = 0 erhilt. Es gilt

A1by + A2b2 + A3b3
=\ ((a — 1)@2 + 2a3) + Ao (2a1 + (2a — 3)@2 + 4a3) + A3 (a1 + (Oé — 1)@2 + ag)
= (2)\2 + )\3)0,1 + ((a — 1))\1 + (20& — 3)/\2 + (Oé — 1))\3)(12 + (2)\1 +4My + /\3)a3 .
Wegen der linearen Unabhéingigkeit von aj,as, as wird dies genau dann = 0, wenn die Koef-

fizienten der aq, as, ag verschwinden. Folglich gilt A\1by + Aobo + A3b3 = 0 genau dann, wenn
A1, A2 und A3 das lineare Gleichungssystem

200+ X3=0
(a—l))\1+(2a—3))\2+(a—1))\3 =0
201 +4X + X3 =0

16sen. Die Matrix dieses homogenen linearen Gleichungssystems formen wir um:

0 2 1 Z:),H%ZS L 2 %
a-1 2a-3 a-1| ———— | 0 2 !
5 4 1 Zeilen tauschen a—1 2a0—-3 a-—-1
Zy—Zs—(a—1)71 L0 _1% Z3—Z3+2Z> L0 _1%
1 0 1 2 — |V 3
D=ti=Za =37\ —1 L(a - 1) 00 ia

Man sieht: Die Matrix hat Rang 3 genau dann, wenn « # 0 ist. Obiges Gleichungssystem
besitzt also genau im Fall o # 0 nur die triviale Losung Ay = Ao = A3 = 0. Folglich sind die
Vektoren by, b, b3 genau dann linear unabhéingig, wenn « # 0 ist.

b) Sei x := aj + Baz + 2a3. Wir suchen A1, Ao, A3 € R mit A\1b; + \abay + A\3b3 = x. Wegen

A1b1 + A2ba + A3bz = Ai(—aa + 2a3) + A2(2a1 — 3az + 4asz) + A\3(a1 — az + as)
= (2/\2 + )\3)a1 + (—>\1 —3Ay — )\3)(12 + (2)\1 +4) + )\3)a3



und der linearen Unabhéngigkeit von aq, a9, as lduft dies darauf hinaus, eine Losung des
linearen Gleichungssystems

0 2 1 A 1
-1 -3 1| [x]| =8
2 4 1 A3 2

zu bestimmen. Wir formen die erweiterte Matrix dieses Gleichungssystems um:

0 2 111 1 3 1| -p
1 -3 -1|3 Z3— 234222, Zo——Z 0 2 1 1
2 4 12 e 0 -2 —1|2+23
1 3
Z3—2Z3+2s L3 } _1ﬂ Z1—21—3Z2 1o _1§ _ﬂ1_§
el BUNS O 1 e Y i
Z2=522 00 0[3+23 00 0 |3+23

Somit ist das System nur fiir 3428 =0, d.h. g = —% 16sbar. Die Zeilennormalform lautet

o~ O

Das Gleichungssystem hat also keine eindeutige Losung; die allgemeine Losung lautet

A1 0 —1 0 1
|l=[3]+n 3 |=|35]|+r]|-1 (n€R und p=—3n).
A3 0 -1 0 2
Fazit: Die Darstellung des Vektors x gelingt genau dann, wenn 3 = —% ist. Es gilt dann

x=pby+ (3 — pbo +2ubs  (pER).

Aufgabe 5

a) Mit Zeilenumformungen erhalten wir

0O 3 -1 1|1 000 0 3 -1 1|1 000
1 -3 1 —-1]0 1 00 Z3—Z3+57 1 -3 1 —-1{0 1 0 O
-5 1 0 01]0 0 1 O0 0 -14 5 =50 5 1 0
0 6 -2 3|00 01 0 6 -2 3|00 01
03 -1 1{1 0 0 O 00 -1 1|{-14 —-15 -3

—_ _

Zo—Zo+ 21 01 0 0|5 5 10 Z1—Z1—32Z3 01 0 0] 5 5 1
0 6 =2 3|0 0 0 1 0 0 -2 3|-30 —-30 -6
001 —1]14 15 3 0 001012 15 3 1

Zh——71 100 01 1 00 Z\—Z1+24 10001 1 00

—_—

Z4—Z4+27, 010 05 5 10 01 005 5 10
000 1|-2 0 01 000 1(-2 0 01
10001 1 0O

Zeilen 01005 5 10
permutieren 0 01 0112 15 3 1
000 1(-2 0 01
1 1 00
Wir sehen, dass A regulir ist, und haben zugleich A= = 12 15 ;) (1) berechnet.
-2 0 01

= o o O



b)

Fiir die Matrix B ergibt sich

110 =1]/10 0 0 100 -1]1 =1 0 0
0 10 01/0 10 0| z-z32 0 10 00 1 0 0
_
0 01 01/00 10| z-z-2 001 00 0 1 0
0 03 1/0001 0 00 1/0 0 -3 1
100 1]=11 0 0 1000]-11 3 -1
iz o1 00/l0 1 0 0| z-2z2z 0100 01 0 o0
_— _
00100 0 1 0 00100 0 1 0
0001/0 0 -3 1 0001/0 0 -3 1
11 3
0100
S ..._1_
Also ist B reguldr mit B~ = 00 1 o0
0 0 -3 1
Wegen
1 3 1]1 0 0 1 00
4 4 2|0 1 o | Bz2i4, —8—2—410
29 —2 0l0 0 1) BETA 8 —2]/-2 0 1
1 0 0
L e i N 0—8—2—410
00 0]2 -1 1

hat die Matrix C den Rang 2, so dass C' nicht regulér ist.
Da A und B regulir sind, gilt:

42 49 10 2
4 141 |5 5 10
(AB)" =B A" = 12 15 3 1
—-38 —45 -9 -2
1 5 12 -2
T\—1 —I\T __ 1 5 15 0
00 1 1
42 5 12 38
49 5 15 —45
—IN\NT _
2 0 1 =2

Hier verwendeten wir das folgende Resultat: Ist D € R(™") oder D € C(™™ regulir, so ist
auch DT regulir und es gilt (D7)~ = (D17,

In der Tat ergibt sich mit den Rechenreglen fiir das Transponieren von Matrizen

(o H'p"=mDp MY =FE'=E, wd DYDY =D 'D)T=El'=E,.

Da A und AB regulér sind, bekommen wir die eindeutig bestimmten Lésungen

1 0 1 -7
I e T L 1 | -1 _ 10
r=A o | =123 bzw. = (AB) o | =123
0 -2 0 7



Aufgabe 6

Sei A € C"™)_ Die Matrix B € C"™ werden wir jeweils definieren, indem wir ihre Zeilen, die wir

mit #{, ..., %] bezeichnen, angeben.

Im folgenden brauchen wir sténdig: Fiir eine Matrix D € C™™) ist é'jTD die j-te Zeile von D, wobei
€;j der j-te Einheitsvektor von C" ist.
(Z1): Vertauschen von Zeile j und k fiir j # k. Dabei soll ijA = ?TBA =é&lAund #lA = ¢TBA =
é'jTA sowie :Z"ITA = é’lTBA = €lTA fiir [ # j, k gelten. Daher w#hlen wir ij = é'k.T und :E',; = é'jT sowie
= el fiir | # j, k.

: Multiplizieren von Zeile jy mit « . Bs soll also gelten: €; = a(e; und e =e
72): Multiplizi Zeile j mi 0. Es soll al 1 _'JTBA "]TA delBA=¢TA
fiir £ # j, d.h. :EJTA = a(é’jTA) und #TA = &TA fiir k # j. Dies ist offenbar fiir a_c']T = ozé’jT und
a‘:’,?z é'kT fir k # j erfiillt.

: ieren des (-fachen von Zeile k zu Zeile j, wobei # € C un j sind. Hier soll /A =
73): Addi des (-fach Zeile k zu Zeile j bei 8 € C und k # j sind. Hi ll_’]TA
é’jTBA = _}TA + B(glA) = (é’jT—i— Be)A und #'A = ¢TBA = &7TA fiir | # j gelten. Dies erreichen
wir mit ij: é’jT—l- pel und = &1 fiir | # j.

Aufgabe 7
a) Wegen
cor(l)=0(n(l)) =0(4) =1, ocom(2) =0(m(2)) =0(3) =4,
ogon(3)=0(m(3)) =0(2) =2, cgom(4) =0(r(4)) =0(1) =3
ist

Ahnlich sehen wir

b) Um (0 o7)~! zu bestimmen, vertauschen wir die obere Zeile von ¢ o 7 mit der unteren Zeile
und sortieren anschliefend die Spalten so, dass die obere Zeile wieder korrekt dasteht:

(123 4
(o0m) <1342'

Auf die gleiche Weise erhalten wir

(123 4
7 7421 3
und
(123 4
T T\ 32 1)
woraus
L, (1234
Tt 71 34 2
folgt.
c¢) Eine Permutation von {1,...,n}, welche zwei Elemente j, k mit 1 < j < k < n vertauscht

und die restlichen festlésst, heifit Transposition. Diese bezeichnen wir mit 7, also

o (t2 . g-1 g+l k=1 k k+l ... n
k=1 2 j=1 k j+1 ... k=1 j k+1 ... n )



Um o als Hintereinanderausfithrung von Transpositionen zu schreiben, gehen wir schrittweise
vor: Zunéchst sorgen wir durch Vertauschen von 1 und 3 dafiir, dass die 1 korrekt abgebildet
wird. Dabei wird aber die 3 falsch positioniert (3 wiirde jetzt mit der 1 vertauscht werden,
3 soll aber auf 4 gehen), also stellt man im néchsten Schritt die 3 durch Vertauschen von 1
mit 4 richtig. SchliefSlich hat man soeben 4 mit 1 getauscht. Da auch die 2 korrekt abgebildet
wird, ist man fertig und erhélt als Endergebnis o = 714 o 713.

Diese Darstellung ist nicht eindeutig, z.B. gilt auch ¢ = 74 0 713 0 713 0 713 oder 0 = T34 0 T14.

Da o als Hintereinanderausfithrung einer geraden Anzahl von Transpositionen geschrieben
werden kann, ist sign(o) = 1. Dies ldsst sich auch mit Hilfe der folgenden Darstellung des
Vorzeichens einsehen: ) (0

. _ o(j) —o(i

sign(o) = H T
1<)

Die Paare (i,7) mit ¢,5 € {1,2,3,4} und i < j lauten
(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4).

Daher ergibt sich fiir obiges Produkt

Sigﬂ(O’):Ha(j;:;j(i)
1<j
_ 0(2)—0c(1) 0(3) —o(1) 0(4) —o(1) 0(3) —c(2) 0(4) —0(2) 0(4) — 0
2-1 3—-1 4-1 3—2 4-2 4—-3
2-34-31-34-21-21-4
1 2 3 1 2 1

~—~—
|
—
w
=

= 1.

10
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