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Aufgabe 1

Wir wissen, dass sich die Determinante einer Matrix nicht verdndert, wenn wir das Vielfache einer
Spalte zu einer anderen Spalte bzw. das Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile addieren. Auf
diese Weise formen wir die Matrizen nun um und verwenden zudem den Entwicklungssatz.

[Die verwendete Umformung steht jeweils in Klammern hinter dem Gleichheitszeichen.]

2 1 -1 -1 2 1 -1 -1
0 -1 1 -1 0 -1 1 -1
det(A) :[SIHSI‘FSQ] det 0 -1 —1 1 :[Z4~>Z4*Z1} det 0 -1 -1 1
2 1 1 1 0 O 2 2
-1 1 -1 -1 1 -1
—[Entw. nach S1] 2-det | -1 -1 1 =(Z2—Z2—71] 2 - det 0 -2 2
0 2 2 0 2 2

-2 2

—[Entw. nach 5] 2- (_1) - det ( 92 > = _2((_2) 2—-2- 2) = 16.

[\)

Bei der Matrix B gehen wir genauso vor:

) 5 9 5 ) 0 0 O
-1 0 1 1 -1 1 2 2
det(B) “[Z1—Z1+24] det 3 —1 4 0o TE—S-515=234] det 3 4 1 _3
4 3 21 4 -1 -2 -3
1 2 2 0 0 -1
~—[Entw. nach Z1] S5-det | =4 1 -3 =[Z1—2Z1+7Z5] 5.-det | -4 1 -3
1 -2 -3 1 -2 -3

-4 1

—[Entw. nach Z1] o5 (71) - det <_1 _9

) = —5(8 + 1) = —45.

Und auch die Matrix C lasst sich so behandeln:

10 0 1 1 0 0 0
11 0 2 110 1
det(C) =(z,—z2,-z,) det 10 1 2| Tsi—s-s1 det | | 01 1
311 « 311 a—3
10 1 10 0
—[Entw. nach Z1] l-det |0 1 1 =[S3—S3—51] det |0 1 1
1 1 a-3 1 1 a—4

1 1
—[Entw. nach Z1] 1<1 Oé—4> =a—4—-1=a->5.

Man sieht: det C' # 0 <= « # 5. Daher ist C genau fiir o € C\ {5} regulér.
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Aufgabe 2

Zunichst zur Matrix A: Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms x 4(A) = det(A — AE3). Dieses lautet

22—\ -2 —4 18 =X =18+ A 0
det [ 4 16-XN 4 | =z .z z det| 4  16-X 4
2 -1 16 — A 2 -1 16 — A
0 —18+ A 0
20— -4
=[S1—S51+S52] det | 20 — A 16 — A —4 =[Entw.n. Z1] (18 - A) det < 1 16 — )\)

1 -1 16 — A
= (18 = A)((20 — A)(16 — A) +4) = (18 — A\) (A% — 36X + 324) = —(\ — 18)°.
Wegen x4 (A\) = 0 <= X = 18 besitzt die Matrix A nur den Eigenwert 18; dieser hat die algebraische

Vielfachheit 3. Der zugehorige Eigenraum F(18) ist die Menge aller ¥ € C3 mit AZ = 187 bzw.
(A — 18FE3)Z = 0, also genau Kern(A — 18F3). Zur Berechnung des Kerns von

4 -2 —4
A—18E3= |4 -2 —4
2 -1 -2
verwenden wir Zeilenumformungen
4 -2 —4 4 -2 —4 1 —1/2 -1
T Z1—1z
4—2—4%000 —lo o o0
2 -1 —2) =434 \0 0 0 0 0 0
und lesen mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks ab
~1/2 ~1 1\ /1
E(18) =Kern(A —18E3) ={s| —1 | +t| 0 | |s,te€C}=Lin({2],]0]).
0 -1 0 1

Der Eigenwert 18 hat die geometrische Vielfachheit 2, weil der Eigenraum FE(18) zweidimensional
ist. Da die geometrische und algebraische Vielfachheit des Eigenwerts 18 nicht iibereinstimmen,
ist A nicht diagonalisierbar, d.h. es gibt keine regulire Matrix S4 € C33) so, dass SZIAS 4 eine
Diagonalmatrix ist.

Jetzt zur Matrix B: Wir berechnen das zugehorige charakteristische Polynom

1-x 1 0 0 1 —A1-2X)
XB()\) = det(B - >\E3) = det 2 —A 2 =[Z1—Z1+(1-)\)Z3 det 0 —A 2—2)\
—1 0 _)\ [ Lo—ZLo+273 ] —1 0 _)\

—(Entw. 0, 5] — det (_& —;(i ;;)) = (220 N2(1-)) = (A2 -2)(1- ).

Wegen xg(A) = 0 <= X € {1,v/2, -2} hat die Matrix B die drei Eigenwerte A\; = 1, Ay = /2
und A3 = —v/2. Diese haben jeweils die algebraische Vielfachheit 1.
Wir bestimmen nun den Eigenraum F(1) zu A\; = 1, also die Menge aller ¥ € C3 mit (B— E3)¥ = 0:

0 1 0 -1 0 -1 10 1
B-E;=|2 -1 2 |2=22% 1y _1 o BBt 010
1 0 -1 ARV A 0 1 0 Zy——21,Z2——2Z2 00 0

Mit Hilfe des (—1)-Ergédnzungstricks lesen wir ab

E(1) =Lin(| 0 |).
~1



Der Eigenwert 1 besitzt die geometrische Vielfachheit 1, weil der zugehorige Eigenraum eindimen-
sional ist.

Schliefllich miissen wir noch die zu den beiden Eigenwerten Ao 3 = ++/2 gehorenden Eigenriume
bestimmen. Analoges Vorgehen wie eben ergibt

—V2 V2
E(V2)=Lin(|v2-2]) und E(—V2)=Lin([-v2-2]).
1 1

Die geometrische Vielfachheit von v/2 bzw. —v/2 betriigt jeweils 1. Die Matrix B ist diagonalisierbar,
weil fiir jeden Eigenwert von B geometrische und algebraische Vielfachheit {ibereinstimmen. Eine
regulire Matrix S, so dass S~'BS Diagonalgestalt hat, erhilt man folgendermaBen: Man wihle in
jedem Eigenraum eine Basis und schreibe die Basisvektoren als Spalten §1, 5o, . .., §, in eine Matrix
S. Ist A; der Eigenwert zum Eigenvektor 53, so erhilt man BS = SD, wobei D die Diagonalmatrix
mit A, Ag, ..., A, auf der Diagonalen ist (die Matrix SD hat die Spalten A1 51, A23s, ..., \,5,). Die
Matrix S ist regulir und es ist S™'BS = D. Definieren wir

1 =2 V2 1 0 0
S=10 v2-2 —v2-2], dann gilt STIBS=10 v2 0
-1 1 1 0 0 —V2

Bemerkung: Die Wahl von S ist nicht eindeutig, so ergibt sich z.B. fiir

V2 1 V2 V2 00
S:=(v2-2 0 —v2-2|: ST'BS=[|0 1 0
1 -1 1 0 0 —v2
Aufgabe 3
Wir berechnen das charakteristische Polynom von A: x4(A) = det(A — AEy)

3—A 1 -1 1 3—A 1 -1 1
1 3—A 1 -1 1 3—A 1 -1
il T R T S O e Al N N S AR S
1 -1 1 3—A 0 A—4 0 4— A
31)\ 23)\ _11 j1 3-A 2 1
=[Sa—S2+54] det B B =[Entw.Z4] (4—X) - det 1 2—A 1
0 4—X 4-—X 0 0 A\ 4— )\
0 0 0 4— X\
3— A 3 -1
3—A 3
=[S3—S>— S5 (4 — /\) - det 1—A 1 =[Entw.Zs] (4 — /\)2 - det ( 1 1— )\)

1
0 0 4-2A
)

=(@A-N2(B=N1 =X =3)=4—-N2 N\ —4)) =\ —4)%.

Die Matrix A besitzt also die zwei Eigenwerte \; = 0 (mit algebraischer Vielfachheit 1) und A\ = 4
(mit algebraischer Vielfachheit 3). Wir bestimmen nun die Eigenrdume:
Fiir Ay = 0 miissen wir das Gleichungssystem (A — 0E4)Z = 0, also AZ = 0 16sen:

3 1 -1 1 0 -8 —4 4 0 0 4 4

1 3 1 —1 Z1—Z1—3Z> 1 3 1 —1 Z1— 714273 1 3 1 -1
B —

—1 1 3 1 Z3—Z3+2Za 0 4 4 0 Zy— 74+ 23 0 4 4 0

1 -1 1 3) #7772 \0o -4 0 4 004 4



Wiéhlen wir x4 beliebig, so folgt aus der ersten/letzten Zeile x3 = —x4, aus der dritten zo = x4 und

aus der zweiten dann x; = —x4. Wir haben also den eindimensionalen Eigenraum
-1
. .o 1
E(0) = Lin(é), wobeil ¢ 1= 1
1
Jetzt zu Ay = 4:
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1
1 -1 1 -1 Zo—Zo+71 0 0 0 0 Z1——71 0 0 0 0
A - 4E4 == _— _
-1 1 -1 1 Zy—Z3—271 0 0 0 O 0O 0 0 O
1 -1 1 —-1) %44 \o 0 0 0 0 0 0 0
Mit Hilfe des (—1)-Erginzungstricks lesen wir ab
-1 1 -1
o N N T A I
E(4) = Lin(¢a, ¢, ca) = | a=]_4] a=|,
0 0 -1

Die Matrix A ist als reelle, symmetrische Matrix diagonalisierbar (Alternativ konnte man mit den
geometrischen und algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte argumentieren). Da (¢;) eine Basis
von F(0) und (&, ¢, ¢4) eine Basis von E(4) ist, gilt fiir die Matrix S mit den Spalten ¢, ¢, €3, ¢4

ST1AS =

o O O O
O O = O
O = O O
- O O O

Da A € R*4) symmetrisch ist, gibt es sogar eine orthogonale Matrix P € R*4) mit

00 00
0400
T _
PrAP = 0040
00 0 4
Bemerkung: Um ein solches P anzugeben, bestimmen wir jeweils eine Orthonormalbasis der Ei-
-1
. . . . - 1 ., 111
genrdume. Eine Orthonormalbasis von F(0) ist gegeben durch by := Al =3 1
C1 -
1
Zur Berechnung einer Orthonormalbasis von E(4) verwenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren:
—1
i 1 1 —1
2= o €2 = =
12| V2| 0
0
1 -1 1
R (T NN S N I I N [
U3 1= C3 — (€3, b2)b2 N v v AR
0 0 0
1
i 1 1 —1
3= o U3 = =
1]l V6 | —2
0



Somit

- o TAT o P 0 1 1 | -1 -1 1 |-1 111
= Cy — (C1, ba)ba — (Cy, b3)b3 = 0] V2 valo N “ 3| -1
-1 0 0 -3
-1
| 1 1
=i U= ——=
ol ™ 2v3 | -
-3

bilden (ba, bs, by) eine Orthonormalbasis von E(4).

Besitzt die Matrix P die Spalten 51, 52, 53, 54, dann ist P orthogonal (d.h. P~! = PT) und es gilt
0000
T 10 4 00
PrAP = 0040
0 0 0 4

Aufgabe 4

Wir berechnen zunichst die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenriume von A. Fiir das
charakteristische Polynom von A ergibt sich

2—-A 1 1 2—-A 1 1
XA(A) = det(A — \E3) = det 1 2-Xx 1 = det 1 2-x 1
1 1 2—A 0 A—1 1—-2A

2-2 1 1
_(Q_A)det<A—1 1—)\)_det<)\—1 1—)\>

=2-N(E2-NA1-N)-A-1) - (1=1)~-(A-1))
—(1=N(@-N(E-N+1) - (1+1))
:(1—>\)()\2—5>\+4>

= —(A—1)2(\—4).

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von y 4, also 1, 4. Die zugehorigen Eigenrdume
lauten

1 11 1 1
E(l)=Kern(A—FE3)=Kern |1 1 1] =Lin(|{-1],[ 0 |),
1 11 0 -1
-2 1 1 1
E(4)=Kem(A—4E3)=Kern [ 1 -2 1 | =Lin([1]).
1 1 -2 1

Da A € R33) symmetrisch ist, ist A diagonalisierbar. Aus dem gleichen Grund gibt es eine
orthogonale Matrix S € R®3) so, dass S~1AS Diagonalgestalt hat. Um ein solches S zu
bestimmen, muss man eine Orthonormalbasis des R? aus Eigenvektoren von A angeben.

Setze
1 1
t1=|1| €E®#4) sowie Up=|—-1]| € E(1).
1 0

Da A € R33) symmetrisch ist, stehen Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal
aufeinander, also gilt ¥ | 5. Ist



definiert, so sind @3 L @7 und @3 L @%. Wegen o, v, 73 € R3\ {6} folgt, dass die Vektoren
U, U2, U3 linear unabhiingig sind und somit eine Basis des R? bilden. Aufgrund von v € E(4),
dim F(4) = 1 und dim E(1) = 2 ergibt sich E(1) = Lin(ts, ¥3).

Folglich ist eine Orthonormalbasis des R? aus Eigenvektoren von A gegeben durch

1 1 1 1 ! 1 1 1 !

( Ula 1727 i 173) = \—F7= 1 s T = -1 s T = 1
Hv?)H \/g 1 \/i 0 \/6 —9

—~

[t | ]

Deshalb ist die Matrix

11 1
V3 V2 V6
g | L 1 1
VB V2 V6
1 0 2
V3 V6
orthogonal und es gilt
11 1
VEREVE] V3 4 0 0
S—1=4gT = % —% 0 sowie S7tAs=10 1 0
41 2 0 01
Ve V6 V6

b) Das lineare Gleichungssystem AZ = 2% hat die triviale Losung & = 0. Wiirde AZ = 27 fiir ein
7 € R3\ {0} gelten, dann wiire 2 ein Eigenwert von A, was aber nach a) nicht der Fall ist.
Folglich ist & = 0 die einzige Losung von AT = 2.

Aufgabe 5
Es gilt
_oA _—a)\ 8 8 0 0
det(A — AE) = det “ =(Eniw.zs) (@—A)det [ 2 a—X 2
2 1 a—\ 2 2 0 0 _\
0o 2 0 -\

-\ 2
=(Entw.z] (@ — A)(=A) det (O‘ 0 _A> = (= A)\%

Fall 1: « = 0. Dann ist A = 0 Eigenwert von A mit der algebraischen Vielfachheit 4. Fiir den
zugehorigen Eigenraum E(0) ergibt sich

0 00O 10 01 0 1
00 0O 01 00 . 0 0

E(0) = Kern(A — 0F) = Kern 5 1 0 2|~ Kern 000 ol = Lin( oo )
0 200 0 00O 0 -1

Also ist dimF/(0) # 4 und somit ist A in diesem Fall nicht diagonalisierbar.

Fall 2: « # 0. Dann sind Ay = 0 und Ay = « jeweils Eigenwerte von A mit der algebraischen
Vielfachheit 2. Um dimFE/(0) zu ermitteln, kénnte man wie im vorigen Fall E(0) explizit angeben
und die Dimension ablesen. Alternativ schliefen wir aus

0O —a 0 O 00 0 0
i a8y~ s s [0 20 9] o [00 0 0)
0O 2 0 O 01 0 0



mit der Dimensionsformel dimE(0) = dim Kern(A—0F) = dim C* —dim Bild(A—0F) =4—2 = 2.
Somit stimmt fiir den Eigenwert 0 geometrische und algebraische Vielfachheit {iberein. Ferner ist

—a —a 0 0 110 0
TR DR R
0 2 0 —a 020 —a
1 1 0 O 1 1 0 0
— ran 0 0 0 O — ran 0O 0 O 0 B 3 fir a #4,
o o 2 TR 0 10 2 ] 2 fira=4,
0 2 0 —« 0 0 0 4—«
woraus
3 fir a #4, 1 fir o # 4,
dimE(a) =4 — 7 — 7
2 fira=4 2 fira=14

folgt. Also ist nur fiir « = 4 geometrische und algebraische Vielfachheit des Eigenwerts « identisch.

Fazit: A ist genau fiir « = 4 diagonalisierbar.

Aufgabe 6

Das System

v = 8u — 6,

v =9u —Tv

€690

=:A

ist dquivalent zu

Wir zeigen, dass A diagonalisierbar ist. Dazu berechnen wir das charakteristische Polynom von A

8§—A —6

det(A — AE3y) = det < 9 _7_

> =@B=MN(-T=N+9-6=X2-XA-2=A+1)(A—2).
Damit sind Ay = —1 und Ay = 2 die Eigenwerte von A. Die zugehorigen Eigenrdume lauten
9 —6 3 -2 . (2
E(—1) = Kern(A + E3) = Kern (9 —6) = Kern (0 0 ) = Lin( <3))
und
6 —6 1 -1 . (1
E(2) = Kern(A — 2F,) = Kern <9 _9> = Kern (0 0 ) = Lin( <1>)

Da die Eigenvektoren (2,3),(1,1) von A eine Basis des R? bilden, ist A diagonalisierbar und fiir

die Matrix
2 1
5= (3 1)

1 (M 0 (=1 0\
sus= (3 )= (3 D)o

woraus A = SDS™! folgt. AuBerdem ist

ergibt sich



Nun gilt
genau dann, wenn

bzw. wenn

'+ _ (-1 0 —u 4+ v
3w —20") "\ 0 2)\3u—2w

erfiillt ist. Sind w := —u + v und v := 3u — 2v, also <g> =85! (Z), gesetzt, so erhilt man

=—u und ¥ =20

=2

'\ (-1 0\ (u —
) \0 2)\v
— u(x) =cie”® und v = ce®®  fiir ¢1,¢0 € R.
Wegen
-0 = ()=s()-()
v v v v 3u+v
sind

u(z) = 20(z) + 0(x) = 2c1e7% + cpe*®

2u(z) +
(z) = 3u(x) + 0(x) = 3cre™ 4 cpe*®
mit ¢1,c2 € R die Losungen des Systems (1).
Aufgabe 7

a) Voriiberlegung: Sei A € C(™") eine Matrix. Bezeichnet a; die j-te Spalte von A, so gilt

=T =T, =T =T

ay ay dy dp do --- d dp
@ @ G @
A*A = 2 (C—il &»2 . C_L.n) _ 2 U1 2 02 2 Un
T.T T’I'W—» TII‘W—» Tj‘—‘—»
(7% an a1 Aap a2 -+ 04n an
(@1,dy) (d2,dr) (@n,dy)
B (al,a2> <ﬁ2,672> @1@2)
<6175n> <5276n> <6n76n>

In A*A ist also (d;, dy) das Element in der k-ten Zeile und j-ten Spalte. Hiermit erhalten wir

A ist unitér — A*A=E, — (aj,dy) = 0jp, fiir alle j,k € {1,2,...,n}
digCh=n (@1, da, ..., dy,) ist Orthonormalbasis des C".

b) Die beiden gegebenen Vektoren haben Norm 1 und sind orthogonal zueinander. Wir suchen
nun einen Vektor Z = (21, 29, 23) € C? mit

i/V/?2 1/2
(zZ, | -1/v2|)=0 und (2| —i/2 |)=0.
0 (1—1)/2



Komponentenweise geschrieben (und mit /2 bzw. 2 durchmultipliziert) heifit das
—iz1 —29=0 und z1+izo+ (14+i)z3 =0.

Die erste Gleichung kénnen wir mit z; = 1 und z5 = —i erfiillen. Die zweite Gleichung liefert
dann 2 + (1 +4)z3 = 0, also z3 = —2/(1 +i) = —1 + i. Den so gefundenen Vektor z miissen
wir nun noch normieren, also durch seine Norm teilen. Wir ergéinzen daher den Vektor

1
—1
-1+

1

Bemerkung: Der zu ergénzende Vektor ist nicht eindeutig bestimmt, denn man kann ihn mit
beliebigen Konstanten ¢ € C, fiir die |¢| = 1 gilt, multiplizieren.

Im folgenden sei A € C™™ eine unitire Matrix.
i) Sei z € C". Dann gilt
|AZ|? = (AZ,A%) = (AT AZ=F A Az=F (A*A)7=7 7= (5,2 = ||Z]>

ii) Sei A € C ein Eigenwert von A und Z € C"\ {0} ein zugehoriger Eigenvektor. Dann
erhélt man mit i)

1217 = (2,2) = (42, 42) = (A7,23) = MZ,A2) = ANZ.2) = A2, 2) = AP

Division mit ||Z]|? # 0 liefert [A|*> = 1, also |A| = 1.
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