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Aufgabe 1

Die reelle Matrix A ist symmetrisch. Es gibt daher ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren
@, Ca, @3 mit zugehorigen Eigenwerten A1, A2, A3. (Es miissen nicht unbedingt drei verschiedene
Eigenwerte sein.) Wir wissen, dass det(A) = A1 A2z gilt.

Wir halten auBerdem noch folgendes fest: Ist A positiv definit, so gilt dies auch fir A; := (g} a?),
denn fiir beliebige z1, 22 € R mit (z1,22) # (0,0) ist dann

1 x1
(ml xg) <Zl 22> <i1> = (a:l xg) (Zl 22 23) To | = (xl T9 O) Alxzy | >0.
2 a4 2 2 Q4 A5 0 0

Zum Beweis der Aquivalenz: Mit A ist auch A; positiv definit, und aus der Vorlesung wissen wir,
dass dies dquivalent ist zu a; > 0 und det(A;) > 0 (vgl. Satz 2 in Kapitel 25). Da A positiv definit
ist, miissen alle Eigenwerte > 0 sein, d. h. es gilt auch det(A) = A AaA3 > 0.

Ist umgekehrt die rechte Seite der zu beweisenden Aquivalenz erfiillt, so folgt, dass A; positiv definit
ist und zudem AjAg A3 > 0 gilt. Angenommen, A sei nicht positiv definit. Dann muss mindestens ein
Figenwert < 0 sein. Wegen A\ A2A3 > 0 bedeutet das aber: Zwei der Eigenwerte miissen < 0 sein;
0.B.d.A. seien dies A; und . Fiir beliebige o, € R mit («, 5) # (0,0) gilt dann (weil €1, ¢, ¢3 ein
Orthonormalsystem ist)

(0451 + ﬁEQ)TA(Oin + 552) = (0451 + ﬁEQ)T(Oz)\la + ﬁ)\zgg)
= &® ML G+ aBNEl e + afME] G+ PAadl S = o\ + (%A < 0.
Jetzt wihlen wir («, 8) # (0,0) derart, dass der Vektor 7 := ac) + (3¢ als dritte Komponente 0 hat.

Es gilt also & = (u,v,0) mit gewissen 1, v € R, und fiir &1 := (p, v) ergibt sich #{ A7 = FTAZ < 0,
im Widerspruch zur positiven Definitheit von A;. Damit ist die Aquivalenz gezeigt.

Als Kriterium fiir negative Definitheit erhalten wir:

A ist negativ definit <= —A ist positiv definit <=
—a; >0, det(—A4;) >0, det(—A4) >0 < a; <0, det(A4;) >0, det(4) <0

Das Vorzeichen der Determinanten muss also, mit — beginnend, abwechseln.

Bemerkung: Die entsprechenden Aussagen kann man auch fiir Matrizen A € R(™") zeigen: Eine
symmetrische Matrix A = (a;i);x € R jst positiv definit genau dann, wenn alle Hauptunterde-
terminanten von A positiv sind, d.h. wenn

ail ce. Q1m
det | @ -, : >0

Aml -+ Amm

fir alle m =1,2,...,n gilt.
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Aufgabe 2

Fiir die symmetrische Matrix Ag verwenden wir das Kriterium aus Aufgabe 1. Es gilt

1 -2

1>0 und det (_2 3

>:8—4:4>0;

die ersten beiden Hauptunterdeterminanten sind also positiv. Die Matrix Ag ist somit genau dann
positiv definit, wenn ihre Determinante > 0 ausfillt. Wegen

1 -2 0 1 -2 0 18
det [ =2 8 B | =(z,—z422) det |0 4 B | =[Entw.n.5y) det <ﬁ > =4- 3
0 g 1 0 6 1
ergibt sich: Ag ist positiv definit &= 0<4—3? < |3/ <2 < —-2<p<2.
Nun zur Matrix B: Fiir n = 1 ist B = (1) positiv definit. Im Fall n > 2 ist

1 2 0 v i e 0
1 2 0 - - 0
0o 2 1 2
2 1 2 0
0 2 1
0 0 1

Fiir #:=¢; = (1,0,...,0) € R™ gilt

1 1
2 2

Bz = |0 sowie  #'BF¥=(1 0 0 - 0)|0[=1>0,
0 0

wihrend sich fiir §:=¢€; —é3 = (1,—1,0,...,0) € R"

—1 -1
1 1
-2 . -2

Bij=1 o sowie gBj=(1 -100 -+ 0)| g |=-2<0
0 0

ergibt. Somit ist die Matrix B indefinit.

Aufgabe 3

a) Will man den ersten der beiden angegebenen Grenzwerte, also

lim h(x) mit  h(x) := liII[l) f(z,y),
y—

z—0
bestimmen, so muss man h(z) nur fiir z # 0 betrachten. Fiir jedes x # 0 gilt

B x? + 2 y—0 2240
22y? + (v —y)? 0+ (z—0)2

f(z,y) =1,



d.h. man hat h(x) =1 fiir alle  # 0. Also ergibt sich
Jim(fm 1) = Jim ) =1 = £0,0)
und wegen f(z,y) = f(y,x) erhdlt man dann auch

53%( lim f(2,y)) = ;3%( lim f(y,2)) = lim h(y) = 1= £(0.0).

k—o0

Trotzdem ist die Funktion f im Punkt (0,0) unstetig, denn es gilt (+, +) —— (0,0) und

2 2
_ YRR s b

)= T Fro o

x|

f(3

b) i) Fir (z,y) # (0,0) gilt

) = z? + 1 V141 (@) (Ve i 140
’ V2t +1-1 212 +1+1 (z> +92+1) -1
=Var2+y?+14+1

und damit ergibt sich unmittelbar

f(z,y) L0, VOZ4+02+14+1=2.

ii) Fiir z # 0 gilt

2
z—0 X z—0 ;. t
f(ZL‘,O):O—>0 und f(xax):€x2_1 }E»I(l)et—lz

L,

d.h. bei unterschiedlicher Annéherung an den Nullpunkt erhélt man verschiedene Werte.

Folglich existiert der Grenzwert lim(, ). (0,0) f (7, y) nicht.
Aufgabe 4
a) Esgilt 7/(t) = (1 — cost,sint) und damit

7' ()]|2 = (1 — cost)? +sin?t = 1 — 2cost + cos?t + sin?t = 2 — 2cost
=2(1 —cos(3t+ 1t)) =2(1 — cosQ(%t) + sin2(%t)) = 4sin2(%t) .

Definitionsgemaf ist also

27 21 27
L(7) = /0 |7 ()| dt = /0 2[sin(5t)| dt = 2/0 sin(3t) dt = —4 cos(4t) ZO =8.
y A
2Ak
1 4
P o T

Bemerkung: Diese Kurve heifit Zykloide. Sie ist die Bahn, die ein Kreispunkt beim Abrollen

eines Kreises auf einer Geraden beschreibt.



b) Hier befinden wir uns in der komplexen Zahlenebene C, welche wir als R? auffassen. Wegen
e = cos p + isin ¢ ist die Kurve 7(p) = (@ cos @, psin p), ¢ € [0,27], in R? gemeint.

Mit 7/ () = (cos ¢ — @sin g, sin ¢ + @ cos @) ergibt sich
17 () [I* = (cosp — psing)? + (sing + ¢ cos )
= cos? ¢ — 2 cos psin ¢ + ¢? sin? ¢ + sin? ¢ 4 2 cos @ sin g + 2 cos? @
=1+ 902
und daher

. 21 . 2 27 1+ 2+ 1+ 2
1= W= [ Vivdae= | VIte+yIte?

2
1/27r< 1+€02 ) 1 27 1 S02
S —— /14 2 dgoz/ + + V1492 dp
2Jo \V1+¢? 2Jo \V1+¢2 /1+¢2
1 2 Arsinh 2
:§<Arsinh<p+g0\/1+cp2) :M+ﬂ\/1+4ﬂ2.

»=0 2

Bemerkung: Diese Kurve heifit Archimedische Spirale.

Aufgabe 5
a) Fir —1<t<1gilt
1/v1—t2
7'(t) = 1
—t/\/1— 2

Fiir tg € (—1,1) ist daher

Arcsin tg 1/y/1—t3
F(to) + )\F’(ﬁ@) = to + A 1 , A E R,

V1-1t¢ —to/\/1— 13

eine Parameterdarstellung der Tangente im Punkt #(ty).

b) Firt € [-1,1] haben wir

/” HdT—/ FdT—fArcsmT‘ _1:\/§(Arcsint+g).

Folglich hat die Kurve # die Linge L(7) = s(1) = v/2 7. Wegen

(t) = °_z

= S _

g 752

ist g71: [0,v27] — [—1,1], s — g7 1(s) = sin(3v2s — F) = —cos(4v/2s). Damit lautet die
Darstellung von # beziiglich der Bogenlidnge (oder natiirliche Parametrisierung)

= Arcsint = t=sin(2v2s—7)

L /as_m
a(s) F(gil(s)) = —QCOS(% 223) ) s €0, \/§7r]
sin(3v/2 )



Aufgabe 6

€ R? ist die Richtungs-

a) Die partielle Ableitung von f: R?> — R nach z im Punkt #y = (z,%)
1,0), also

Y
ableitung von f in Zp in Richtung des ersten Einheitsvektors €1 = (

Dy f(70) = D, (7o) = lim - (£(Fo + te1) — £ (7o) = lim = (£((x, ) +1(1,0)) ~ f(z,))

t—
:%ii%%(f(ert,y) — f(x,y)).

Fiir festes y € R ist dies gerade der Differenzenquotient der Funktion R — R, = — f(x,y).
Um die partielle Ableitung von f nach x zu berechnen, kénnen wir also f(x,y) nach x differ-
enzieren, wobei wir y als eine Konstante betrachten.

Entsprechendes erhalten wir fiir die partielle Ableitung nach y.

Die partiellen Ableitungen erster Ordnung sind

Dif(z,y) = 32° — dxy® + 49° und Dof(x,y) = —4a’y + 12zy% + 493

Daraus ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
Dif(x,y) = 6z — 4y°, D3 f(z,y) = —4x® + 24wy + 12¢°,
DyDs f(x,y) = —=8zy +12y°,  DiDaf(z,y) = —8zy + 12y°.

Bemerkung: Dass D1 Do f = Do D1 f gilt, war wegen des Satzes von Schwarz schon vorher klar,
denn die Funktion f: R? — R ist zweimal stetig differenzierbar.

b) Hier haben wir
Dif(z,y) = 2ze™ + (2% + y*)ye™ = (2y + 2z + y*)e™
Dof(z,y) = 2ye™ + (2% 4 y?)ze™ = (23 + zy® + 2y)e™.
Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung lauten
D?f(x,y) = (2zy + 2)e™ + (z%y + y> + 2z)ye™ = (2y* + 4oy + y* + 2)e™Y
D3 f(z,y) = (2zy + 2)e™ + (2 + zy® + 2y)ze™ = (2" + 2%y + 4wy + 2)e™
DiDaf(x,y) = (32% + )™ + (27 + ay® + 2y)ye™ = (¢y + 32% + 2y’ + 3y%)e™

= DyD1 f(z,y)-

Nach Definition gilt fiir die Richtungsableitung von f im Punkt #y = (z,y) € R? in Richtung
17: (Ul,UQ) = (1, 1)

1 <
-0t
1
= iy ((
= %gl(l) % (( 2 4 2twvy + 20 + y? + 2ty + t2v§)ewyet(yvﬁmﬂetz”l”z — (2% + y2)6$y)
_ %Lo % ((xz o2+ 2(zor + yva) + 202 + ,U%))eryet(yv1+zv2)et2v1v2 (22 y2)emy>
= lim % <(x2 +y2)et (et(yv1+xv2)et2v1v2 —1) + 2t(avy + Yug) e et Wurtove) tPurvs

2
+ 2 (v? + v%)e“yet(y“””)et ”1”2> )

2 .
Zur Berechnung von %(et(y”1+x”2)et U2 — 1) setzen wir « := yv1 + zve und [ := vive und

betrachten die durch g(t) := ot +BE? gegebene Funktion g: R — R. Dann ist g differenzierbar
auf R mit ¢/() = (a 4 26t)e* 5 Nun gilt

1 1
%E}% E(et(yv1+:vaz)et?mvz _ 1) — %g% ;(g(t) _ 9(0)) — g/(O) = a = yv1 + 20s.

5



Also erhalten wir
Dyf(z,y) = (2% + y*)e™ (yv1 + zvo) + 2(2v1 + yv2)e™ -1+ 0
=™ ((@® +y°)(y +2) + 2z +y))
=™z +y)(@® +y* +2).

Die Richtungsableitung Dzf kann man auch eleganter bestimmen: Da die partiellen Ablei-
tungen D1 f, Do f von f stetig sind, ist f differenzierbar. Deshalb gilt nach Satz 1 in 30.4 fiir
alle (z,y) € R?

Dyf(x,y) = f(x,y) U = (le(:p, y) Daof(x, y)) <Z;> — ™ (;132y +2x+y> 2+ ay? + 2y) <i>
= e (2%y + 2z + > + 22 + 29° + 2y) = e (z 4+ 9) (2% + y* + 2).
c¢) Firz,y € Rund z € (0,00) sind
Dif(x,y,2z) =¢"/z, Dyf(x,y,z) =ze/z, Dsf(x,y,z) = —xe¥ /22,
Weiter haben wir
D?f(z,y,2) =0, D2f(z,y,2) = ze¥/z, D3f(x,y,2) = 2ze¥ /23,
Und schliefllich noch die gemischten Ableitungen zweiter Ordnung;:
DyDi f(z,y,2) = €¥/z = D1Dsy f(z,y,2),
D3D f(z,y,2) = —e¥/2* = DiD3f(,y,2),
D3Dsf (x,y,2) = —we¥/2* = DaDsf(z,y,2).
Aufgabe 7

a) Auf R?\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Stetigkeit von f in (0,0):
Gilt (0,0) # (zk,yx) — (0,0), so folgt my := max{|zg|, |yk|} koo, 0, und dies liefert dann

3 2 3 3
+ |TLYk my +m k—
Ty + i my,

Das bedeutet f(zg,yr) — 0= £(0,0), womit die Stetigkeit von f auf ganz R? bewiesen ist.
b) Fir (z,y) # (0,0) erhalten wir mit Hilfe der Quotientenregel

_ 2ey(@® +yP) - (v —2Py)2e . Ay’
le(l‘,y) = (x2 + y2)2 - _(x2 + y2)2

und
D f(l‘ y) = (3y2 — .7}2)(352 + 92) - (y3 — $2y)2y _ 43323/2 Ay y4
2 ) (;1;2 + y2)2 (12 n y2)2

Im Punkt (0,0) dagegen miissen wir auf die Definition der partiellen Ableitung zuriickgehen:

D1110,0) = iy HEOTED < g 220~
und
Daft0.0) =ty (OSSO <y 8 < =1
c) Wegen »
Dif(3: ) = _(k_;lf_k_g)g =1 57% 14£0=Df(0,0)
und 0— k440 .
Dy f(4,0) = 202 =-1—— —-1#1=Dyf(0,0)

sind die partiellen Ableitungen von f in (0,0) nicht stetig.
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