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Aufgabe 1
a) Sei f: R? — RQ, f(xayvz) = (wy2z3€xy223’ z?ey + sinx) e (fl(x,y,z),fg(x,y,z)).

Da alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von f

Difr(w,y, 2) = y222e™ % + a2t 228 = 228 (1 + 1y P)e™

Dafr(w,y, 2) = 20y2> (1 + 2y2%)e™¥ =,
(2,9, 2) = 3uy?2* (1 + 2y2%)e™ ™,
D1 fo(x,y,z) = 2xeY + cos z,
D fo(z,y, 2)
D3 fo(z,y,z) =0
auf R3 stetig sind, ist f auf R? differenzierbar. Fiir die Ableitung von f ergibt sich

P,y 2) = (D1f1(x Y, 2) Dafi(z,y,2) D3f1(90,y,z)>
: Difa(2,y,2) Dafa(z,y,2) Dsfa(z,y,2)

<y2z3(1 + ay223) e’ 20y23(1 + 2y223)e™’F  30y222(1 + ny,z?’)erZS)

= z2eY,

2xeY 4 cosx x2eY 0

b) Auch hier sind alle partiellen Ableitungen von f stetig, so dass f differenzierbar ist mit

ye® +sinhy e* + xcoshy
fl(x,y) = 62 siny 4y3 + 3z%cosy |, (x,y) € R
—32? 4

c) Aufgrund von z¥ = e¥"® gilt Dyf(w,z,y,2) = eV™%y/z, D3f(w,z,y,2) = /™% Inz und
Dy f(w,z,y,2z) = Dyf(w,x,y,z) = 0. Also sind sémtliche partiellen Ableitungen von f auf
R x (0,00) x R? stetig, woraus die Differenzierbarkeit von f auf R x (0,00) x R? folgt. Fiir
(w,2,y,2) € R x (0,00) x R? gilt
f’(w,x,y,z) = (le(wvxa:% Z) Dgf(w,m,y,z) D3f(w7$7yvz> D4f(w,x,y,z))
= (0 yry=1 2¥Inz O) .

d) Die Jakobimatrix von f an der Stelle (r, ¢, z) € (0,00) x (0,27) x R lautet

Difi(r,p,2) Dafi(r,o,2) Dsfi(r,p,z) cosp —rsing 0
Je(r,p,2) = | Difa(r,0,2) Dafa(r,p,2) Dsfa(r,p,z) | = [ sing 7rcosg 0
Dy f3(r,p,2) Dafs(r,e,2) Dsfs(r,¢,z) 0 0 1

Da alle partiellen Ableitungen von f stetig sind, ist f differenzierbar und es gilt f Fr= f
AuBlerdem ist det(J (1,0, 2)) =[Entw. s3] 1 - det (557 Tsm“") = r(cos® p +sin? p) =r.

sing rcose

Bemerkung: Die Funktion f bildet die Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) eines Punktes des R? auf
die kartesischen Koordinaten ab.
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Aufgabe 2
Wir bestimmen zunéchst f/(zg,yo). Da f in (zg,yo) differenzierbar ist, gilt
f(x0,90)T = Dgf(x0,90) = =1 und  f'(20,90)0 = Dyf (w0, 90) = 2.

Setzen wir abkiirzend « := D;jf(zo,yo) und S := Daf(x0,y0), so ist f'(zo,v0) = (a (), also
(o, y0)u = a+ 26 und f'(xg,y0)7 = —a + 3. Obige Gleichungen lassen sich daher schreiben als

a+20=-1 und —a+[G=2.

Hieraus erhilt man durch Addieren 38 = 1, also 6 = %, und damit o = —%. Folglich ist f’(xo,y0) =
(—% %) € R12) und aufgrund der Differenzierbarkeit von f in (g, o) ergibt sich

Do) = enm)d = (-5 1) (1) =4

Wie wir aus der Vorlesung wissen, ist die gesuchte Richtung h gegeben durch

P Vi(@o,yo) _ 1 <—5>
IVf(xo,90)ll  v26 \'1 /)"

Aufgabe 3

a) Essei ¢ = (v1,v2) # (0,0) eine beliebige Richtung. Dann gilt

0,0) + ht) — £(0,0 hvt, h
Dﬁf(0,0):}llii%f((’)—i_hv) f(’):}%w
3_ 2 3,3 _ 13,2 3,2 3.2
h—0h  (hv1)? + (hvg)? h—0  h3(vi + v3) h—0 vf + V3 Vi + V5

Dies soll nun mit

(V/(0,0)) - 7 G’) : (Z;) — v

[(+) siehe Aufgabe 7 b), 5. Ubungsblatt] verglichen werden. Es gilt

3 2
v —vfvy

- 3,2 _ 2, .2 2 _
55 = U2 = Uy —viv2 = va(v] +v3) <= 2vjve = 0.
vy + v

Gleichheit gilt also genau dann, wenn v; = 0 oder ve = 0 ist.

b) Nicht fiir alle Richtungen ¥ gilt die Gleichung D3zf(0,0) = (V f(0,0)) - ¥. Folglich kann die
Funktion f in (0,0) nicht differenzierbar sein, denn sonst miisste diese Gleichung fiir alle
Richtungen v gelten.

Da die partiellen Ableitungen von f auf R?\ {(0,0)} stetig sind (vgl. Aufgabe 7 b), 5. Ubungs-
blatt), ist f auf R?\ {(0,0)} differenzierbar und fiir (z,y) # (0,0) gilt

fl(@,y) = (V) = (—4zy® —at+42%y? +yt) e RO,

(22 + 42)2
Aufgabe 4

a) Auf R?\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig; wir miissen also nur noch
die Stetigkeit von f in (0,0) nachweisen: Wegen

22 — 2

2oy _ g
2 + 92

$2+y2 = l‘2+y2 -

1

gilt | f(z,y)| < |zy| fur alle (x,y) # (0,0). Damit folgt f(x,y) — 0 = f(0,0) fur (z,y) — (0,0).



b)

d)

Fiir (z,y) # (0,0) ist

2 _ 2 2,2 2 _ 2
xt—y 2x(x” +y*) — (x° —y*)2x
D —
lf(x’y) y$2+y2 _’_‘Ty ($2+y2)2
Y@ - )@ +y?) ety aly ety )
(22 + y2)2 (22 + 42)2 (22 + 422

und wegen f(z,y) = —f(y,x) ergibt sich daraus

h h—0 h
f(y—i—h,x)—f(y,x)

lim - 1f(y, )

Dy f(z,y) = }llli%
y4x + 4y2w3 — b

(yQ + .7)2>2

Fiir (z,y) # (0,0) gilt also

_(Dif(zy)y _ 1 oy +daty’ — g
Vi(z,y) = (Dgf(l‘,y)) =~ @12 <x5 _ gy — xy4> .

Fiir die partiellen Ableitungen von f im Nullpunkt erhalten wir

_ f(04+h,0)—f(0,00 . 0-0
D1 £(0,0) = lim h g =0
und £(0,0 4+ 1) — £(0,0) 0-0
. ) + - ) 1 — _
D2£(0,0) = jirg : =i =0
Somit ist V f(0,0) = (0,0).
Definitionsgeméaf gilt
. Daf(h,0) = D2f(0,0) . Daf(h,0) . 1 h°=0-0
DD =1 =lim =" = lim—— =1,
1D2£(0,0) = Jimy h oo h neoh (B2 + 0)2
Ebenso erhélt man
. Dif(0,h) — D1 £(0,0) . Dif(0,h) . 0+0—h°
DsD =1 =lim 2 = i =
2D1/(0,0) = Jimy h oo h B0 h(0 + h2)2

Wie wir wissen, gilt
1 :U4y + 4:62@/3 —
Vi@y) = m (x5 —da3y? —

auf R? \ {(0,0)}. Dort existieren also die partiellen Ableitungen erster Ordnung und sind
stetig, d. h. f ist dort stetig partiell differenzierbar. Aus der Vorlesung wissen wir, dass dies
die Differenzierbarkeit von f impliziert. Die Ableitung ist

T
(@)= (Vizy) = gy +42?yd —y® b — dady? — ayt).

|
(22 + y2)2
Weiter ist bekannt: V f(0,0) = (0,0). Fiir (x,y) # (0,0) sei z := max{|z|, |y|}. Es gilt

2ty + day® — 3| 25+ 425 4 20
|D1f(x,y)| = @7 1 22 < e = 62 = 6 max{|z|, |y|}.
Damit folgt Dy f(x,y) — 0 = D1f(0,0) fiir (x,y) — (0,0). Genauso sieht man ein, dass Dy f
in (0,0) stetig ist. Also ist f in (0,0) stetig partiell differenzierbar und damit differenzierbar,
und es gilt f/(0,0) = (0 0).

Die Funktion f ist nicht zweimal stetig differenzierbar, denn sonst miissten D1 Ds f und Dy D1 f
nach dem Satz von Schwarz iibereinstimmen, was aber nach c¢) nicht der Fall ist.



Aufgabe 5

Offensichtlich besitzen alle drei Funktionen stetige partielle Ableitungen und sind damit differen-
zierbar. Fiir f mit den Komponentenfunktionen fi(z,y) := 22 und fo(z,y) := y? gilt daher

71 _ (Difi(z,y) Dafi(z,y)\ _ (22 0
fiey) = <D1f2(1’7?/) szz(%.ﬂ)) N (0 2y> ’

und ebenso ergibt sich

L _ (ycos(zy) xcos(xy) >, _ [€®cosy —e"siny
g (xay) - < em-i—y ez+y und h (a:,y) - COShJZ 0 .

Mit Hilfe der Kettenregel kommen wir dann auf

> y? cos(x?y?) 22

(ﬁof)/(%y)=§'(f(x,y))f’(x,y):< ol nggjy%) <2§ 2oy)

_ (2zy? cos(a?y?)  2a%y cos(x?y?)
= 2xe$2+y2 2yex2+y2 .

Fiir die Funktion k o g erhalt man

(hog)(z,y) =h'(G(z.y)) g (z,y)

B esin(zy) cos(e“y) _esin(zy) sin(eﬁy) Y Cos(gjy) x cos(zy)
cosh(sin(zy)) 0 ety ™ty ’

und Ausmultiplizieren liefert fiir (h o ) (x,y) die (2, 2)-Matrix

_ ((ycos(zy) cos(e*tY) — e* ¥ sin(e™+) ) esn(#Y) (1 cos(zy) cos(e*HY) — eV sin(e”tY))esin(zy)
N y cos(xy) cosh(sin(xy)) x cos(zy) cosh(sin(zy))

Wegen
go fla,y) = §(flx,y)) = G2 y?) = (sin(xy?), e ) = (wr(z,y), uz(z,y))

erhalten wir

N Dyuy(z,y) Daui(z,y) 2ay” cos(z?y?)  2x%y cos(x’y?)
(Go f)(z,y)= = 22y 22y :
Dyug(z,y) Dauz(z,y) 2ze” Y 2ye” Y

Auflerdem ist
hog(z,y) = h(g(z,y)) = h(sin(zy), e*™¥) = (¥ cos(e™™¥), sinh(sin(zy))) =: (v1(z,y), v2(@,y))

und fiir die Ableitung ergibt sich

= Ly . Dlvl(ﬂc,y) D2U1($,y)
(h Og) (l"y) B <D1v2(:n,y) D2”2(£a3/)>

_ ((ycos(zy) cos(e*tY) — e*t¥ sin(e®+) ) esn(#Y) (1 cos(zy) cos(e®HY) — etV sin(e®HY))esn(#y)
N y cos(zy) cosh(sin(zy)) x cos(zy) cosh(sin(zy))



Aufgabe 6

Im folgenden schreiben wir nur f, bzw. f, anstelle von D f bzw. D> f. Ebenso kiirzen wir partielle
Ableitungen hoherer Ordnung ab, z.B. fyy := (fz)y anstatt DDy f := Da(D; f), etc.

a) Firr>0und ¢ € (0,27) gilt
v(r, o) = u(rcosp,rsing) = u(g(r,¢)) = (uo g)(r,¢)
mit g: (0,00) x (0,27) — R2, g(r, ) = (r cos p, rsin ). Anwendung der Kettenregel ergibt

cosp —rsin go)

(00 = o) o (9) = (urlalr) wy(atro) (e o0

Wegen v/ (r, ¢) = (vr(r, @) vy(r, ¢)) erhilt man fiir die partiellen Ableitungen von v

vy (7, ) = €os Y ug (1 cos @, rsin ) + sin p u, (r cos @, rsin ),

Vo (7, ) = —rsin g ug (1 cos @, rsin @) + 1 cos @ uy (r cos ¢, rsin ).

b) Nach einer dhnlichen Rechnung wie in a) sieht man

Upp (1, 0) = 08 ¢ (Uaz (7 COS 0, 78I Q) €OS P + Ugy (1 COS @, T8I0 ) sin )
+ 8in @ (Uys (r cos p, 7sin @) cos p + uyy (1 cos @, rsin p) sin )
® €082 (0 Uy (T COS p, T8I0 Q) 4 28N COS P Ugy (7 COS @, 7810 ) 4 8in? P 1y, (7 cos @, r sin )

sowie

Uy (1, 0) = —T cos @ ug (1 cos g, rsin @)
— 78N ¢ (Uge (7 oS @, 7 SIn Q) (=7 Sin ) + Ugy(r cos p, 7 sin ) 7 cos )
— rsin g uy (1 cos @, rsin p)

+ 1 €08 ¢ (Uya (1 cos @, 7 sin ) (=1 sin ) + uy, (r cos p, rsin @) r cos )

—~

* . . .
= —7 €08 @ Uy (1 cos @, rsin ) — rsin p u, (1 cos ¢, rsinp)

~

+ 12 8in® 0 Uy (7 COS p, T8I0 @) — 217 SN P COS P Ugy (T COS P, T SIN )
+ 12 cos® Uy, (r cos p, Tsin ).

[Zu (%): Nach dem Satz von Schwarz gilt fiir die zweimal stetig differenzierbare Funktion wu:
Ugzy = Uyz.| Daher ist

0% 10v 1 0%

1 1
52 (r, ) + o (r,0) + 77237@2 (1,0) = vpr(r, 0) + ;UT(Tv ©) + p”w(ﬁ ©)

= (sin? ¢ + cos? p) (g (r cos p, 7sin @) + wyy (1 cos @, rsin p))

= Au(rcos p,rsiny) = Au(x,y)

mit x = rcosy und y = rsine.
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